Capitulo 6

Correccoes Radiativas

6.1 Renormalizacao a 1 loop

Vamos considerar a teoria descrita pelo Lagrangeano
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Vamos agora considerar as correccoes radiativas a one-loop, para os propagadores
e para o vértice. Para simplificar os calculos vamos trabalhar na gauge de Feynman

(€=1).

6.1.1 Polarizacao do vacuo

Em primeira ordem a contribuigao para o propagador do fotao é dada pelo diagrama
da Figura 6.1 que escrevemos na forma

p+k

Figura 6.1: Polarizacao do vacuo

GO(k) =G, i1l (k)GY, (k) (6.5)
onde
dp 1 1
. . . \2
My = —(+ie) /(27r)4Tr <%]ﬁ—m+i5%]5—k—m+ie>

_¢? / d'p T+ m)w P —F+m)]
(

2m)t (p2 = m? +ie)((p — k)2 — m? + ie)

_ _ 2 3 _ 2
4 / dp 2pup,, puky puky g;w(p p-k m) (6.6)

(p?2 —m? +ie)((p — k)2 — m? + ie)

Simples contagem de poténcias de p mostra que este integral, é quadraticamente
divergente. De facto a divergéncia é, como veremos, apenas logaritmica. Sendo o
integral divergente temos que o regularizar primeiro para depois absorvermos essas
divergéncias nos parametros da teoria. Aqui vamos usar o método de regularizagao
dimensional. Se definirmos € = 4 — d, no fim de termos feito o integral devemos
obter um resultado divergente quando ¢ — 0. Obtemos portanto!

dp [2p.p, ky, + puk, L (p? -k —m?
T, (k) — —4eu/ P pup + Puky & Pk = g W+ p -k —m7))
(P2 —m2 +ie)((p + k)2 — m? +ie)
N (p, k
= —4e’p / wp: ) , (6.7)
d(p? —m2+1ie)((p+ k)% —m? + ie)

'Onde p é um parametro com as dimensdes de massa introduzido para assegurar a dimensiona-
lidade correcta da constante de acoplamento em dimenséo d, isto é, [e] = 4;—d = 5. Assim pomos

e — ep?. Para mais detalhes ver o Apéndice.
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onde

NLW(pv k) = 2pupl/ +p,ukl/ +pz/k,u - guu(pQ +p- k— m2) (68)

Para calcular este integral usamos primeiro a parametrizagao de Feynman para
reescrever o denominador como um termos unico. No caso de dois denominadores é

(ver seccao A.3)
1 1 dz
- = 6.9
ab /0 laz + b(1 — z)]? (6.9

e obtemos

ddp N,ul/<p7 k)

27T)d [z(p + k)2 —axm? + (1 —x)(p?> — m?) + i€]2
N, (p, k

= —4e’pu / d;z:/ (P, F)

dp2+k-px+ xk? — m2—|—i€]2

_ 62 € T p NMV(pak)
= —de“ /0 d /(27r)d (p+k3$)2+k‘2x(1—x)—m2+ig]2 (6.10)

1
i1l (k,€) = —4e® uf d;z:/ (
0

Para uma dimensao d suficientemente pequena o integral converge e podemos fazer
a mudanca de variavel

p—p—kx (6.11)
Obtemos entao
v(p— kx, k)
il (K, ¢) = —4e? /d:c/ N 6.12
K ( 6 w d p . C+ZE] ( )
onde
C=m?— k2l —u1) (6.13)

N, ¢ um polinémio de segundo grau no momento do loop como se pode ver na
Eq. (6.8). Contudo como o denominador da Eq. (6.12) s6 depende em p? podemos
facilmente mostrar as relagoes

2m)? [p? — C + i€
dd LoV 1 dd 2
/ po__ PP .2:_g,w/ a v (6.14)
(2m)? [p? — C + i€ d (2m)e [p2 — C + i€
Isto quer dizer que apenas temos de calcular integrais da forma

lrm = /(d Z;d 2 —%);ie]m
- /dd ) / C+Z€] (6.15)
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Figura 6.2:

Para efectuar esta integracao vamos usar o integral no plano da variavel complexa
p° como indicado na Fig. 6.2. A deformacao do contorno é a chamada rotacao de
Wick e é permitida devido a localizagao dos poélos com a prescricao de Feynman.

Obtemos
0_, ;0 fee [T
P —ipp / — i / dp (6.16)
ep?= "2 —1p* = —(p%)?—|p|* = —p%, onde pg = (p%, p) é um vector euclidiano,
isto ¢é
py = (%) + P (6.17)

Podemos escrever entao (para mais detalhes ver a Ref. [27])

. - d'pp PE
I, =1i(—1)"™ 1
o =H [ s o (o1

onde ja nao precisamos do i€ porque o denominador é definido positivo?(C' > 0).
Para continuar com o calculo de I, ,, escrevemos.

/ dlpp = / dpp 7 d, (6.19)

onde p = +/(p%)% + |p]2 é o comprimento do vector pr no espaco euclidiano em d
dimensoes e df2;_1 € o angulo sélido que generaliza as coordenadas esféricas nesse
espaco. Podemos mostrar que

/de,l =25 (6.20)

O integral em p faz-se usando o resultado,

r(es)

nsin(r 2 D2 — g 4 1)

o x? q—1 _p+l-nq
/0 & oy =) (6.21)

+ an)?

20 caso C' < 0 obtém-se por continuacdo analitica.
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e obtemos finalmente
() T(r+4) T(m—r—19)
(4mz  T(4) I'(m)

Ly = iCT ™2 (6.22)

Recordemos que a representagao integral de I, ,,, Eq. (6.15) é s6 valida para d <
2(m — r) para assegurar a convergéncia do integral quando p — oo. Contudo, a
formal final da Eq. (6.22) pode ser continuada analiticamente para todos os valores

de d com excepcao daqueles onde a funcao I'(m — r — d/2) tem pdlos, que sao (ver
secgao A.2),

d
m—r—§¢o,—1,—2,... (6.23)

Para a aplicagdo a regularizagdo dimensional é conveniente escrever a Eq. (6.22)
depois de fazer a substituicao d = 4 — e. Obtemos

(L Am\E e T@4r—§) Tm—r—2+5)
T =0y <C) e T2-¢) T(m)

(6.24)

que tem polos para m —r — 2 < 0 (ver seccao A.2).
Voltamos agora ao célculo de II,,,. Primeiro notemos que depois duma mudanca
de varidveis na Eq. (6.11) obtemos

Nu(p =k, k) = 2p,py + 20 kb, — 2kuky — g (p + 27K — 2k — m?)  (6.25)

e portanto

_M/ Wp kx, k)
N — C +ie)’

2
= (3 — 1) Gt 1o + [— 20(1 — x)k kb, +2(1 — x)ngW + gume}uEIO72(6.26)

Usando agora a Eq. (6.24)

i [ 4mp? 2 (%)
€ — 2
HI02 = 162 < C ) T(2)
i C
= A, —In— 2
62 ( . n,u2> + O(e) (6.27)
onde usamos a expansao da fungao I' , Eq. (A.14),
2
F@):E‘7+O@ (6.28)

onde v é a constante de Euler e definimos,

2
A, =—-—vy+Indrn (6.29)
€
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Dum modo semelhante

L, = — i (A 5CP(3—§) D(—1+¢)
b2 1672 \ C r2-: 12
i C
= 167r20 1+2AE_21HE + O(e) (6.30)

Devido a existéncia do p6lo em 1/e nas expressoes anteriores, temos que expandir
todas as quantidades até a ordem O(e). Isto quer dizer, por exemplo, que

2 2 1 1 ,
E—1—4_€—1——§+§6+0(6) (6.31)

Substituindo na Eq. (6.26), e usando a Eq. (6.13), obtemos

1672

Nuw = g -5+ ger 0] |

C (1 +2A,—21In %) + O(e)]
i

+

i C
—2x(1 — 2)k,k,+2(1 — 2)k*g,, + gw,mQ] [@ (AE —1In —2> + (’)(e)]

M
i C

+16Z.7T2gw,/€2 lAE <x(1 — )+ (1l - x)) + 1n% < —z(l—2)—2(1- x))
- 3-3)
+%7T29Wm2 lAe(—1+1)+1n%(1—1)+(—%+%)] (6.32)
e finalmente
N, = ﬁ <AE ~—In %) (guk? = k) 22(1 — ) (6.33)

usando agora a Eq. (6.7) obtemos

I, = —4¢?

1 1 c
K2 — ke /d 22(1—2) [ A, —In =
672 (9 ) J, dr 2 x)< nu2>

= — (guh® = kyk,) TI(K?, €) (6.34)

onde definimos

(6.35)

2 1 2 _ (1 — 9
(1, €) = a/ dz 3(1 — z) [Ae_lnm x(2 x)k]
m Jo 0
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Figura 6.4:

Esta expressao claramente que diverge quando € — 0. Antes de mostrar como
fazer sentido deste resultado vamos primeiro discutir o significado de II,, (k). O
propagador completo do fotao é dado pela série representada na Fig. 6.3, onde

=I1,,(k) = soma de todos os diagramas irredutiveis
, (6.36)
de uma particula em todas as ordens

Em ordem mais baixa temos a contribuicao representada na Fig. 6.4, que acabamos
de calcular. Para continuar é conveniente reescrever o propagador livre do fotao
(numa gauge arbitraria £) na forma,

- ~0 v v T v
ZGPW - <guu 22 ) L2 6 24 ! HY 1.2 g 24

onde introduzimos o projector transversal Pg; definido por

k.k,
P, = (g,w -3 ) (6.38)
e satisfazendo as relacoes,
k“PZ, =0
S~ . (6.39)
P, VPVP =P,
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O propagador completo também pode em geral ser escrito separando as suas partes
transversal e longitudinal

G = Ggy + Gﬁy (6.40)
onde Gfl, satisfaz
Gl,=PLGu (6.41)

Obtivemos, em primeira ordem, que o tensor da polarizacao do vacuo é trans-
versal, isto €,

i1, (k) = —ik* P}, TI(k) (6.42)

Este resultado é de facto valido em todas as ordens de teoria de perturbacoes, uma
consequéncia da simetria de gauge e das identidades de Ward-Takahashi[28, 29]. Isto
significa que a parte longitudinal do propagador nao é renormalizada.

Gl, =G (6.43)

Para a aparte transversal obtemos

. 1 1 . , 1
ngy = PZ/?—FPL,?(—Z)I{?PT“ H(k)(—z)PVT,Vﬁ
1. . 1. Y . 1
+ngﬁ(—z)k2PT“ H(k)(—z)PfTﬁ(—z)kZPT H(k:)(—z)PUT,/ﬁ + .-
1
= Pl (1= TI(k) + I (k?) + - | (6.44)

o que d&, depois de somar a série geométrica,

1

- ~T T
iG,, =P, TS0 (6.45)

Tudo o que fizemos até este ponto é formal porque a funcao II(k) diverge. A
maneira mais satisfatéria de resolver este problema é a seguinte. O Lagrangeano
inicial, foi obtido da teoria classica e nada nos diz que que deva ser exactamente
0 mesmo na teoria quantica. De facto, como acabamos de ver, a normalizacao das
funcoes de onda muda quando calculamos correccoes a one-loop, e 0 mesmo acontece
com os parametros fisicos da teoria, a carga e a massa. Podemos portanto pensar que
o Lagrangeano correcto é obtido adicionando correccoes quanticas ao Lagrangeano
classico, ordem a ordem em teoria de perturbagoes, para conservar as defini¢oes da
carga, da massa e a normalizacao das fungoes de onda. Os termos que adicionamos
ao Lagrangeano cldssico sao chamados contratermos® O Lagrangeano total é entao

‘Ctotal = E(e, m, ) + AE (646)

3Esta interpretacio em termos de correccdes quanticas faz sentido. De facto podemos mos-
trar que a expansao em poténcias da constante de acoplamento pode ser interpretada como uma
~ L . , ~
expansao em A~ onde L é o nimero de loops na expansao.
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Os contratermos sao definidos a partir de condi¢oes de normalizacao que temos
de impor nos campos e outros parametros da teoria. Em QED temos ao nosso dispor
a normalizacao dos campos do fotao e electrao, a carga eléctrica e a massa do
electrao. As condicoes de normalizacdo sao, em grande medida, arbitrarias. E
contudo conveniente manter as expressoes tao proximo quanto possivel do caso livre,
isto é, sem correccoes radiativas. Definimos portanto a normalizacdo do campo do
fotao como,

lim KiGlL =1-P], (6.47)
onde fo ¢ a parte transversal do propagador renormalizado, obtido a partir do La-
grangeano Lia1- A justificacao para esta definicao vem do argumento seguinte. Con-
sideremos a difusao de Coulomb em todas as ordens de teoria de perturbacoes. Te-
mos entao a situacao descrita na Fig. 6.5. Usando as identidades de Ward-Takahashi

D e
-

Figura 6.5:

podemos mostrar que os ultimos trés diagramas se anulam. Entao a condicao de
normalizagao Eq. (6.47), significa que temos a situagao descrita na Fig. 6.6, isto é,
o valor experimental da carga do electrao é determinado no limite ¢ — 0 da difusao
de Coulomb.

O Lagrangeano de contratermos tem que ter a mesma forma do Lagrangeano
classico para respeitar as simetrias da teoria. Para o campo do fotao é tradicional

escrever 1 1
AL =~ (Zy = )EWF" = — 073 F F™ (6.48)

correspondendo a regra de Feynman

k k ko k
UNNANKRCNNN V- — 6 Zsk? <gW — M) (6.49)
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lim _
q-0

Figura 6.6:

Temos entao

. S k,k,
ill, = zHle — i 67Z3k> (g,uu - %)

= —i ((k,e) +6Zs) Py, (6.50)
Devemos portanto de fazer a substituicao
[I(k,e) — T(k,e) + 0273 (6.51)

no propagador do fotao. Obtemos,

1 1
GT, =Pl — 6.52
S k2 1+ 1M(k,€) + 0723 ( )
Da condigao de normalizagao, Eq. (6.47), resulta
(k,e) + 525 =0 (6.53)
0 que nos permite determinar a constante 673. Obtemos
2 1 2
67y = —II(0,€) = __O‘/ drz(1 — z) [Ae —In 22]
m Jo !
2
S lAE ~In m—] (6.54)
3 2
O propagador renormalizada do fotao pode-se entao escrever
PT
iG (k) = pY +iG, (6.55)

k2[1 + H<k7 6) o H<07 6)]
As correcgoes radiativas finitas sao portanto dadas por

A(K*) =T1(K%, ) — T1(0, €)

4Notar que a massa nula do fotdo nao é renormalizada, isto é, o pélo do propagador do fotdo
continua a ser para k% = 0.
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:_2?0‘ /01 dr (1 —x)In lmZ —oll - x)]ﬂ

m2

a |1 2m? 4m? 12 4m? 1z
——— {414+ — 1 t | — —1 — 1| 3(6.56
?nr{g+ <+k2>[<k2 ) ot (6.56)
onde a ultima equacdo é valida para k? < 4m?. Para valores k? < m? obtemos

M (k?) = —— (6.57)

Para valores k? > 4m? o resultado para IT1¥(k?) pode ser obtido da Eq. (6.56) por
continuagao analitica. Usando (k* > 4m?)

cot tiz =i (— tanh™' 2 + %) (6.58)

¢ 1/2

4m? , 4m?
obtemos
a |1 2m? 4m? _ Am2\ '/
(k%) = —3 {g + 2 (1 + ?> {—1 +4/1— —z tanh ! (1 — ?> (6.60)
Am2

—zg 1 k—”z } (6.61)

a 2m? 4m? Am?
Im TIR(k?) = 3 <1 + ?> (11— ?9 (1 — ?> (6.62)

e esta relacionada com a producao de pares electrao-positrao®.

Para referéncia futura vamos considerar o caso em que k* < 0, o que acontece
quando o fotao é trocado no canal t. Este caso faz-se mais facilmente regressando a
expressao inicial da Eq. (6.56) e fazendo a identificacao

2
2 _ 2 I
k= —Q° sinh”p = g (6.63)

Obtemos entao

HR(—QQ):_% /01 drz(1 —x)In [1 +x(1— x)élsinh2 cp}

5Para k? > 4m? h4 a possibilidade de produzir um par ete~. Assim ao processo virtual sobrepoe
-se um processo real.
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« coth? o 1
=——||1- thp — 1)+ =
- l( 3 )(@co p—1)+ 9]

Para o caso de Q? > m? a expressao simplifica-se e obtemos

MR(—Q?) = —— [111@—2 . ﬂ .

3 m?2 3

6.1.2 Self-energy do electrao

(6.64)

(6.65)

O propagador completo do electrao é dado pela série diagramatica da Fig. 6.7, que

se pode escrever na forma,

O -— @ -0 @

Figura 6.7:

S(p) = S°p)+ S°(p) < — iZ(p)) SO(p) + -

= Sp) [1 —~ z’E(p)S(p)}

@ = —iX(p)

onde identificAmos

Multiplicando & esquerda por Sy '(p) e & direita por S~'(p) obtemos

So ' (p) = S7H(p) — 1 Z(p)
que podemos reescrever como

S7Hp) =S5 ' (p) +iX(p)
Usando as expressoes para o propagador livre,

?

p—m

So(p) = = S5 (p) = —i(p —m)

(6.66)

(6.67)

(6.68)

(6.69)

(6.70)
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Kk

M

et ptk et
Figura 6.8:

podemos escrever

S7Hp) = Sy'(p)+iS(p)
= —i|p—(m+X(p)) (6.71)

Concluimos assim que é suficiente calcular ¥(p) em todas as ordens de teoria de
perturbacoes para obter o propagador completo do electrao. O nome de self-energy
dado o X(p) vem do facto que, como pode ser visto na Eq. (6.71), aparecer como
uma contribuicao adicional (dependente do momento) a massa do electrao.

Em ordem mais baixa o tnico diagrama contribuindo para 3(p) é o da Fig. 6.8
e obtemos,

d*k , v 1

=i%(p) = (e} [ G e (67

onde escolhemos a gauge de Feynman (¢ = 1) para o propagador do fotao e intro-
duzimos uma massa pequena para o fotao A, para podermos controlar a divergéncia
infravermelha (IR) que aparece quando k? — 0 (ver mais abaixo). Usando regula-
rizagao dimensional e os resultados da algebra de Dirac em dimensao d,

WP+ = =@+ Py 20+ =—-(d-2)(p+§)
my " = md (6.73)

obtemos

d?k 1 prE+m
_2 :_62
e v Ty varmei ) ey e g

; 2/ dk —(d—=2)(p+¥)+md
(2m) [k2 — N2 +ie] [(p + k)2 — m? + ig]

n

1 dk —(d=2)p+H§)+md
= et [l | (2m)? [(k2 = 22) (1 — ) + a(p + k)2 — am? + ie]’

] 2/1dx/ d’k —(d=2)(p+§) +md
0 2m) [(k + px)?2 4 p2x(l — ) — X2(1 — x) — 2m? + i)
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e dk —(d=2)[p(1 —z) + ¥ +md
-k /0 d / 2m)4 [k2 + p2a(l — x) — X2(1 — ) — am? + ie]?
= _Mee2/01 o [_ (d—2)p(1 — 2) + md| Ips (6.74)
onde’ ,
Ios = 16Z7r2 [AE —1In {—p%(l — ) +m*z + N (1 — :L‘)H (6.75)

A contribui¢do do loop na Fig. 6.8 para a self-energy do electrao X(p) pode ser
escrita na forma

S(p)'? = A(p*) + B(p*) p (6.76)

com

A= eu(4—em /01 dx {AE —1In [—pgx(l — ) +mPr + N3 (1 — x)”

672

1 1
1—
1672 /0 dar ( 7)

—In [—p*2(1 — ) + m’z + A*(1 - x)H (6.77)

B = —*uf(2 —¢) A,

Usando agora as expansoes

H(d—e) = 4:1“(1%_%%@(62)}

p(d—e)A, = 4 :Ae +2 <1n,u - i) + (’)(e)]

p2—e = 2:1+e<]nﬁ_%)+o(€2)}

p2-an = 2[a+2(np- %) +0(0) (6.78)

podemos finalmente escrever,

—p*x(1 — z) + m2x + \*(1 — z)

: I o

4e2m
2y _
AP = T52

1 1
ooy~
2

B = _126jj2 /01 du (1 - ) [AE —1-In l—p%;u — )+ mr 4 A1 - fv)H

112
(6.80)

60 termo linear em k anula-se.
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Para continuar com o programa da renormalizagao temos que introduzir o Lagran-
geano de contratermos e definir as condigoes de normalizacao. Temos

AL =i(Zy = 1) Py 0up — (Zy — 1) mpp + Zodmpp + (Zy — Ve py A, (6.81)
e obtemos para a self-energy
—i%(p) = —i XP(p) +i (p—m)dZy +idm (6.82)

Contrariamente ao caso do fotao, vemos que temos duas constantes a determinar. No
caso da renormalizacao on-shell que é normalmente usado em QED as duas constantes
sdo obtidas exigindo que o pélo do propagador corresponda a massa fisica (dai o
nome de renormalizagao on-shell), e que o residuo do pélo tenha o mesmo valor que
o propagador livre. Isto quer dizer

Yp=m)=0 — ém=X"P(p=m)

1)) oxloop
aﬁ p=m aﬁ p=m
Obtemos entao para dm.,
dm = A(m?*) +m B(m?)
2 1 2.2 | \2(1 _
_ 2me/daz OA, —1— o (M EA( =)
1672 Jo 1
2.2 0 \2(1 _
(- ) [A6_1_1n<mx —1—)\2(1 SL’))]}
1
2me? [3 1 1 m2x? + A\ (1 — )
= WbAE_ﬁ_/O dx(1+x)ln< e
3am 1 2t m2z?
. anm AE————/ 1+2)1 84
. l 3 30d:v( —l—:z:)n( . )] (6.84)

onde no tltimo passo na Eq. (6.84) tomdmos o limite A — 0 porque o integral nao
¢ divergente”. Dum modo semelhante obtemos para § 7,

oytoor 0A 0B
§Zy=—>—| =22 4+B+m-— (6.85)
0 |, 0Bl 0 |y
onde
0A _ 4de*m? 1d5L’ 2(1-1)x
op e 1672 Jo T —m2a(1 — x) + m2x + M2(1 — x)

"dm nao é divergente IR.
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p’

et

Figura 6.9: Contribuicao a one-loop para o vértice.

_ 2am® 1 ; (1—2)x
B m2x? + A2(1 — x)
1 2,.2 2 1 —
B = —g/ dx(l—x)lAe—l—ln<mx+>\( x)ﬂ
27 Jo p?
0B a5 [t 22(1 — x)?
oo _ e d .
" op fem or ' Jo e A2(1—x) (6.86)

Substituindo a Eq. (6.86) na Eq. (6.85) obtemos,

a |1 1 1 1 —x)zm
PR £ LR 2 [
02, 27 lQ 2 Jo da ( x)n( ) m2x2+)\2(1—x)]
a m? A2
= Ac—4+In— —2In—; .
. [ +1In e nmzl (6.87)

onde tomamos o limite A — 0 em todos os casos em que foi possivel. E claro que o
resultado final na Eq. (6.87) diverge nesse limite, implicando que Z5 é divergente IR.
Isto nao é um problema para a teoria pois 0 Z, nao é um parametro fisico da teoria.
Veremos na seccao 6.3.4 que as divergéncias infravermelhas cancelam para processos
reais. Se tivéssemos considerado uma gauge geral (£ # 1), teriamos descoberto que
dm nao viria diferente mas que Z, mudaria mostrando uma dependéncia na gauge.
Novamente, em processos fisicos, esta dependéncia tera que cancelar no final.

6.1.3 O vértice

O diagrama contribuindo para o vértice de QED a one-loop esta indicado na Fig. 6.9.
Na gauge de Feynman (£ = 1) déd a contribuicao

d
ie Me/QAifOp(p/vp) = (ie ;f/Q)?’/ (;lﬂ];d(_i)kQ _g;;+ 1€
(P +m) if(p+ ) +m

? (6.8
(P + k)2 —m?+ie “(p+/<:)2—m2+i57 (6.88)
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onde A, estd relacionado com o vértice total I, através da relacao

i, = ie(7M+Aif°p+7M5Z1)

ie (7. +Af) (6.89)

O integral que define Alj"p (p',p) é divergente. Como anteriormente esperamos re-
solver este problema introduzindo contratermos e condigdes de normalizacao. O
contratermo tem a mesma forma do vértice e ja foi incluido na Eq. (6.89). A cons-
tante de renormalizagdo é determinada exigindo que no limite ¢ = p’ —p — 0 o
vértice reproduza o resultado de ordem mais baixa (tree-level), porque assim sere-
mos consistentes com a definicao da carga eléctrica no limite ¢ — 0 da difusao de
Coulomb. Além disso, esta normalizacao deve ser feita para electroes on-shell. A
normalizacao deve ser entao,

(p) (AL + 7,07 u(p)‘]é:m =0 (6.90)
Se estivermos somente interessados em calcular 67; e mostrar que as divergéncias
podem ser removidas com a normalizacao escolhida, entao o problema é mais simples
e pode ser feito de duas maneiras.

1° método

Usamos o facto de que §Z; é para ser calculado on-shell e para p = p’. Entao

iAlOOp( )_ 62 e/ dk’d 1 1 1 P
w \D,P) =€l (27T)dk2_)\2+Z.E’7p]§+k_m+i€%‘p+k_m+i57
(6.91)
Notemos que se tem
1 1 9 !
= — 6.92
}6+k—m—|—iewﬁ+k—m+ie opt p+ § —m+ie (0:92)
e portanto
o [ dk* 1 p+f+me
-Aloop —  _p2c / ?(6.93
i\ (p,p) e H opr ] (2m) k2 — X2+ e 1P (p+k)2—m?+ iz ! ( )
o . a loop

Concluimos entao que Aif"p(p, p) estd relacionado com a self-energy do electrao®,

0
N pp) = =g (6.95)

8Este resultado é uma das formas da identidade de Ward-Takahashi.
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Para as condicoes on-shell obtemos

0
Aloop = —6Z 6.96
o (pap) = 8])“’ e 27}1 ( )

e a condi¢ao de normalizagao, Eq. (6.90), da
52, = 87, (6.97)

Como ja calculdmos 675 na Eq. (6.87), entao 07, esta determinado.

2° método

Neste segundo método nao usamos a identidade de Ward mas calculamos directa-
mente os integrais para o vértice na Eq. (6.88). Por enquanto nao pomos p’ = p mas
admitimos que os factores de forma do vértice sao para ser calculados entre spinores
on-shell. Obtemos

i loop B ddk a(p)y, [0+ K+ m)] . [P+ K+ m)] v ulp)
ia(p ) A Pu(p) = eu/ DD D

ddk
_ 6.9
e a / 27T d DOD1D2 ( 8)

onde

N, = a(p) [(—2 + A2y, 4+ dp - P+ A+ 1) - kA, - Amk,

— 4k (p+ ) + 22 — d)fky| u(p) (6.99)
Dy = k> — \* +ie (6.100)
Dy = (k+p)?—m® +ie (6.101)
Dy = (k+p)* —m?® +ie (6.102)

Usando agora os resultados da seccao A.5.3 com

o=t oy =pf (6.103)
Pt o= xp" + xop” (6.104)
C = (21 +22)’m* — 2120 > + (1 — 2 — 29)\? (6.105)

onde
q=p —p (6.106)
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obtemos,

1—x1
iu(p ) A Pu(p) = Z—F /d:cl/ dxg—

{mﬂwW@>yw—2+@@%f+x%f+2mmﬂ4ﬁ—@wp

2 —d)? C
+4(p+7) - (w1p" + z2p) + ( 5 ) C (AE —In Eﬂ

Falpyulpim 1 + 2ap), — A6 + Pyl + 22

_ 2(2 — d)(:El + :EQ)(xlp/ + pr)M] } (6.107)

= i7(p) [G(¢*) v+ H(@®) (0 + )] ulp) (6.108)

onde definimos?,

1 1—x1 2,2 2 1— _ A\
G<(12) = < Ac—2—-2 [ dx dzy In (1 + x5)"m T172q° + ( T1 — To)
47T 0 0 /LQ

2

N /1 p /111 p —2(z1 + 12)?m? — 2119¢% — 4m? + 2¢°
x x
"Jo 2 (21 4+ 22)?m? — 122> + (1 — 21 — 29) N2

2 dm? — g?
(1 + 22)(4m” = &) (6.109)
(1 4 22)?m? — 2122¢> + (1 — 21 — 29) N2
a [t -z —2m (z1 + 22) + 2m (21 + 22)?
=2\ [ 4 / d 6.110
T [/0 = 0 2 (x1 + x2)?m? — x120¢% + (1 — 21 — T2) A2 ( )

Agora, usando a defini¢ao da Eq. (6.89), obtemos para o vértice renormalizado,

a(p ) AR (P, p)u(p) =) [(G(q*) +621) v + H(q®) (p+ )| u(p)  (6.111)

Como 67, é calculado no limite ¢ = p’ — p — 0 é conveniente usar a identidade de
Gordon para eliminar o termo (p’ + p)*. Obtemos entao

ﬂ@ﬁ(p’+phﬂ4p)=?ﬂpﬁ{%nmi—iquﬂqdp) (6.112)

e portanto
u(p ) AP p)u(p) = mﬂ)KG@5+2me5+5&>w—4Hm5UW¢’Mm

,l; 14
= P + 5 T F(q) (6.113)

9Para obter a Eq. (6.110) temos que mostrar que a simetria dos integrais em x1 < x5 implica
que o coeficiente de p é igual ao coeficiente de p'.
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onde introduzimos a notacao usual para os factores de forma do vértice.
Fi(¢®) = G(¢*) +2mH(¢*) + 07, (6.114)
F(¢®) = —2mH(q%) (6.115)
A condigao de normalizacao da Eq. (6.90) implica que F;(0) = 0, ou seja,
071 = —G(0) —2m H(0) (6.116)

Temos portanto que calcular G(0) e H(0). Neste limite os integrais das Eqs. (6.109)
e (6.110) sdo muito mais simples. Obtemos (mudamos de varidvel x; + x5 — y),

1 1 2,72 _ 2
G(0) = E[Ae—2—2/ dxl/ dylnym + 1= y)X

2

AT 0
—2y°m? — 4m? 4 8ym?
d /d 11
+/ 1 Yy e (1= )0 ] (6.117)
« —2my+2my
HO) = & / dx1/ e (6.118)

Usando agora

1 1 2,42 1 — )\2 1 2
/ dxl/ dy n Y (2 pA L (m% - 1) (6.119)
0 1 7 2 W
—2y°m? — 4m? 4 8ym? A2
d / d — 74 2ln 6.120
/ o Y y>m? 4+ (1 —y)\? e m? ( )
—2my —|— 2my 1
(onde tomdmos o limite A\ — 0 sempre que possivel) obtemos,
m? 2
G(0) = Ac+6—In—+2In— 6.122
© = & |acro-miramly (6.122)
a1
HO0 = ——— 6.123
(0) P (6.123)

Substituindo as expressoes anteriores na Eq. (6.116) obtemos finalmente,

2 )\2
57 = — |=A —d+In = —2In 2 (6.124)
47 12 m?

em acordo com a Eq. (6.87) e a Eq. (6.97). A forma geral dos factores de forma
Fi(¢%), para ¢*> # 0, é bastante complicada. Aqui damos o resultado somente para
o caso ¢* < 0 (ver Ref. [27] para o caso geral),

) a A2 0 0/2
Fi(q¢®) = g 2lnﬁ+4 (Gcothﬁ—l)—etanhé—SCothG/O [ tanh fd

7



6.2. Contratermos e contagem de poténcias 193

a 6

B(¢®) = — 12
2(07) 27 sinh 6 (6.125)
onde p )
. q
h2l — —+ . 12
sinh” o g (6.126)
No limite em que o momento transferido é nulo (¢ = p’ — p = 0) obtemos
F1(0) =0
a (6.127)
F3(0) = o
i

um resultado que usaremos na seccao 6.3.3 quando discutirmos o momento magnético
andémalo do electrao.

6.2 Contratermos e contagem de poténcias

Tudo aquilo que vimos nas secgoes anteriores pode ser interpretado do modo se-
guinte. O Lagrangeana inicial L(e, m, - - -) foi obtido a partir duma correspondéncia
entre a mecanica classica e a mecanica quantica. E entdo natural que seja modificado
por correcgoes quanticas sendo o Lagrangeana total dado entao por

‘Ctot = E(e, m,- - ) + AL (6128)

AL=ALY + ALE 4 ... (6.129)

onde AL é a correccao correspondendo a “i — loops” ou, o que é o mesmo, a

ordem A’ pois uma contagem em termos de i é 0 mesmo que uma contagem em

termos de loops'®. Esta interpretacao é bastante atraente porque no limite 7 — 0

o Lagrangeana se reduz ao classico. Com o Lagrangeana L;,; podemos entao obter

resultados finitos, embora L, ele mesmo seja infinito por causa dos termos em AL.
Dentro desta linguagem os resultados até a ordem h podem ser escritos

c@mm):—iwwugwm—%@AV
+IPPY — mipe) — A (6.130)
ALY = X2y DEWF™ + (Zo — ) — mi)
+Zadmipp — e(Zy — 1)) fup (6.131)

. Notar que sao validas as seguintes relacoes L=1—-V +1; 3V = E + 21.
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O Lagrangeana

1

1
Lo = =3 ZFw ™ + gAMAM B 25(a - A)?

+ Zy (i Prp — maptp 4 dmi))

—eZy) ) (6.132)

produzira fungoes de Green renormalizadas e finitas até a ordem h.

De facto s6 mostramos que as func¢oes de Green de 2 pernas exteriores (propaga-
dores) e de 3 pernas exteriores (vértice) eram finitas. E importante verificarmos se
todas as outras fungoes de Green, com um numero arbitrario de pernas exteriores,
sao finitas pois ja esgotamos toda a nossa liberdade ao escolhermos a massa, a cons-
tante de acoplamento e os residuos dos polos. Isto leva-nos a chamada contagem de
poteéncias.

Consideremos um diagrama de Feynman G com L loops, Ig linhas internas de
Bosoes e I linhas internas de Fermioes. Se houver vértices com derivadas, 9, é o
nimero de derivadas no vértice v. Define-se entao o grau superficial de divergéncia
(notar que L=1Ip+ Ip+1-1V)

W(G) = 4L+Z§U—IF—QIB
= 4+ 3Ip+2I5+ ) (0, — 4) (6.133)

Para grandes valores do momento o diagrama divergird com

A(G) s w(G) >0 (6.134)

€ com

hlA se W(G) =0 (6135)

onde A é um cutoff. Os diversos termos tém a origem seguinte:

d4
/—q (por loop) — 4L

(2m)*
0, &k — 0,
S (6.136)
y _Z — — —Ip
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A expressao para w((G) é mais 1til quando expressa em termos do nimero de
linhas externas e da dimensionalidade dos vértices da teoria. Seja w, a dimensao,
em termos de massa, do vértice v, isto é

3
Wy = 51} + #campos bosénicos + §#campos fermiénicos (6137)

Entao, se designarmos por f,(b,) o numero de linhas internas fermidnicas (boséni-
cas) que vao dar ao vértice v, podemos escrever

3 3
> wy :Z(5U+§fv+bv)+§EF+EB (6.138)

onde Fr(Eg) sdo o numero de linhas externas fermiénicas (bosénicas). Atendendo
a que temos

1
IF = 5 Z fv
1
Iy = 3 > by (6.139)
obtemos
3
> wy :25v+3lp+213+§EF+EB (6.140)

Substituindo na expressao para w(G) obtemos finalmente

w(G) =4 — ;EF—EB+Z(% —4) (6.141)

Se [g,] for a dimensdo em termos de massa da constante de acoplamento do vértice
v, entao

Wy + [go] = 4 (6.142)

De acordo com a expressao anterior para o grau superficial de divergéncia clas-
sificamos as teorias em trés classes

i) Teorias nao renormalizaveis

Contém pelo menos um vértice com w, > 4. O grau superficial de divergéncia
aumenta com o numero de vértices, isto é com a ordem das teorias de per-
turbagoes. Para uma ordem suficientemente grande V funcao de Green diverge.
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ii) Teorias renormalizaveis

Todos os vértices tém w, < 4 e pelo menos um tem w, = 4. Se todos os
vértices tiverem w, = 4 entao

(@) = 4 — gEF By (6.143)

e todos os diagramas contribuindo para uma dada funcao de Green tém o
mesmo grau de divergéncia. Somente um numero finito de fungoes de Green
sao divergentes.

iii) Teorias super-renormalizaveis

Todos os vértices tém w, < 4. Somente um numero finito de diagramas é
divergente 1.

Voltando ao nosso problema de saber quais os diagramas divergentes em QED,
podemos fazer a tabela seguinte.

Ep Ep w(G) Grau efectivo

de divergencia
0 2 2 0 (cons. de corrente
0 3 0 (T. de Furry)
0 4 0 Convergente
2 0 1 0 (cons. de corrente)
2 1 0 0

Tabela 6.1

Todos os outros diagramas sao superficialmente convergentes. Como veremos o grau
efectivo de divergéencia é reduzido em virtude das identidades de Ward ou seja de
conservagao de corrente.

Esta analise mostra que até a ordem A o Lagrangeana

1

1 1
Liow = =7 ZsFuF" + Spd, A" % (8- A)?

+Z5(1p @ — mapyp + dmapy))

—eZ1p Ay (6.144)

110 grau efectivo de divergéncia é por vezes inferior ao grau superficial, quando devido a simetrias
da teoria algumas poténcias do momento exterior podem ser factorizadas. E o que acontece com
a polarizacao do vacuo em QED.
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produz funcoes de Green finitas e renormalizadas com um ndmero arbitrario de
pernas. Resta mostrar, o que nao faremos aqui, que o Lagrangeana anterior continua
a ser valido numa ordem qualquer com a mesma forma, com a tnica diferenca que
as constantes 7y, Zy, Z3 e dm serao dados por séries, p.e.

7y =20+ 77 + ... (6.145)

O Lagrangeano anterior permite uma outra interpretacao que por vezes também é
util. Os campos A, 1) e 1) sdo os campos renormalizados que produzem residuos iguais
a 1 nos polos dos propagadores, e as constantes m, e sao a massa e a carga fisicas.
Definamos os campos nio renormalizados 1,17, e Ay e os parametros despidos
(dependentes do cutoff) u2,mg e de acordo com

Yo =VZy  mg=m—3dm
V=79 1 =23 1’
AO = \/Z3 A €y = 21251\/25162 \/%6

§o = Z3€

(6.146)

Entao o Lagrangeana em termos das quantidades despidas ¢é idéntico ao Lagran-
geana original'?

1 1 1
,C = _ZFO;U/FéuV + 5”0"40#145 — 2—50(8 . A0)2
+i(1ho@bo — motin) — eqo Motho (6.147)

As funcoes de Green despidas estao relacionadas com as funcoes de Green renor-
malizadas por

Gg7£(p17 * o Pon, kl) e kﬁa Mo, Mo, EOa §07 A)
= Z;(A)Zé/QG%Z(plv * o Pon, kl e kf) H,m, e, g) (6148)

onde py - - - pa, sao os momentos dos fermioes e ky - - - k, 0s momentos dos bosoes.

2
120s termos “;AQ = B0A% e (8- A)? = 2—10(6 - Ap)? nao sdo renormalizados. Isto é uma
consequéncia das identidades de Ward-Takashashi. A identidade de Ward Z; = Z, é crucial para
que egAp = eA dando um significado ao acoplamento minimo independente da renormalizacao.
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6.3 Consequéncias fisicas da renormalizacao a one-
loop

O procedimento de renormalizacao das secgoes anteriores pode parecer, a primeira
vista, somente um artificio técnico para esconder os infinitos. Na verdade isso nao
¢é verdade, ha realmente consequéncias fisicas do processo de renormalizacao, que
sao observadas experimentalmente confirmando a validade do procedimento. Nesta
secgao vamos rever algumas delas em QED.

6.3.1 Variacao da constante a com a escala de energia

Consideremos novamente a difusao de Coulomb descrita na Fig. 6.5. A identidade
de Ward-Takahashi, Z; = Z,, valida em todas as ordens de teoria de perturbacoes,
assegura que a interaccao electromagnética vem modificada da forma seguinte,

e 1 e? 1
c- . °
dm g Amq?[1 + IIE(¢?)]

(6.149)

com a condi¢do de normalizagao IT17%(0) = 0, que assegura a defini¢io da carga
eléctrica. Introduzindo e? = 4wa podemos interpretar a Eq. (6.149) dizendo que a
carga eléctrica depende da escala da energia, isto é,

a(0)

a(g’) = T IR (6.150)

Para o caso em que ¢> = —Q?, e em ordem mais baixa, obtemos

Q%) = a(0) [1-T1"(-@")]
_ a0y + 2O [m <Q2> - §1 (6.151)

3T m2 3

onde se usou a Eq. (6.65). A variagdo do inverso de o com a energia estd repre-
sentada na Fig. 6.10. Vemos que a~! passa do valor 137.36 para Q> = 0 para o
valor 134.7 a Q% = 912 GeV?. Se tivéssemos incluido todas as correccoes no modelo
standard o valor seria 128 a escala da massa de M. Este efeito foi verificado ex-
perimentalmente na experiéncia LEP no CERN. Vemos assim que a constante efectiva
aumenta com a energia. Esta é uma caracteristica das teorias abelianas. As teorias
nao abelianas, como QCD podem apresentar o comportamento oposto, designado por
liberdade assimptdtica, isto a constante de acoplamento decresce com o aumento da
energia tornando possivel os calculos perturbativos nesse regime.

6.3.2 O desvio de Lamb

A diferenca de energia entre os estados 251/, e 2P,/ no dtomo de hidrogénio foi
observada experimentalmente pela primeira vez por Lamb e Retherford[17]. E um
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Figura 6.10: Variacao de a~! com a energia

problema muito complexo, pois ha diversas correccoes radiativas que contribuem.
Aqui vamos s6 mostrar que uma delas é uma modificacao do potencial de Coulomb
devida & polarizacao do vacuo. Para k? < m? o propagador do fotdao vem modificado

para
—Guv —Guv a k?
= e (1) (6152

onde se usou o resultado da Eq. (6.57). Fazendo a transformada de Fourier inversa
para obter o potencial de Coulomb modificado obtemos

e et
Vir) = 2
)= 2t T2

83 (z) (6.153)

A presenca da fungao delta vai sé afectar os estado com [ = 0 e portanto separar os
estados 251/2 e 2P /. Contudo este efeito nao é sufucuente para explicar o efeito.
Para um tratamento completo ver o livro de Itzykson e Zuber [30].

6.3.3 Momento magnético anémalo do electrao

Vamos aqui ver como as correccoes finitas produzem resultados verificados experi-
mentalmente dando credibilidade a todo o programa de renormalizacao. Calculemos
a correc¢ao ao momento magnético andémalo do electrao. O momento magnético do
electrao é dado por

fi=—g= (6.154)

onde e = —|e| para o electrao.
Um dos grandes triunfos da equagao de Dirac foi prever o valor g = 2. Definamos
a anomalia do momento magnético através da relagao
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g=2(1+a) (6.155)
ou seja
= g —1 (6.156)

Vamos calcular a anomalia a dada pela correccao de 1-loop. Vejamos primeiro de
que forma é que apareceria um valor de a # 0 em mecanica quantica nao relativista.
A equagao de Schrodinger para uma particula num campo exterior é

Dp | (71— eA)? ¢ ;
I—=|———4+ep——(1+a)d-B 6.157
5 5 Te¢—5-(1+a)d-B|y (6.157)
Consideremos que o campo exterior é um campo magnético B = V x A. Entéo
conservando somente termos em primeira ordem em e obtemos

P pA+Ap e
H = — —e2— 2
2m 2m 2m

(1+a)7-VxA

A amplitude de transicao devida a H;,; é (¢ =p — D),

e d*x o S o -
M = (p'| Hint [p) = —%/ (271)3XT6_2P * [*-A+A-ﬁ+(1+a)5x V-A} e’ rX

e d3x o .
_ t ~ k . i _ijk j k _—iq-x
= - /<2W>3X (0 +D)F +i(1 + a)o'éhgl| AbemiTox
e

_ _2—><T (0 +p)F +i(1+ a)o’ehgl| AF(g)X (6.159)
m

E este o resultado que queremos comparar com o limite nao relativista da correccao
do vértice. A amplitude é dada por

M =eu(p') (v, + A)u(p) A*(q)

—culp!) |1+ F (@) + 5o’ Fo(a?)| u(p) A"(a) (6.160)

= %U(p’) {(p’ +p)u [1 + Fl(QQ)} + 00, [1 Ty (q2) I FQ((]/):| } u(p) A" ()

onde se usou a identidade Gordon. Para um campo magnético externo B =V x A
e no limite ¢> — 0 a expressao anterior reduz-se a

M - %E(p/) {0 + Pl + FL(0)] + iow; @’ [1 + Fi(0) + Fy(0)]} u(p) A*(q)
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Di Dy

Figura 6.11: Difusao de Coulomb em ordem mais baixa.

= o) [~ ) - i (14 ) | up) Ak (6.161)

onde se usaram os resultados 6.127

Fi(0)=0
(6.162)
Usando a forma explicita dos spinores u
X
u(p) = 3 (6.163)
g-(p—ed) y
2m
podemos escrever no limite nao relativista
M=—Sx [(p/ +p)* +i (1 + 3) aieiikqj] X A¥ (6.164)
2m 27
o que apds identificacdo com a Eq. (6.159) conduz a
Q@
o = — 6.165
a’th 27T ( )

Este resultado obtido pela primeira vez por Schwinger [31, 32] e confirmado experi-
mentalmente foi muito importante na aceitacao do programa de renormalizacao em
QED.

6.3.4 Correccgoes radiativas a difusao de Coulomb

Vimos no capitulo anterior que a difusao de Coulomb correspondente ao diagrama
da Figura 6.11, tinha a seguinte expressao para o elemento da matriz S

Sy = iZ6*(2m)5(Es — Ef)ﬁ T(p ) u(py) (6.166)

Vamos agora estudar as correcgoes radiativas a este resultado, em ordem mais
baixa. Devido as divergéncias infravermelhas que vao aparecer é conveniente intro-
duzir uma massa para o fotao, o que em termos dum campo classico quer dizer um
screening. Se tomarmos
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Di Dy i by Pi pr Di by

Figura 6.12: Correcgoes a difusao de Coulomb.

M|
A%(z) = ZeS 6.167
) = 2o (6.167)
entao a transformada de Fourier é
Aq) = Ze— Lt _ (6.168)
R AR

o que mostra que o A tem o efeito duma massa. Com estas modificacoes temos

S = 126 (m)B(Ey — 5) ' g1 u(e) (6.169)

Estamos interessados em calcular as correccoes até a ordem e® na amplitude.

Para isso contribuem os diagramas'® representados na Figura 6.12. O diagrama 1 é
de ordem e? enquanto que os 2, 3, e 4 sao de ordem e*. Portanto a interferéncia entre
le (24+3+4) é de ordem o? e deverd ser adicionada ao resultado do bremsstrahlung
num campo de Coulomb. A contribui¢do de 1 4 2 + 3 obtém-se muito facilmente
notando que

eAly, — eAL(yu+ Ay —TIF,0)
i
= A |71+ Fi(¢) + s—0wd" Fa(q*) — T%(¢*) P ~*| (6.170)

2m

onde Fj(q?) sao dados pela Eq. (6.125) e IT%(—Q?) foi calculado anteriormente, na
Eq. (6.64). Fazendo Q* = |g]*> obtemos
2

% = sinh? (6.171)

podemos escrever (notar que na Eq. (6.125), é 6 = 2¢p),

1 o 1
SUH i 7e2(0mV8(E; — B)——T 0{1 —[—— tanh
i iZe”(2m)0( f)mg_i_)\QU(pf)V +—|—gptanhy

13N#o temos de considerar a self-energy nas linhas do electrao pois este est4d on-shell.
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A @
(1 +1In E) (2¢p coth 2¢p — 1) — 2 coth 2@/ (B tanh 5d3
0

coth? o 1 g a
1-— thy — 1 —| - == ) (6.172
+ ( 3 ) (pcothp )+ 9] 2m m sinh 2¢ w(p) (6.172)

Finalmente o quarto diagrama da

d*k 210(Es — k°) i 210 (k° — E;)
oW _ (i» 2/ f 0 0 i
fi (Ze) )" | Gy ™Pr) | = hE =2 F=mtic! (hep)? = N2
7202
= -2 218(E; — Eu(ps)[m(Iy — L) + 4 Ei(L + L)]u(p;) (6.173)
onde
L= /d3 S (6.174)
(77 — k)% + N[5 — k)2 + N2 [(§)* — ()2 + ie]
e
1 k
SE+iE = [ dh—— (6.175)
2 (77 — k)2 + N[5 — k)% + N [(5)* — (k) + ie]
No limite A — 0 pode-se mostrar que
72 2psin(6/2)
L= 2ip3sin® 0/2 In < A (6.176)
w2 7T 1 1 2psin0/2 A
Ih = —/——— = |[1— ———| —1 1 In —
? 2p3 cos? /2 {2 [ sin@/Q] ! [sin20/2 n( A * n2p
(6.177)
Com estas expressoes obtemos para a seccao eficaz
do  Z%a%1
0= \(ﬂz Z\u Py Fu(pz)| (6.178)
pol

onde

r:70(1+A)+70%B+C (6.179)
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A= 2 [(1 —|—ln—> (2 coth2p — 1) — 2coth2g0/ dpptanh G — —tanhap
™
1 YA
+ (1 3 ~ coth? gp) (pcothep — 1) + 5] - 2—7r2\(ﬂ2E([1 + 1) (6.180)
a @
B = — 6.181
7 sinh 2¢ ( )
Za

Entao

L S [ pulp) = TG+ m)T (g +m)

pol

= 2E%*(1 — 3*sin®0/2) + 2E%2B 3 sin* g
0
+2E%2ReA (1 — [3*sin? 5) + 2ReC(2mE) + O(a?) (6.183)

Notar que A, B e C' sao de ordem « e que a dependéncia em A devida ao diagrama
4 desapareceu (o resultado nao depende de Zm A ou Zm C'). Sé ficou a dependéncia

em A do diagrama 2- O resultado final é portanto, até ordem a?:

do do 2a A %
ey = |55 1+ — {14+ 1In— ] (2¢pcoth2¢p — 1) — = tanh
<d9>elastic <dQ> Mott { + m [( + ! m) ( ()0 0 (10 ) 2 o 90

v th? 1
-2 coth2g0/ dpftanh B + <—CO cp) (pcothep — 1) + 9
0

® 3*sin®0/2 Bsin § [1—51119/2]
sinh 21 — Psin?0/2) 1= B2’ 0)2 (6.184)

onde B = [p]/E é a velocidade do electrao e # o angulo de difusdo. Tal como
tinhamos anunciado, o resultado é divergente infravermelho (no limite A — 0).
Como explicamos anteriormente esta divergéncia nao é fisica e é resolvida da seguinte
maneira. Os detectores tém uma energia abaixo da qual nao detectam, pelo que no
limite w — 0 o bremsstrahlung na presenga do campo de Coulomb e a difusao no
campo de Coulomb nao sao distinguidas pelo detector. Isto quer dizer que temos

que somar os dois resultados. Se considerarmos um intervalo de energia AE com
A < AFE < F obtemos

do (AE)] (da> / Ek_ [ 2p; - py m? m?

- — - e — —

dQ BR dQ ) \rous JwsaB 2w(2m)3 ki pik-py (k-p)? (K- py)?
(6.185)
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Introduzindo uma massa para o fotdo (isto é w = (k|2 + A2)/2) o integral pode
ser efectuado obtendo-se

do do 20 2AE 1, 140
—(AFE =|—= — ¢ (2pcoth2p — 1)1 — In——
[dQ( )] <dQ>Mott {( peoth2e = U H a5 T

BR n
! L5 1 1+ 8¢
——cosh 2p——— d 1
2" S0581I19/2 cos 0/2 5(1 — 32€2)[€2 — cos? 0/2]1/2 N 3e
(6.186)
Vemos agora que quando consideramos a seccao eficaz inclusiva
—AE) = |5 “(AE
dQ( ) <dQ>e1astic i ldQ( )] BR
da)
= |79) (1=0r+dp) (6.187)
<dQ Mott

o resultado depende da resolucdo AE mas nao do parametro A. As expressoes
explicitas para dg (emissao de fotao real ou virtual) e dp (aproximacao de Born em
segunda ordem), uma notagao introduzida por Schwinger que fez este cdlculo pela
primeira vez, sao [30],

Sn = 2?0‘ [(1 25 coth 20) (1 +1n 2??) + ptanh g + (1 —  tanh o)
X <1 - COt;lQ@) - % + %m% — peoth2pIn(1 — 52)
1 f;sfiﬁg@g) s,inliJ 20 " % cosh 2%2#(5/22)
R e Tl ae= | I

Bsin(0/2) [1 —sin6(0/2)]
1 — 3?sin?(6/2)

op = Zar (6.189)
Pode-se mostrar que em QED todas as divergéncias podem ser tratadas duma forma
semelhante, como foi mostrado por Kinoshita [33] por Lee e Nauenberg [34]. O
efeito final do bremsstrahlung é finito e pode ser importante, como se pode ver na
Fig. 6.13. Notar que o efeito aumenta com a energia, podendo ser mais de 50%.
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AE=lkeV = z=12.

1-65 +-0g

E=10 MeV

Temwomev

i E=1 GeV
O AT [T [T [ TETTETITY FIRTTRTITY [T [T [T [T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
8 (deg)

Figura 6.13: Correcgoes finitas a difusao de Coulomb. Na figura estd representado
o factor 1 — 0 + dp para Z = 12, AE = 1 keV e para quatro valores da energia do
electrao incidente em funcao do angulo 6 de difusao.



Apeéendice A

Formulas tteis para regularizacao

dimensional

A.1 Parametro u

A razao do parametro p introduzindo no texto é a seguinte. Em dimensao d = 4 —e,

os campos A, e ¥ tém as dimensoes dadas pelos termos cinéticos da acgao

[ [ Aoa - 0.0+ o

logo

0 =—-d+2+2[4,)] =[4,)] =
0 =—-d+1+2[] =[] :%(d—l)
Usando estas dimensoes no termo de interaccao

S; = /ddxeﬂfyuz/}A“

obtemos

(S:] = —d+[e] +2[¢¥] + [A]

= —4+e+[e]+3—e+1—E

= [6]—5

2

(A.1)

(A.2)

(A.3)

(A4)

Portanto se quisermos que a acgao nao tenha dimensées (notar que h = ¢ = 1,

portanto a ac¢do nao tem dimensoes) temos que por

207
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le] = 5 (A.5)

Assim vemos que em dimensoes d # 4 a constante de acoplamento tem dimensoes.
Como ¢é mais conveniente trabalhar com uma constante de acoplamento sem di-
mensoes introduzimos um parametro g com dimensoes de massa e quando estamos
em d # 4 fazemos a substituicao

e — ep? (e=4—4d) (A.6)

mantendo a constante e sem dimensoes.

A.2 Funcgao I'(z) e outras férmulas tteis
A definicao da funcao I' é
(z) = / Tl tar (A7)
ou '
/0 T lettdt = 17T (2) (A.8)

A funcgao I' tem as seguintes propriedades

F(z4+1) = 2I'(2)
T(n+1) = nl (A.9)

Outra funcao relacionada com a funcao I' é a sua derivada logaritmica com as
propriedades

P(z) = di; Inl'(z) (A.10)
(1) =-C (A11)
Y(z+1)=¢(z) + % (A.12)

onde C' é a constante de Euler. A fungao I'(z) tem pdlos para z = 0, —1,—-2,- -
Junto do pdlo z = —m temos
)" 1 (=Y

I'(z) = m!7n+z+ nﬂsz+&y+O@+nw (A.13)

Daqui concluimos que quando ¢ — 0
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r <§> _ % F()+0()  T(-n+e= <_n1>n % tun+ D)+ (A14)

que foi o resultado usado no texto.

A.3 Parametrizacao de Feynman

A forma mais geral para um integral a one-loop é

R A k. ek
pem = A
! (2m)4 DoDy -+ Dyy (A.15)
onde
Di = (k+7:)* —m? +ie (A.16)

e os momentos 7; estao relacionados com os momentos das particulas (todos tomados
a entrar o diagrama) pelas relacoes,

J

T’j = sz ) jzl,,n—l
=1

ro = S pi=0 (A.17)
=1

como indicado na Fig. (A.1). Nestas expressoes aparecem nos denominadores pro-

+
et €n
) €1
€§ k+rg
e
Figura A.1:

dutos dos denominadores dos propagadores das particulas no loop. E conveniente
combinar esses produtos num denominador comum. Isso consegue-se usando uma
técnica devida a Feynman. Vamos exemplificar com dois denominadores.

1 1 dx
ab :/0 oz + b(1 — z)]? (A-18)
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A demonstragao é trivial. De facto

1 x
/dx ax +b(l—2)  blla—0b)z+ (A.19)

e portanto obtém-se imediatamente a Eq. (A.18). Tomando sucessivas derivadas em
ordem a a e b obtemos

L _Tlp+a) /01 dz [xp_l(l —2) (A.20)

arbi — T(p)L(q) az + b(1 — z)P**

e usando inducao obtemos uma férmula geral

1 1 1—x1
_— —F(n)/ dxl/ dzy---
0 0

a1a9 -+ - Qp

/111...33”_1 dl’n,1
n
0 [a121 + agwg + -+ a, (1 — 21 — -+ — 2y 1)]

(A.21)

Antes de fechar esta seccao consideremos um exemplo que é 1til para o caso das
self-energy. Seja a situagdo com a cinematica descrita na Fig. (A.2).

Figura A.2: Diagrama de self-energy.

Obtemos

1 dk 1
I = / dz / : :
0 (2m)¢ [(k 4 p)?2 — m3 + ie] [k2 — m3 + i€]

1 dek 1
= / dl’/ a 12
0 (@m)? (k2 +2p- ko +pra —miz—m (1 —x) +ie]

1 d?k 1
Ny .
0 (2m)® [k2+ 2P -k — M2 + i€

! dk 1
N /0 da / (2m) [(k + P)? — P2 — M? —i—ie]Q (A.22)
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onde na ultima linha completdmos o quadrado no termo no momento do loop. As
quantidades P e M? sao, neste caso,

P=uxp (A.23)

M? = —xp* +miz+mi(l—2) (A.24)

Dependem nas massas, momentos exteriores e parametros de Feynman, mas nao
no momento do loop. Mudando agora variaveis k — k — P eliminamos os termos
lineares em k e obtemos finalmente

1 dx 1
I= / dz / A.25
0 (2m)¢ [k2 — C + i€]? ( )
onde C' é independente do momento do loop e é dado por
C = P?+ M? (A.26)

Notar que os factores ie se adicionam correctamente e tudo se pode escrever como
na Eq. (A.25).

A.4 Integrais tensoriais em regularizacao dimen-
sional

Encontramos frequentemente a tarefa de calcular integrais tensoriais da forma da

Eq. (A.15),
ddk kML L.
Fonse = / A27
27T d DOD1 Dn—l ( )
O primeiro passo é reduzir a um denominador comum usando o a técnica da para-
metrizacao de Feynman. O resultado é

R 1 1—z1——2p_1 d?k kH- .- et
R T T :
" O A =t | n)d k2t 2k - P — M2 1 id]

1 =] ——p
_ r(n)/ d:m---/ ' gy (A.28)
0 0
onde definimos
ddk fet oL ek
[ = / A.29
(k2 + 2k - P — M? + i€]" ( )

a que chamamos, a partir de agora, integral tensorial. Em principio todos estes
integrais podem ser escritos em termos de integrais escalares. E contudo muitas vezes
ter uma formula geral para estes integrais. Podemos obter esta formula notando que

0 1 2k,
== A.30
oPH [kj2+2k‘P_M2+Z€]n n []{12+2]§I'P—M2+i6]n+1 ( )
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Usando esta tultima equacao podemos escrever o resultado final

JHHp i (4m)? /°° dt n—3+¢/2 9 .9 e tC (A.31)
" 1672 T'(n) Jo (2t)p 0P, opP,,

onde C' = P? + M?. Depois de efectuar as derivadas, os integrais restantes podem
ser feitos usando as propriedades da fungao I' (ver seccao A.2). Notar que P, M?, e

portanto C, dependem nao sé nos parametros de Feynman mas também nos momen-

tos exteriores. A vantagem de ter uma férmula geral é que pode ser programada [35]

e obter todos os integrais automaticamente.

A.5 Foérmulas explicitas para integrais a one-loop

Embora tenhamos apresentado as expressoes gerais para todos os integrais que apa-
recem a one-loop, Eqgs. (6.22) e (A.31), na prética é conveniente ter expressoes ex-
plicitas para os casos mais importantes com a expansao em ¢ ja feita. Os resultados
aqui apresentados foram obtidos com um programa para o Mathematica designado
OneLoop [35]. Nestes resultados a integragao nos parametros de Feynman ainda tem
que ser feita. Este é em geral um problema dificil. Na Ref. [27] sdo explicados outros
métodos para calcular numericamente estes integrais.

A.5.1 Integrais de Tadpole
Com as definigoes das Egs. (6.22) e (A.31) obtemos

l

Ly = T C(l+A.—In0O)
M =0
i 1
v = —C? g 2A, — 21 A.32

onde para os integrais de tadpole
P=0 ; C=m? (A.33)

porque nao ha parametros de Feynman e hé s6 uma massa. Neste caso os resultados
acima sao finais.

A.5.2 Integrais de Self-Energy

Para os integrais com dois denominadores, obtemos
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Ioz

iz
1

pro
1

?

(Ac—InC)

1672

16;2 (—Ac+InC)P*

16;2 % [Gg“”(l +A,—InC)+2(A. —InC)P* Pu]

%w? % [_ Cg"(1+Ac—InC)P* = Cg™*(1+ A —InC)P"

—Cg"(14+ A, —InC)P” — (2A P*P* —21n CPC“P“)P”} (A.34)

onde, com a notacdo e convengoes da Fig. (A.1), temos

Pr=xrt ; C=2*ri+(1—2)mi+zmi—zr; (A.35)

A.5.3 Integrais com trés denominadores

Para os integrais com trés denominadores obtemos

Iguaﬁ

onde

i -1
1672 2C

1o
1672 2C

i1

—_legva, ~me) - 2prpr

1672 4C [Cg (A —InC) }

1 [C W (—A, +InC)P* + Cg"* (A, +In C) P*
]_6 2 40 g € g €

+ Cg"(—A, +1nC)P” + 2P°‘P“P”}

N {02(1+A ~InC) (9"9" + g"g"* + ¢*7g")
1672 8C ‘

+2C (A, —InC) (gWPaPﬁ + ¢"° P“P* 4 g**PPPH 4 gt PP pY

+g" PP+ g*PPIPY) — 4PQP5P“P”} (A.36)

Pt = xir) + a0k
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2.2, .2 2 2 2
C = xiri+x575 + 20129771 - T9 + 1 M7 + T2 M5

2 2 2
+(1—x1 —x)ms —xy 7] — 2275

A.5.4 Integrais com quatro denominadores

To4

iz
13

pro
Iy

L;fuocﬁ

onde

7 1
1672 6C2
_ : __1 L
1672 6C2
7 -1 7T
- Cg" — 2P*P”
1672 1202 |7 ]

i1
- C (" P 4 g"*PF + ghopv —2P“P“P”]
672 1ac2 |C 0P+ g P 4 g™ P

v 1 [ 2 a v B va af  uv
= Tem2 122 |© (A= C) (6" + ¢"°g" + g™ ")

—2C (g™ PP® + g"7P* P! 4 g"* PP PP + gh PO P

+ g PYPY + g“ﬁP“P”) + 4P‘1P5P“P"}

xyri +xorh + a3k

(A.37)

(A.38)

2.2 2 2 2.2
iyt Fasry 21291 -0 + 201 X371 - T3 + 200 1372 - T3

2 2 2 2
+xymy +zoms +xzms + (1 — 21 — x0 — x3) My

—{Elr%—ZL‘QTg—I‘ng

(A.39)
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