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Nota DF: S6 serdo cotadas as respostas em que hd trabalho mostrado.

I (2 valores)

Para cada uma das afirmacdes seguintes diga se sdo verdadeiras ou falsas. Justifique numa linha a sua res-
posta, isto é, indique a razdo sem fazer contas.

1. Considere um eletrdo no estado |4219) do d&tomo de Hidrogénio. Entdo
($210]2[9p210) = 0
2. Uma particula num potencial central estd num estado descrito pela expressao

P(r,0,9) = f(r) Cosz(e)

A probabilidade duma medida de L dar L, = 0 éigual a ft=.

3. Considere a soma de dois momentos angulares T = fl + 72 comj; = 2ej, = % Entdo o estado com
j= %, m = —% escreve-se, em fung¢do dos estados proprios dos dois momentos angulares,
3 2
3 1\ _ 1 _1 1 41
D=2 2oL -b- /2 - L+
4. Considere a experiéncia descrita na Figura seguinte:
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Nesta experiéncia sao disparados eletrdes dum estado inicial aleatério. Esses eletrdes passam primeiro por
um analisador de spin segundo a diregdo 7, onde se selecionaram 10° eletrdes com spin up nessa diregdo.
Esses eletroes passam de seguida por um analisador de spin segundo o eixo dos z, obtendo-se as contagens
indicadas para spin up e down. Entdo a diregdo # pode corresponder a 8 = 60°, ¢ = 0.

II (2 valores)
Considere que o estado dum eletrdo no d&tomo de hidrogénio pode ser descrito pela funcdo de onda

P(7) = ahr11(r,0,9) +bipr1,—1(r,6,¢)

com a,b reais e a,b > 0. As fungdes de onda 1, (r, 0 ¢) sdo as fungdes préprias de H, L?, Lz no 4tomo de
hidrogénio.

1. Qual o valor médio da energia neste estado? Determine a, b para que o valor médio de L, neste estado, seja
In
2.

2. Determine o valor médio de r, neste estado, isto é
1y = (@@ r19(7)
Se ndo resolveu a alinea anterior expresse o resultado em termos de a e b.
III (3 valores)

Considere um sistema quantico com dois estados, com um Hamiltoniano Hy que numa base ortonormalizada,
|I) e |II), tem a seguinte representacao matricial

E E
Hy =
E E

1. Determine os valores proprios, Eq e E; e os estados préprios |1) e |2) do Hamiltoniano néo perturbado, Hy.
Identifique |1) com o estado fundamental.

comE > 0.

2. Considere agora que é aplicada ao sistema uma perturbagdo, agora descrita na base, |1) , |2) por

0 A
H1:
A0

onde A > 0e A < E. Calcule as corregdes de primeira ordem aos niveis de energia do sistema ndo
perturbado.

3. Calcule as correcoes de 2% ordem aos dois niveis, usando teoria de perturbagdes.

4. Resolva o problema exatamente para o Hamiltoniano H = Hy 4 H; e compare com os resultados da alinea
anterior, no limite em que A < E. Nota: a matriz de representacdo dum operador depende da base.

IV (3 valores)

Considere uma particula de massa m e carga —e < 0, com spin % fixa no espaco. Descrevemos o sistema
na base em que S é diagonal. A particula estd sujeita num campo magnético B = By €,. O Hamiltoniano do

sistema é entdo e
H = —M-B:ES-BEthUy

onde wy = %. Sabe-se que no instante t = 0, o sistema esta no estado up segundo €, isto é,

O



. Qual a probabilidade duma medida de S, dar o valor /2 em t = 0?

. Determine a probabilidade duma medida de S, dar /#/2 em fung¢do do tempo, Psng (t). Determine o tempo
minimo, T, ao fim do qual P 1 (T)=1.

. No instante t = T, o campo magnético é rodado instantaneamente para a dire¢do do eixo dos z, isto é,
B = Byé, parat > T. Ao fim de outro intervalo de tempo T (isto é, para um tempo total At = 2T), faz-se
uma medida de S,. Determine a probabilidade dessa medida dar o valor /2, isto é P, =t (2T). Comente o
resultado.

Fim do Teste

Formulario

Momento Angular e Harménicas Esféricas

[Li,L;] = ihejxLy, Ly =LyFil, [Ly,L_]=2RL,, [L,Ly]=+hLy

L2|l,m) =W 1(1+1)|l,m), L.|l,m)=hm|l,m), Lil|l,m)= h\/l(l—|—1) —m(m=+1)|l,m=+1)

As primeiras harmonicas esféricas sdo:

Y()g = L Y- — A / i ip in 6
/—47_[ 11 = 877 e s1
3 [ 15 ., .
Yo = 47_[ cos 0 Y., = E e’z"’ Slrl2 0
1

15 /5
21 ¢ sin 0 cos Y 16 (3 cos” 0 1)

Vo= (D", e [d0N@)f =

oo

com

Equacao Radial
Para um potencial esfericamente simétrico a equagédo radial é

LAl D B - Re) =0

Fazendo a mudanca de varidvel u(r) = r R(r) temos

- B w6y - b)) =0

Atomo de Hidrogénio e Fun¢des Radiais
A solugdo geral é
1 1
Yuim (1,0,0) = Ry (r) Y1 (0,9), comenergias E, = —-mc*a®>—, o« ' =137.036
n

As primeiras fungdes radiais sdo

3/2 3/2
1
Ry = 2 l e_r/”O Ry = 2| — 1— r e—r/2a0
o 2a9 2a
32 32 »
1 2 2
RZl — 1 1 L 6—7/2110 R30 - 2 — 1— _1’ + s 2 e_r/3ll0
V3 \2a9 ag 3ag 3ap  27ag

Ry = RN r N e g, o V2 (ANE N
3 3ag ao 6ag 27\/5 3ag ap



Os valores médios de algumas poténcias de r

.00 a
<rk> = / dr * % R, (r) (ry = ?0 [3n* —1(1+1)]
0
2 agn® (o 0o L h
(r) = > 5n* +1-=31(1+1)] ;) = aot2 aw =
(2) = e () =
2/ ain3(2l+1) B/ andl(2l+1)(1+1)
e Atomos Hidrogenéides
Para os atomos com Z protdes e um eletrdo, basta fazer
o« — Za, eportanto ag — 1tz E, = —lmcz(th)zl
7 P 0 7 0 Ln — 2 nz
e Integrais Oscilador Harménico e Atomo Hidrogénio
/ dxx*~1e™* = T(a), / dxx1e = JT(w), T(x+1) = aT(a), T(1) =1, T(3) = V7
0 0

e Spin1/2

1. Os sectores proprios do operador S, = S -7, onde, 7i = sin 0 cos @€, + sin 0 sin @€, + cos 0¢, sdo

cos 9 sin 0
pSa=+m2)=| 2, P(Su = —hi2) = 2
€'Y sin 2 —e'? cos >

e Adicao de Momento Angular

J=nh+T JEljpm) =0iGi+1) lim),  Jljm) =W +1) [jm;),  Jz|jmj) = hm;|j,m;)
1. Os valores possiveis para j sdo
Atjuit+ip—1.... 07—l

2. Qualquer estado |j,m;) se pode exprimir como uma combinacdo linear dos produtos dos estados
|1, m1) e |j2, m2) na seguinte forma

jomi)y =Y. C(j,mj;j1, my, jo,m2) |j1,m1) |j2, m2)

mj=mi+my

onde C(j, mj; j1, mi, j2, my) sdo os coeficientes de Clebsch-Gordon e estdao dados na Fig. 1 para os
valores mais baixos de jj e j,.
3. A relagdo inversa é (os coeficientes de Clebsch-Gordon séo reais)

lj1, m1) |j2, m2) = Zc(j,mj;]'hml,]'z,mz) |j/mj>
j



-

4. Para o 4tomo de Hidrogénio (T =L+ §)

l+m;+1/2 I+1/2 —
Yit1zm;, = 5] i{_ 1 Yim—12 X+ T =" My, mi+12 X
[1+1/2 — 14+m;+1/2 _
¢l—1/2,mj = 21 +1 lm]—1/2 X + 21 ]‘|‘ 1 Yl,mj-l-l/Z X

e Teoria de Perturbagdes

No caso ndo degenerado, para uma perturbacdo com Hamiltoniano Hj,

| Hil i) | Hilg,
8B = (@lHilgn), MBS = |<§(0|) 1';”(’23' =1+ D “’Z’;)' 1'4203 i)
#n B

e Constantes Fisicas
h = 1.05457266(63) X 10734 Js
e = 1.60217733(49) x 10~1° C
c = 1/,/€gpp = 2.99792458 x 10° m/s
po = 47t X 107 H/m
m, = 9.1093897(54) x 103! kg = 0.510998918(44) MeV
m, = 1.6726231(10) X 10~% kg = 938.272029(80) MeV
m, = 1.6749286(1) x 10~%” kg = 939.565360(81) MeV
hc = 1240 nm.eV, hc = 197.35 nm.eV
ap = 0.5291772108(18) X 1071 m

—1 = 137.03599911(46)
eh

= 5.788 X 10~° eV/T
2m,

U =



35. Clebsch-Gordan coefficients 1

35. CLEBSCH-GORDAN COEFFICIENTS, SPHERICAL HARMONICS,
AND d FUNCTIONS

J J
Note: A square-root sign is to be understood over every coefficient, e.g., for —8/15 read —/8/15. Notation: M M
1/2x1/2 +1 — - my my
cos€ X i
|+1/2+1/2] 1] o o 2x1/2 +5/2| 572 372 my my | Coefficients
+1/2 -1/2[1/2 1/2| 1 _ [+2 +172]  1]+3/2+3/2 . .
s1/2 +1/2]1/2 71/2]1 vl = ,/— sin 6 &' +2 -1/2| 1/5 4/5| 5/2 3/2
|-2/2-1/2] 1 8 +1 +1/2| 4/5-1/5)+1/2 +1/2
.0 53 o 1 +1-1/2| 2/5 3/5| 5/2 3/2
7 Yo =\ (5 cos”f — —) 0+1/2| 3/5 —2/5]-1/2 -1/2
1x1/2 +372] 372 1/2 0-1/2| 3/5 2/5| 5/2 3/2
[z 1friz +122 Yi=—y)2 L Tl¥i/2] 2/5 73/5]73/2 -3/2
8T 2 -1-1/2| 4/5 1/5| 5/2
+1-1/2| 1/3 2/3| 3/2 1/2 3/2%x1/2
0+1/2| 2/3 -1/3|-1/2 -1/2 1 /15 / /2 Jo[2 1 -2 +1/2| 1/5 -4/5|-5/2
2 2 29 2 2i¢ [+372 +1/72] 1] +1 +1 —
0-1/2| 2/3 173[ 32| Y2 = 7\/ 3, sin e |2 -12] 1
-1+1/2| 1/3-2/3]-3/2 T +3/2 -1/2(1/4 3/4| 2 1
ox1[3 i . = +1/2 +1/2|3/4-1/4] 0 0
+3[ 3 2 3/2x1 verz| 572 372 +1/2-1/2|1/2 1/72] 2 1
[+2+1] 1] +2 +2 [+3727+1] 1]+3/2 +3/2 -1/2 +1/2|1/2 -1/2] -1 -1
+2 o0[1/3 2/3] 3 2 1 +3/2 0| 2/5 3/5| 572 3/2 1/2 -1/2 -1/2| 3/4 1/4| 2
+1 +1[2/3 -1/3| +1  +1 41 +1/2 +1| 3/5 —2/5|+1/2 +1/2 +1/2 -3/2 +1/2| 1/4-3/4]-2
+2 -1[1/15 1/3 3/5 +3/2-1|1/10 2/5 1/2 l-3/2-1/2] 1
1x1 ]2 +1 0|8/15 1/6-3/10| 3 2 1 +1/2 0| 3/5 1/15 -1/3| 5/2 3/2 1/2
2] 2 1 0+1| 2/5 -1/2 1/10| 0o o0 0 -1/2+1(3/10 -8/15 1/6|-1/2 -1/2 -1/2
freafa]+r + +1-1|1/5 1/2 3/10 +1/2 -1|3/10 8/15 1/6
+1 0(1/2 172 2 1 o 0 o[3/5 o0 -2/5] 3 2 1 -1/2 0| 3/5 -1/15 -1/3| 5/2 3/2
0+1]1/2-1/2] 0 0o o -1+1|1/5 -1/2 3/10| -1 -1 -1 -3/2 +1|1/10 -2/5 1/2|-3/2 -3/2
+1-1(1/6 1/2 1/3 0-1| 2/5 1/2 1/10 -1/2-1| 3/5 2/5| 5/2
0 0[2/3 0-1/3| 2 1 -1 0|8/15-1/6-3/10| 3 2 -3/2 0| 2/5 -3/5]-5/2
-1+1(1/6-1/2 1/3|-1 -1| _ -2 +1/1/15 -1/3  3/5] -2 -2 |32 -1] 1
0-1[1/2 1/2| 2 -1-1|2/3 1/3| 3
Y[m = (—1)mYZm* -1 of1/2-1/2|-2 -2 0[1/3-2/3]-3 (jrjamima|jije J M)
I_l 1| 1 d[ - 47 ym —img |—2 -1| 1 _ 1 J=J1=92 (504 S d
= e =(— 2 mom |joj1J M
m0 TR (-1 (Jagimami|jogrJ M)
J _ (_qym—m' 3] _ qJ 3/2x3/2| 3 [ 1+ cosf
dm’,m - ( 1) dm,m’ - d—m,—m’ +31 3 2 dé 0= cos di/j 1/2 = COS 5 di 1=
[#3/2 +3/2] 1]+2  +2 : /2,1/ 2 , 2
2x3/2 | 1/2 3/2+1/2| 172 12| 3 2 1 0 sin §
/ [t7/2] 7/2 5/2 :1§2 :3;2 1;2 —1?2 +1 41 41 dig 12 T TSing i ="~
Lzr32l _1ps/z+s/z 3/2-1/2 [1/5 1/2 3/10 7 2 7 V2
t3/2 -
+2+1/2| 3/7 4/7| 7/2  5/2 3/2 +1/2+1/2 [3/5 0 -2/5 3 2 10 1 1—cosd
+1+3/2| 4/773/7|+3/2 +3/2 +3/2 -1/2+3/2 |1/5 -1/2 3/10 0 o 0 o0 di 1= 9
+2-1/2| 1/7 16/35 2/5 +3/2 -3/2 (1/20 1/4 9/20 1/4
- +1+1/2| 4/7 1/35 -2/5| /2 5/2 3/2 1/2 +1;2 _1;2 9;20 1f4 _1;20 _1§4
2%X2 a2 3 0+3/2| 2/7-18/35 1/5| +1/2 +1/2 +1/2 +1/2 172 +172 |9/20 -1/4 -1/20 1/4 3 2 T
[z 1] +3 +3 +2-3/2| 1/35 6/35 2/5 2/5| |-3/2 +3/2|1/20 -1/4 9/20-1/4] -1 -1 -1
+1-1/2|12/35 5/14 0 -3/10 t1/2-3/2| 1/5 1/2 3/10
+2+1(1/2 1/2| 4 3 2 0 +1/2|18/35 -3/35 -1/5 1/5| 7/2 5/2 3/2 1/2 _1§2 —1§z 3§5 /0 _2/5 > 2
+1+21/2-1/2) +2  +2 +2 -1 +3/2| 4/35-27/70 2/5 -1/10| -1/2 -1/2-1/2 -1/2 _3/2+1/2| 1/5-1/2 3/10| -2 -2
+2 0(3/14 1/2 2/7 +1 -3/2 | 4/35 27/70 2/5 1/10 15 -
+1 41| 47 0-311| a4 3 2 1 0 -1/2 18/35 3/35 -1/5 -1/5 _;Z il bl I
0 +2/3/14 -1/2 2/7] +1 +1 +1 +1 -1 +1/2 12/35 -5/14 0 3/10| 7/2 5/2 3/2
Tz —1l1/1a 3/10 37 1/5 -2 +3/2 | 1/35 -6/35 2/5 -2/5|-3/2 -3/2-3/2 F372-372
+1 0| 3/7 1/5-1/14-3/10 0 -3/2| 2/7 18/35 1/5
0 +1| 3/7 -1/5-1/14 3/10 4 3 2 10 _1 —1/2| a/7 -1/35-2/5| /2 s5/2
-1 +2 [1/14-3/10 3/7 -1/5 0 ) 0o o0 2 +1/2| 1/7-16/35 2/5| ~5/2 -5/
+2 -2 | 1/70 1/10 2/7 2/5 1/5 -1-372| 477 371 172
+1 -1 | 8/35 2/51/14-1/10 -1/5 -2-1/2| 377 -4/7}-7/2
0 0 [18/35 0 -2/7 0 1/5
-1 41 | 8/35 -2/5 1/14 1/10 -1/5| 4 3 2 1 -2-3/2| 1
lg/g _ 1+4cosf 0 -2 +2 | 1/70-1/10 2/7 -2/5 1/5| -1 -1 -1 -1
G3/23/2= 5 535 +1 -2|1/14 3/10 3/7 1/5
. .08 O\ 2 0 -1| 3/7 1/5-1/14-3/10
432 _ 7\/51 +cosf sinﬁ d2, = (M) -1 of| 3/7 -1/5-1/14 3/10] 4 3 2
3/2,1/2 9 9 ’ 2 -2 +1|1/14 -3/10 3/7 -1/5| -2 -2 -2
3/ 1-cosf 6 9 1+cosf . 0 -2[3/14 1/2 2/7
Ayjsajp = V3—g—cosy By =g —sinf -1 -1an o-31[ a3
1+ cosf -2 0[3/14 -1/2 2/7] -3 -3
3/2 ~ 1—cosf . 0 s V6, d?, = ———"(2cosf—1 -1 -21/2 1/2| 4
d3/2’73/2 =-— sing d2,0 = sin 0 1,1 2 ( ) S 1 1;2 _1§2 _a
3/2 3cosf —1 [ 9 1—cosf . 2 _ /3. |-2 2] 1
(11/21/2 fcosg d2’71:7751n6’ dl,o— 2 sinf cos ¢
3/2 3cosf+1 . 0 9 (1 —cosfh\2 2 1 —cosf 0 (3 9 1
d1/271/2 fsm§ d2’72_(T) dlﬂil—T(QCOSQ“F].) d0,0_(§ COS 6—5)

Figure 35.1: The sign convention is that of Wigner (Group Theory, Academic Press, New York, 1959), also used by Condon and Shortley (The
Theory of Atomic Spectra, Cambridge Univ. Press, New York, 1953), Rose (Elementary Theory of Angular Momentum, Wiley, New York, 1957),
and Cohen (Tables of the Clebsch-Gordan Coefficients, North American Rockwell Science Center, Thousand Oaks, Calif., 1974). The coefficients
here have been calculated using computer programs written independently by Cohen and at LBNL.

Figura 1: Coeficientes de Clebsch-Gordon para j; = 1/2,1,3/2,2. Fonte: Particle Data Group web page,
http://pdg.1bl.gov/2007/reviews/clebrpp.pdf



