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*12.1 Gasiorowicz 12.5
Considere um oscilador harmoénico em trés dimensoes. Se for usada a expressao relativista para a
energia cinética, qual a corregao (desvio) da energia do estado fundamental?

Notas:

1. O oscilador harménico a 3D é dado pelo Hamiltoniano nao perturbado
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2. Guiados pelo problema a uma dimensao, e pelo atomo de Hidrogénio, concluimos que o estado
fundamental deve ser esfericamente simétrico (I = 0) e sua funcao de onda deve ser

uo(r) = Nebr?
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€ que as energias devem ser

3. Use a equagao de Schrodinger (I = 0)
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para mostrar que
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4. Use a condicao de normalizacao para mostrar que a funcao de onda do estado fundamental

deve ser
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5. Mostre que

e a partir dai obtenha a resposta
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*12.2 Compare a ordem de grandeza dos desdobramentos fino (s6 a parte spin-érbita, as corregoes
relativistas sdo da mesma ordem de grandeza) e hiperfino no dtomo de hidrogénio, com a corregao
ao tamanho finito do protao, Problema 11.3. Os Hamiltoniano sao, respetivamente,
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onde m,. e m, sao, respetivamente as massas do eletrao e protao, S, o spin do protao, g, = 5.56 o

fator g para o protao, e
S e gl 1
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Notar que da maneira que estao definidas, a e b, tém as dimensoes duma energia e portanto os seus
valores médios dao a ordem de grandeza dos respetivos desdobramentos.

12.3 O resultado exato da equagao de Dirac para a energia no atomo de hidrogénio é
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Faca o desenvolvimento em poténcias de o até a ordem a?, inclusive, e veja que estd de acordo com
a estrutura fina mais correcoes relativistas encontradas na aula. De fora, ficam sé as correcoes do
desdobramento hiperfino, pois a equacao de Dirac continua a considerar o protao como um centro
de forga sem estrutura.

*12.4 Adaptado de Griffiths 6.20

No efeito de Zeeman ha normalmente duas situagoes a considerar: ou o campo B é muito menor que
gint, o campo sentido pelo eletrao no seu referencial préprio, e entao o efeito spin-6rbita domina e
as funcoes préprias devem ser as funcoes préprias de L2 8%, J% e J,, ou quando |§ | > |§int| entao
as boas funcoes préprias devem ser as funcoes de L? 5%, L, e S,.

a) Explique porque é que na presenga dum campo exterior forte o momento angular total nao é um
bom nimero quantico.

b) Sabendo que o campo no referencial do eletrao, ja incluindo a corre¢ao da precessio de Thomas
(que corrige pelo facto do referencial do eletrao nao ser um referencial de inércia), é dado por
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faca uma estimativa do valor do campo B que da origem ao efeito de Zeeman fraco e forte, também
designado por efeito de Paschen-Back. Para fazer as contas é 1til introduzir o chamado magnetao

de Bohr

h
= 2 = 5.788 x 1075 eV/T
2me
e mostrar que
B = 270
4 UB

*12.5 Gasiorowicz 12.3
Considere um gas de hidrogénio no seu estado fundamental. Qual é o efeito dum campo magnético
na estrutura hiperfina? Calcule o espetro para B = 107* T e B = 1 T. Sugestao: Para resolver isto
encontre os valores proprios e vetores proprios da interagao
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Notas:
1. Neste problema [ = 0 e portanto nao ha o acoplamento spin érbita.
2. Discuta o que é campo fraco e forte neste problema.

3. E conveniente escolher a base das combinagdes tripleto e singleto. Assim
1) = [1,+1) =[1/2,+1/2) [1/2,+1/2),
o) = |1, =1) =[1/2,-1/2).]1/2,-1/2),

) = |1,o>=%|1/2,+1/2>e|1/2,—1/2>,,+%|1/2,—1/2>e|1/2,+1/2>,,
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4. Mostre que nesta base o Hamiltoniano se escreve
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5. Este é um problema para fazer exatamente. Compare com a teoria das perturbagoes para o
caso de campo fraco e forte.

12.6 Adaptado de Griffiths 6.27

Mostre o seguinte resultado

/dﬂ @ &)F-&) = o @b

para vetores d e b constantes, isto é que nao dependam das coordenadas angulares. Usamos na aula
este resultado para o acoplamento hiperfino.

Nota:

€, = sin 6 cos p€, + sin O sin pe, + cos O¢€,

12.7 Calcule as energias dos estados 2P do atomo de hidrogénio num campo magnético exterior
quando o campo muda dum campo fraco B < B, para um campo forte B > B;,;. Compare com o0s

resultados de teoria de perturbacoes nos limites fraco e forte que vimos na aula. Inclua as correcoes
relativistas e o acoplamento spin-érbita.

Notas:



1. Para fazer o problema tem que diagonalizar o seguinte Hamiltoniano
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e Hps é o Hamiltoniano de estrutura fina, soma da correcao relativista com o acoplamento
spin-orbita.

. +25.) = Hig + . +285.)

onde

2. Deve trabalhar na base de estados préprios de J? e J,, pois entdo o Hpg é diagonal, isto &,
como vimos na aula,
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3. Construa agora a matriz Hamiltoniana na base dos estados 2P, isto é, na base

Y1) = 13/2,43/2) = [1,+1),[1/2,+1/2),
[2) = [3/2,=3/2) = [1,-1),[1/2,—1/2),
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e mostre que é dada por
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4. Encontre os valores préprios desta matriz

5. Faca um gréafico dos niveis exatos em funcao de g comparando com os resultados da teoria de
perturbagoes nos dois limites.

6. Na alinea 3) considerou-se s6 a base dos estados 2P. No entanto os dois estados 25 também
sao degenerados com os estados 2P para o Hamiltoniano Hjy, nao perturbado. Mostre que o
Hamiltoniano H’ é diagonal para esses estados e portanto eles nao se misturam com os seis
estados 2P, justificando o procedimento anterior.

*%12.8 Adaptado de Griffiths 6.33

Em muitos dos calculos de teoria de perturbacoes no dtomo de hidrogénio é necessario saber os
valores médios de potencias de r, isto é,

("), = / dr B2, (r)

Embora estes integrais se possam sempre fazer para cada k,n,l, ter expressoes gerais é tutil, mas
mais dificil. Aqui pode ser ttil o Teorema devido a Pauli, Problema 8.4 (também designado por
Teorema de Feynman-Hellmann, pois foi independentemente descoberto por estes dois fisicos, no
caso de Feynman no seu trabalho final de licenciatura no MIT)

O Hamiltoniano para o problema radial é
h_2 d2+2d RI(I+1)  ahe
dr? = rdr

2u 12 r
e os valores proprios da energia podem Ser expressos como

1
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onde A\ é qualquer parametro de que o Hamiltoniano dependa.

1
E, = —-uc*a?
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e o referido teorema escreve-se

a) Reveja o Problema 8.4 onde calculou (1/7). Aqui deve escolher A = a.
b) Use A = [ para calcular (1/r?).

12.9 Adaptado de Griffiths 6.3/

Prove a seguinte relagao de recorréncia entre os valores médios de poténcias de r no atomo de
hidrogénio, conhecida por relagao de Kramers:

k:—l—l

— (2k + 1)ag (r*” 1>+k[2l+1)2—k2]a3<r’“‘2>:()

Para isso siga os passos seguintes:

1. Comece por mostrar que a equagao radial se escreve, para u,(r) = rR,;(r), na forma seguinte
(omitindo as dependéncias e os indices)
(141 2 1
u// — ( ) - _'_ U (3)
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2. Verifique que
(r*) :/ drr*™FR2 (r) :/ dr r*u?,(r) E/dru'r’ku
0 0

omitindo indices e limites por simplicidade.

3. Use a Eq. (3) para mostrar que

/druru—ll+1<k2> <k1>+ 2<Tk> (4)

/drurku” = —/dru’rku' — k/drurk_lu' (5)

/d’r urku = —g (r*=1 (6)

4. Mostre agora que

5. Mostre agora que

e que
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6. Introduzindo as Eq. (7) e Eq. (6) na Eq. (5) e igualando a Eq. (4) obtenha finalmente a relagao
de Kramers.

12.10 Adaptado de Griffiths 6.35

a) Escolhendo k = 0,1,2,3 obtenha férmulas para (r—'), (r), (r?), (r®), notando que (r°) = 1.
Observe que pode continuar indefinidamente para qualquer poténcia positiva.

b) Verifique que no sentido das poténcias negativas ha um impasse. De facto se escolher k = —1, s
obtém uma relagao entre (r=2) e (r—3)

c) Mas se for possivel encontrar (r—2) por qualquer outro meio (ver Problema 12.7) entao é possivel
encontrar (r‘3> e qualquer outra poténcia negativa.

d) Mostre que <r’k> s6 existe para [ > k — 2. Em particular (r~3), utilizado no célculo da estrutura
fina do hidrogénio sé existe para [ > 0.

12.11 No estudo da estrutura fina do atomo de hidrogénio utilizou-se o resultado do acoplamento
spin-Orbita para j =1+ 1/2

1 2l
E(l) = —m, 2 4
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dizendo que o resultado, indeterminado, para [ = 0 podia ser utilizado, simplificando [ no numerador
e denominador. Obtinha-se assim, para [ =0



Este resultado parece um pouco estranho, pois como é que o acoplamento spin-érbita é diferente de
zero para um momento angular orbital nulo? A explicacao é que, por acidente, o resultado final esta
certo. De facto, quando se faz o limite nao relativista da equagao de Dirac, percebe-se que ha mais
um Hamiltoniano perturbado que deve ser tomado em linha de conta, o chamado termo de Darwin

h2

Hl
8m2c?

Darwin

V2V (r) =

Mostre que este termo sé contribui para [ = 0 e d& exatamente

1 o
pY = —mGCQEcSlo

Darwin 2
justificando o acidente acima mencionado. A origem do termo de Darwin s6 pode ser compreendida
em mecanica quantica relativista. Deve-se a correcoes ao potencial de Coulomb devido a flutuagoes
quanticas a distancias muito pequenas.

12.12 Para além da situacao descrita no problema anterior, ha outra questao delicada para [ = 0.
Vimos que no célculo das correcoes relativistas era preciso calcular (p?). O método que usdmos, que
da o resultado correto pois conhecemos o resultado exato da equacao de Dirac, foi

8 Q32 2 <wnlm|p ‘wnlm> 8m3 2 <wnlm‘< )2 ‘wnlm>
N 8ml Am? (o | (Ho = V(1)) (Ho = V(1)) [¢onim)
= s 4 (i (B = V() (B = V() )
L5y 2 3
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onde o ultimo passo resulta da hermiticidade de Hy. No entanto, poderiamos pensar que também seria
possivel aplicar sucessivamente o operador p e calcular o resultado. Quando fazemos isso verificamos
que o resultado estd errado para os estados [ = 0. Para percebermos o problema vamos ver uma série
de questoes relacionadas.

1. Comece por definir o operador de momento radial p, tal que
1 (0 n 1
br= h\or r

o 28)

Verifique que este operador satisfaz

— 2 _ 52 Z =7
[rapr] _Zha € D= h <ar2 + ror

e que, em coordenadas esféricas se tem

1
PP =p+ ﬁLQ



2. Mostre que a condicao necessaria para o operador p, ser hermitico é que a funcao de onda na
origem tem de obedecer a

lim r(r) = 9)

r—0

o que ¢é a verdadeira razao pela qual temos que excluir as chamadas solucoes nao regulares com
comportamento

w ~ T_l_l
Por exemplo, no caso do poco de potencial infinito a 3 dimensoes a solucao, para [ = 0,

cos(kr)

r

no(kr) =

¢é excluida por este argumento e nao pela normalizacao, ja que
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Para demonstrar a Eq. (9) parta da definicdo de operador hermitico como aquele que tem
valores médios reais, definindo

cos(kr)

= finito

A= m/ooo dr di [(ro(r))’]

e mostre que

r

3. Use agora outra defini¢cao de hermiticidade

= (flprg) — (v fl9)

B:m/o drd—[ fg]

e que portanto também B = 0 se a Eq. (9) for satisfeita. Notar que (p, f| envolve o complexo
conjugado.

mostre que

4. Mostre que p? também ¢ hermitico, isto é,

C = (flp2g) — (iflg)
_ —hZ/OOOdr%{ %—(]‘W—)g)] (10)

5. Mostre que o operador p? ja nao ¢ hermitico. Para isso mostre que

D = {(flplg) — (piflg)

. d2f o df dg df
= zh3/0 dr—[ f W drd’r’+ f +Tg$—fg] (11)

e que portanto D = 0 se e s6 se pelo menos uma das fungoes de onda se anular na origem. Ora
para os estados [ = 0 a funcao de onda nao é nula na origem e comecamos a ter problemas.



10.

Mostre que o operador p? é hermitico se usar a definicao

E = (flprg) — (prflg)
- L df dg d*g dg
= h4/0 dr—[ ﬁ— d—d— QTfW—Qf%—(ng) (12)

Note que o ultimo termo poderia causar problemas para estados [ = 0. Contudo pode verificar
usando as fungoes radiais f(r) = R,o0(r),9 = Rmo(r) que E = 0 para quaisquer valores de
n,m o que vem dum cancelamento nao trivial. Verifique que o mesmo é verdade para f(r) =
R.(r), g = Ryu(r) (ol tem de ser o mesmo pois p, conserva o momento angular).

No entanto, nem tudo estd bem com a hermiticidade de p? para [ = 0. Para mostrar isso calcule

F={p:flpzg) — {fprg)

Se nao houvesse problemas o resultado deveria ser zero. Mostre que se obtém,

*° d d3qg df d*g df dg dg
Fo= b ar S| o2yl 2409 —2——2— 1
/0 Tdrl s T arar A g T g A (13)

e o ultimo termo é um problema pois nao hé cancelamento possivel para [ = 0 ja que R,0(0) # 0
e também dR,(0)/dr # 0 e agora ndo ha nada para subtrair, como havia na Eq. (12).

Todas estas contas se podem fazer no mathematica. Faca um programa para resolver as alineas
deste exercicio. Mostre que o resultado correto para a corregao relativista (porque igual ao da
equagao de Dirac) de obtém para estados com [ = 0 usando

1
(Vnoo| Hret| Pnoo) = R (Pnool PFtbmoo)

Em particular mostre que

1 2 2 D o5y
—m <pr?/1100|pr¢100> = —gmc Q

enquanto que

1 3 \
T 8m3c2 (¥100|Ppor100) = ngch

Mostre que para [ # 0 tanto faz como se calcula, obtém-se sempre

2 3
n3(20+1) 4n?
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isto é, exatamente o valor que obtivemos usando a hermiticidade de Hy, Eq. (8).
Mostre que [Hy, p?] # 0. Para isso considere s6 o caso em que [ = 0 e obtenha (V (r) = —ahe/r),

20h3¢ 0

21 21 i
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