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* 8.1 Gasiorowicz 8.1

Considere um caso especial dum potencial da forma
Viz,y, z) = Vi(z) + Valy) + Vs(2) (1)

onde cada um dos potenciais V; tem a mesma forma,

Vix) = (2)
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(h4 uma gralha no enunciado do Gasiorowicz, aqui corrigida) e de modo semelhante para
y e z. Usando os resultados a uma dimensao encontre os valores proprios e as fungoes
préprias para uma particula numa caixa tridimensional.

8.2 Este problema destina-se a ganhar intuicdo com as funcgoes radiais do atomo de
Hidrogénio. Estas fungoes, corretamente normalizadas, sdo dadas por (por simplicidade
fizemos Z =1, o caso Z > 1 pode ser facilmente obtido fazendo ag — a¢/%2),

R (r) =< . )3/2 (==} (2—T)lLil’Ll11(2r/nao) ¢~/ nag
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¢é o raio de Bohr, e os polinémios associados de Laguerre sao definidos por

=3 (1)

k=0

a) Use estas defini¢oes para encontrar as fungoes Ryg, Roo e Ry;. Compare os resultados
com o livro e com o Mathematica que tem o comando LaguerreL[n,m,r]. Para isso use
a seguinte funcao no Mathematica

R = Function[{n,1,r},(2/(n a0))"(3/2) Sqrt[(n-1-1)!'/(2 n)/((n +1)1)]
(2 r/(n a0))"1 LaguerreL[n-1-1,2 1+1, 2 r/(n a0)] E~(-r/(n a0))]

b) Use o Mathematica para fazer graficos das fungdes Ry, Rag e Ro e das respetivas
distribuicoes de probabilidade radiais definidas por

Po(r) = r*Ry(r)

Observe os maximos e nodos. Experimente para outros valores de n > 2.



c) Usando o Mathematica verifique que as fungoes estao normalizadas, isto é,
[e.e]
/ dr r*[Ry(r)]* =1
0

d) Usando o Mathematica verifique que as fungoes sdo ortogonais para n # n' e [ = I/
mas em geral nao sao ortogonais paran =n' el £, isto é,

/ dr r* Ry (r)Run(r) = 6py mas / dr r*Ry(r)Rap(r) #0 1#1.
0 0

Explique como ¢é possivel este resultado.
* 8.3 Gasiorowicz 8.6

Compare os comprimentos de onda das transicoes 2P — 1S em: ) Hidrogénio, i)
Deutério (massa nuclear = 2x massa do protao), iii) Positrénio (estado ligado de eletrao-
positrao, cuja massa é igual a do eletrao),

* 8.4 Veja no site do livro, nos suplementos para o capitulo 8, a demonstragao do teorema
seguinte, devido a Pauli:

Seja um sistema do qual conhecemos as funcoes de onda e os valores proprios
do Hamiltoniano. Considere que esses valores proprios dependem dum parametro
a (uma massa, uma constante, enfim, qualquer parametro). Entdo a equagao
aos valores proprios escreve-se

H()un(r) = En(a)un(r)
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Use este resultado para mostrar que

* 8.5 (Gasiorowicz 8.9

Usando a expressao

(7).~ @

(T),y = <%>M (4)

calcule a expressao para

tem

(T) =—=5(V) ()



o que constitui um exemplo especial do Teorema do Virial.

* 8.6 (Gasiorowicz 8.10

Um eletrao num campo de Coulomb do protao estd num estado descrito pela funcao de
onda,

Y(r) = é 44h100(7) + 3211 (7) — 210(7) + \/ﬁi/fmq(f)] (6)
a) Qual é o valor médio da energia?

b) Qual é o valor médio de L??

¢) Qual o valor médio de L,?

* 8.7 (Gasiorowicz 8.11

Um eletrao num campo de Coulomb do protao estd num estado descrito pela funcao de
onda,

o7 = (5) e )

Escreva a expressao para a probabilidade de uma medida do sistema encontrar o eletrao
no estado fundamental do atomo de hidrogénio.

8.8 Os estados proprios do atomo de hidrogénio apresentam um elevado grau de de-
generescéncia. Em mecanica quantica, isto quer normalmente dizer que havera outro
operador que comuta com o conjunto completo de operadores ja considerado. No atomo
de hidrogénio devera assim existir um operador escondido que comute com H. Esse opera-
dor é o vetor de Laplace-Runge-Lenz ou vetor de Runge-Lenz que aparece para problemas
com potenciais centrais cuja forca varie com o inverso do quadrado da distancia. Vamos
aqui comecar por explicar o seu papel em fisica cldssica, no problema de Kepler, e depois
em mecanica quantica, no atomo de hidrogénio. Para bibliografia sobre este assunto con-
sulte os links indicados na pagina alternativa da disciplina. Vamos considerar entao que
temos um potencial central da forma

V(r)=—

e}
r

sendo, para o problema de Kepler, & = GyMm, e para o atomo de hidrogénio, & = ahc.

a) Classicamente, para o problema de Kepler, o vetor de Runge-Lenz é definido por

A= ﬁxf—

~

=<3y

Verifique que é adimensional. Mostre que é conservado, isto é,
dA 0
dt

b) Mostre que a diregdo constante de f_f, ¢é a do periélio da 6rbita conforme indicado na
Fig. 1



Figura 1: Vetor Runge-Lenz. Nesta figura, tirada da Wikipedia, k = &.

e que a excentricidade da orbita é dada por

A

mao

e

c¢) Verifique explicitamente que o vetor A se anula para uma Orbita circular (e = 0).

d) Em mecanica quantica é preciso redefinir A pois p e L ndo comutam. A defini¢do
correta é

A:—A<ﬁ><L—L><ﬁ>—— 8)
2ma r
Verifique que esta definicao coincide com a defini¢ao anterior no limite cléssico.

e) Use a Eh. (8) para mostrar que
1, A] =0,

f) Mostre que

, ho2
[Li, Aj] = iheijpdr,  [Ai Aj] = ———s H eijeli
€
L-A=A.L= A2 1) = H (L* + h?
0 (o) = ()

Verifique que [LQ,X] # 0 e que portanto encontrar o conjunto completo de operadores
que comuta com H é menos 6bvio. Veja a referéncia M. Banded, C. Itzykson, MeV. Moa.
Physics 38, (1966), 330, para uma discussao mais aprofundada.

g) Estude a Seccao ITA da referéncia da alinea anterior. Verifique que as relagdes de
comutagao anteriores podem ser usadas para encontrar a quantizacao das energias do
atomo de hidrogénio, sem nunca referir as fungoes de onda. Isto foi feito por Pauli ainda
antes da descoberta da equacao de Schrodinger!

* 8.9 Adaptado do Griffiths 4.13
Considere as seguintes questoes no dtomo de Hidrogénio.
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a) Calcule (r) e (r?) para um eletrdo no estado fundamental. O resultado devera vir
expresso em termos do raio de Bohr.

b) Determine agora (x) e (z%). Se usar a simetria esférica do estado fundamental nao
precisa de fazer mais contas.

c¢) Encontre (z) e (z?) para o estado n = 2,1 =1, m = 1. Notar que o estado nao ¢
esfericamente simétrico.

d) Qual é o valor mais provavel para encontrar o eletrao no estado fundamental do
atomo de Hidrogénio?



