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2.1 Em muitos dos problemas seguintes aparecem integrais gaussianos. Seja

a) Utilize o Mathematica para verificar que
/ dzr f(x) =1

b) Considere agora a funcao
1 o2

glw) = F——e a7

Utilizando mudancas de varidveis apropriadas mostre que estd normalizada e que

<:1:2> — <SL’>2 =2

onde

@) = [ dwang(@)

2.2 (Gasiorowicz 2.1

Dada a distribuigao nos espago dos momentos A(k) = N/(k? + a?) determine (). Faca
um grafico de A(k) e ¥(z) e mostre que AkAz > 1 independente de a.

Sugestdes/Solugdes:

1. O integral

lz) = /m raz® “ak

faz-se utilizando o teorema dos residuos. O resultado é
T

Y(z) = N= [e7"0(x) + e*0(~)|

«

Pode verificar este resultado com o Mathematica pois ¢ (x) esta relacionado com a
Transformada de Fourier de A(k) através de

Y(x) = V27 FourierTransform[N /(k?* 4+ o?), k, z]
2. Utilize o Mathematica para fazer os integrais e obter:
Ak = (k) — (k) =«
Ae = V) - @ =



2.3 Gasiorowicz 2.2
Num guia de ondas a relagao entre o comprimento de onda e a frequéncia é dada por
c

\ =

2 2
V2 — U
Determine a velocidade de grupo.

2.4 Para os dois problema seguintes deve usar o resultado da Eq. 2.13 do livro

oz — vyt)?

9 _
\1b(a:,t)|2:./\f2\/—ﬂ7€ ()42_|_4ﬁ2t2
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onde Ow(k) PPw(k)

G R & W
a) Mostre que para t = 0 a largura deste pacote de ondas gaussiano é oy = /a/2,
onde, como habitualmente, o = /(22) — (2)°. Note que esta definicao de largura difere

ligeiramente da dada no livro. Utilize o Mathematica para fazer os integrais.

b) Mostre que o(t) = gpy/1 + 4?122'52.

c¢) A constante N destina-se a normalizar a funcio de onda. Mostre que N = (a/47)/4
e que nao depende do tempo.

*%2.5 (Gasiorowicz 2.6

Um feixe de eletroes percorre uma distancia de 10* km. Se a dispersao do grupo de ondas
inicial ¢ 1073 m qual é a dispersao do grupo de ondas no final do percurso se a sua energia
cinética for: a) 13.6 eV; b) 100 MeV?

Nota: Para particulas relativistas a relacao entre a energia e o momento linear é £ =

VPP F i

2.6 Gasiorowicz 2.7

Considere um grupo de ondas de neutrinos. E uma boa aproximagao desprezar a sua
massa, portanto £ = pc. Mostre que um grupo de ondas nestas condig¢oes nao se dispersa.

* 2.7 Uma das relagdes de Heisenberg relaciona a incerteza da energia dum sistema, AFE,
com a incerteza do tempo, At, da determinagao da mesma: AEAt > h/2. Determine a
incerteza minima da energia do estado dum atomo se o eletrao permanece neste estado
durante 1078 s. Exprima o resultado em eV.

*2.8 a) O mesao 7 tem a energia de repouso 140 MeV e o tempo de vida 26 ns. Determine
a incerteza da energia em MeV, e como fracao da energia de repouso.

b) Repita para o mesao 7’ que tem a energia de repouso 135 MeV e o tempo de vida
8.3 x 10717 s.

c) Repita para o mesdo p que tem a energia de repouso 765 MeV e o tempo de vida
4.4 %107 s,



2.9 Gasiorowicz 2.11

Considere uma funcao de onda da forma
U(x) = AemH

Determine A para que a funcao de onda seja normalizada.

*%2.10 Gastorowicz 2.15

Considere a fungao de onda

B 2N sin kx
N x

()

Determine N para que a fungao de onda seja normalizada.
Sugestao: O integral seguinte é ttil

[ra( =
—o0 t

*2.11 Gasiorowicz 2.16

Considere a funcao de onda
o
1/4 —— g2
@ = () e 2

T

Calcule (z") para n=1,2. Sem fazer contas qual é o resultado de (x!'7) ?

2.12 Gasiorowicz 2.17
Calcule ¢(p) para a fungao de onda do problema 2.11. Calcule (p") para n=1,2.

Comentarios/Solugdes:

1. Obtemos para ¥ (p):
1 1 __

Y(p) = ﬁ W e 2an2
2. Verifique que ¥ (x) e 1(p) estdo normalizadas.
3. A igualdade em
Ax Ap > g

sO ocorre para funcoes de onda gaussianas.

*2.13 Gasiorowicz 2.18
Use as definicdes (Az)? = (22) — (2)* e (Ap)?2 = (p?) — (p)” e os resultados dos problemas
2.11 e 2.12 para mostrar que

h
ApAzx > B



*2.14 Em ¢ = 0, o estado duma particula é representado pela funcao de onda

AE, 0<z<a,
a
U(z,0) = AEZ_:C;, a<z<b,
—a
0, outros z,

onde A, a e b sdo constantes, reais e positivas.

a

b

d

)
)
)
)

Normalize VU, i.e., determine A em termos de a e b.

Faga um esbogo de ¥(x,0) como funcao de z.

c) Onde é que a particula mais provavelmente sera encontrada (em t = 0)?

Qual é a probabilidade de encontrar a particula a esquerda de a? Verifique a validade
do seu resultado nos casos limites b = a e b = 2a.

e) Determine o valor esperado (médio) de z, (x).

*%2.15 Uma particula é representada, no instante ¢t = 0, pela funcao de onda

A(a®> —2%), —a<z<a,

0, outros .

U(z,0) = {

onde A é uma constante real e positiva.

a) Determine a constante de normalizagao A.

b) Calcule o valor médio de = (em t = 0).

c¢) Calcule o valor médio de p (em ¢ = 0) usando a fun¢ao de onda em termos das

coordenadas, ¥(z,0).

d) Determine a fungao de onda no espago dos momentos ¢(p). Faga um esbogo dessa

fungao. Calcule agora o valor médio de p (em ¢ = 0) usando a funcdo de onda ¢(p).

*%2.16 Para a fungao de onda do problema anterior determine:

a

C

(&

)
)
)
)
)

O valor médio de z2.

b) O valor médio de p?.

A incerteza em x, 0,.

d) a incerteza em p, o,.

Verifique que os resultados sao compativeis com o principio de incerteza de Heisen-
berg.



2.17 Adaptado de Griffiths 1.18

Em geral, a mecanica quantica ¢ relevante quando o comprimento de onda de de Broglie,
A = h/p, é maior que o tamanho caracteristico do sistema, d. Em equilibrio térmico a
temperatura absoluta 7', a energia cinética média é

2
TV 3
m 2
onde kg = 1.380 x 10723 J/K = 8.617 x 107 eV /K ¢ a constante de Boltzmann.

a) Mostre que o comprimento de de Broglie tipico é dado por

h me\ V2 (300 K\
P ' (—> OB
SmkpT m <T( K)) e

b) Sabendo que o espagamento tipico dos sélidos e liquidos é d ~ 0.3 nm, verifique que para
as temperaturas usuais os eletroes livres nos sélidos devem obedecer a mecanica quantica
enquanto que os nucleos nao. Tome o s6dio como exemplo com my4 >~ 23m, ~ 42300m..
Verifique que o hélio abaixo de 4 K é uma excecao.

¢) Mostre que os atomos num gés ideal devem obedecer a mecanica quantica para tem-

peraturas tais que
2\ 3/5
T < i h_ p2/5
k’B 3m
onde P é a pressao. Sugestdo: Use a lei dos gases perfeitos, PV = NkgT', para deduzir
o espacamento interatomico num gas. Verifique com o hélio a pressao atmosférica.

d) Use os resultados da alinea c) para se decidir se o hidrogénio no espago interestelar,
onde d=1cm e T ~ 3 K tem comportamento quantico.



