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Prof. Jorge C. Romao (Responsével)

2° Teste/1° Exame: 18 Janeiro de 2016 — 15h00
Duracgao do Teste: 1h30; Duracao do Exame: 3h00

1. Escreva sempre a expressao literal final do que deseja calcular numericamente em termos
das varidveis a utilizar e nao dos valores numéricos destas. Justifique todas as afirmacgoes
que fizer. Seja sucinto.

2. Para quem ja fez o 1° teste e quiser fazer s6 o 2° teste, terd que responder as perguntas
IV, V, VI e VII, que valerao o dobro para esse caso e a duragao sera de 1h30m.

I (2 valores)

Para cada uma das questoes seguintes diga se sao verdadeiras ou falsas. Justifique numa linha a sua resposta,
isto é, indique a razdo sem fazer contas.

1. O operador A = xpy, — Yp, ¢ hermitico.

2. Considere os potenciais, Vi(x) = oo, if || > a,Vi(x) = =V, if || < a e Va(z) = 0, if |z| >
a,Va(x) = —=Vp, if || < a. Entao a energia do estado fundamental do potencial V4 é menor do que a
do potencial V5.

3. Considere a fungao de onda representada na figura

Y(x)
1.0t

051

-1.0*

Sabe-se que esta func@o representa a funcao de onda dum estado estacionario duma particula na caiza
(pogo de potencial infinito) entre —a < & < a, com um potencial adicional V (x) = Bd(x) com 8 > 0.
Entdo a energia deste estado é E = h27?/(2ma?).

4. Para qualquer estado |n) do oscilador harménico temos sempre (n + 2| AAT |n 4+ 2) =n + 2.
IT (4 valores)

Seja um eletrao no poco de potencial V =0para0 < x < aeV =ocoparax < 0ex >a. Emt =0, a
sua funcéo de onda é
U(z,0) = A [ul(:c) - 2U2(a:)]

onde un(x) é a solugdo normalizada da equagao de Schrodinger independente do tempo, correspondente &
energia E,, = (72h?n?)/(2ma?), paran = 1,2,... ¢ A é uma constante real e positiva.



. Determine a constante A. Qual é a probabilidade de numa medigao obter a energia FEo?
. Calcule o valor médio da energia da particula neste estado.
. Calcule o valor médio de  no estado ¥(x, 0), (x).

. Escreva a expressao para ¥(x,t). Qual o periodo de oscilagdo da probabilidade, isto é o intervalo de

tempo minimo tal que |¥(z,T)|? = |¥(x,0)|2.

IIT (4 valores)

0 x <0
V)=<¢ —W 0<z<2a
Vi x > 2a

com Vpy > 0. Para as alineas 1) a 4) considere que V3 = 0.

1.

. Quantos estados ligados existem para Vo =

Mostre que a equagao para os estados ligados (E < 0) neste potencial se escreve

2y/A — y?

tan 2y = 257 — A

2ma? 2mVpa?
= (Vo — |E]) e x = 7z

onde, como habitualmente, y = qa = \/

Existem sempre estados ligados neste potencial? Justifique cuidadosamente a resposta.
2h?
2

ma?

. Mostre que quando A > 1 a energia do estado fundamental é aproximadamente dada por

m2h?

8ma?

E; ~—-Vy +

Comente o resultado.

. Considere agora que V3 = oco. Resolva o problema da difusao nesse potencial, isto é, admita que E > 0

e que para * < 0 a fungéo de onda é dada por
uI(a:) — eik:m + Re—ik:w

onde k? = 2,_l—"21E Mostre que R = e*®. Determine § em funcio dos pardmetros do problema. Calcule
R no limite em que Vg — 0. Podia ter encontrado este valor sem fazer os calculos anteriores?

IV (2 valores)

Para cada uma das questoes seguintes diga se sao verdadeiras ou falsas. Justifique numa linha a sua resposta,
isto é, indique a razdo sem fazer contas.

1.

Uma particula num potencial central estd num estado descrito pela expressao

1 2 1
|"/’> = f(r) <% |1a 1> + \/;llv()) + % |17 _1>>

onde os estados |l,m) sdo os estados préprios de L? e L,. Faz-se uma medida de L, e obtém-se h. A
probabilidade duma medida de L, feita imediatamente a seguir a medida anterior, de dar h é 1/6.



2. Considere a soma de dois momentos angulares J = fl + fg onde J12 = 6h2 ¢ J22 = ghz . Entao

3

o estado do spin total J, com 3 = 5,m; = —% escreve-se, em funcao dos estados proprios dos dois

momentos angulares,

2 3
32,2172 = |2 2.0y 112, -172 = 2 121y /2,172
3. Os resultados da medida do spin do eletrdao na diregao definida pelos dngulos 8 e ¢ = 0 sao
h 6
— cos —
2 2

4. Considere a experiéncia da Figura seguinte

File Edit Design Control Initialize Help

100000

1 1 ]

onde os nimeros nos contadores indicam o nimero de eletroes detetados depois de terem sido disparados
100000 eletroes no estado |@) e apds terem passado por um analisador de spin segundo a direcao 7.

Sabendo que o estado inicial é
1 3
=3

na representacao em que S, é diagonal, entdo a diregao 7 corresponde aos angulos 8 = 120°, ¢ = 180°.
V (2 valores)

As vibracoes da molécula de aménia podem ser descritas pelo Hamiltoniano

2 2 2
H — Ly + i + L
21, 2I; 23
onde I; é o momento de inércia segundo « e y e I3 segundo z. Considere que I = 1o e Is = 21, onde w é
w

uma constante com as dimensoes duma frequéncia angular.

1. Mostre que H e L, comutam. Determine os valores proprios e funcoes préprias de H.

2. Suponha que no instante ¢ = 0 o sistema se encontra no estado
1 1

onde |, m) sdo os estados préprios de L2 e L. Determine o estado no instante t.

4(0)) =



VI (3 valores)

Considere o eletrao sujeito ao potencial de Coulomb do dtomo de hidrogénio. Aplica-se ao sistema uma
perturbacao que pode ser descrita pelo Hamiltoniano

H; =g(r)=x

onde g(r) & tal que
/ dr 13 Ruo(r) Ruo(r)g(r) = V6 A,
/dr r3 Rao(r) Ra1 (r)g(r) = v/6 B,
/ dr 3 Ra1 (1) Ro1 (r)g (1) = V6 C.

e Rpi(r) sao as fungodes radiais do dtomo de hidrogénio. A, B, C' sao constantes reais e B > 0. Despreze a
estrutura fina e hiperfina face a esta perturbacao.

1. Quais sdo as dimensoes fisicas das constantes A, B, C?

2. Determine a correcao de primeira ordem para o estado fundamental, n = 1.

3. Considere agora correcao de primeira ordem ao primeiro estado excitado, n = 2. Mostre que na base
|2,1,0),|2,1,1),|2,0,0),|2,1, —1)

o Hamiltoniano da perturbagao se escreve

H, =

cocoo
o Xoo
Mo o
o~ oo

Determine X,Y em funcao de A, B, C.

4. Determine as corregoes aos niveis n = 2 e faca um esquema das energias antes e depois da perturbacao
ser aplicada. Escreva o estado proprio com energia mais elevada na base dada na alinea anterior.

VII (3 valores)

O positronio consiste dum eletrao e dum positrao ligados como o eletrao e o protao no atomo de Hidrogénio.
O Hamiltoniano da interacao dos spins pode-se escrever na forma
A — —
H() - 2? Se * Sp
onde A ¢é uma constante e Se e S, sao os operadores de spin do eletrao e positrao, respetivamente.
1. Definimos o spin total § = Se 4+ Sp. Quais sao os valores possiveis para S2 e S.? Quais sdo os estados
préprios?
2. Calcule os valores préprios do Hamiltoniano Hg para cada um dos estados referidos na alinea anterior.

3. Aplicamos um campo magnético B = By &, paralelo ao eixo dos z. O Hamiltoniano é entao dado por

B
H:HO—I—MB 0

(Sz,e - Sz,p)

onde up = eh/2m, é o magnetao de Bohr. Encontre os valores préprios exatos do Hamiltoniano H.



