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I (4 valores)

Para cada uma das afirmagdes seguintes diga se sdo verdadeiras ou falsas. Justifique numa linha a
sua resposta, isto €, indique a razdo sem fazer contas.

1. Se A e B forem operadores hermiticos, entdo o operador C = ABA também é hermitico.

2. As fungdes proprias do operador Hamiltoniano para o problema da particula na caixa simétrica
— a — a 5 ~ P : A
(V =0, para |x| < §,eV = oo para |x| > %), sdo fun¢des préprias simultaneas dos operadores
Hamiltoniano e momento linear.

3. Considere um pogo de potencial a uma dimensdo, istoé, V= —-V;, —a <x <aeV =0, x >
|a|. Se tivermos A = 10, onde A = 2mV; a®/h?, entdo existem quatro estados ligados para este
potencial.

4. Para qualquer estado |n) do oscilador harmoénico, a uma dimenséo, temos sempre
(n|p*In+4) =0.
IT (8 valores)
Seja um eletrdo no pogo de potencial infinito simétrico de largura a, isto é, V = 0 para |x| < g eV=o00
a
para |x| > >
(Nota: Nalgumas das questdes, se pensar bem, ndo precisa de fazer muitas contas).

1. Suponha que o eletrdo no instante + = 0 se encontra no estado

P(x,0) = Au (x) — —= uy ().

V2

onde u;F (x) sdo as fungdes proprias do operador Hamiltoniano corretamente normalizadas (ver
formulério no final) e A é uma constante real e positiva. Determine A.

2. Calcule o valor médio da energia (E) no estado ¢(x,0). Que acontece a (E) quando ¢ > 0?
Justifique a resposta.

3. Escreva o estado ¢(x, t). Qual o tempo minimo, T, ao fim do qual |¢(x,0)|*> = |¢(x, T)|*?

4. Para t = 0, calcule o valor médio de (x) no estado ¢(x,0). Que acontece a (x) quando t > 0?
Justifique a resposta.



III (8 valores)

Considere o seguinte potencial a uma dimensao: AV
eikx
0 x < 0 _ V = oo
Vix) =¢ Vo 0<x<a R e—ikx -
° x>a — 1 11 111
com Vy > 0. o 7] a X
Vo
1. [2 val] Mostre que a equacdo para os estados ligados (E < 0) neste

potencial é
A—y?
y

onde, como habitualmente, y = ga = /A — (xa)2, A = 2mVya®/h* e & = \/2m|E|/h>.

2. [1 val] Qual o valor minimo de Vj para que haja estados ligados?

coty = —

2
49n"

3. [1 val] Quantos estados ligados existem para Vp = .

4. [1 val] Nas condic¢oes da alinea anterior, esboce um gréfico da fungdo de onda para o estado fun-
damental e para o tltimo estado ligado (o de maior energia).

5. [3 val] Considere agora o problema da difusdo nesse potencial, isto é, admita que E > 0 e que para
x < 0 a fun¢do de onda é dada por

uI(x) — eikx +Re—ikx

Calcule R e mostre que |R| = 1. Calcule R no limite Vy — 0. Explique o resultado que obteve.

Formulario
e Poco de potencial infinito

V=0para0 < x < aeV = wparax < 0ex > a. As fungdes préprias do operador
Hamiltoniano H (i.e. da energia) sdo:

2 . /nmw o2
u,(x) = \/; sin <7x) , E, = Pl n*.

e Poco de potencial infinito simétrico
V =0para —a/2 < x < al2eV = oo parax < —al2ex > al2. As fun¢des proprias do operador
Hamiltoniano H (i.e. da energia) sdo (n = 1,2,3,...):

u, (x) = 2 sin Zn—ﬂx - _ 2
n a a En = Ey (21’1) E 7T2h2

0 — 2
[2 Ef = Ep (2n—1) 2ma
ul (x) = — cos [(Zn —1) %x} " 0 ( )




e Primitivas para os problemas do pogo infinito
1 1
/dy sin?(y) = LA sin(2y)

[y sin(uy) sin(imy) = 5o sinly(m — )] - g s sinly(m+m)] ; m A

sin(2n cos(2n
/dyysmz(ny) yz (4ny)y _ 8(nzy)

<COS((m —n)y) _cos((m+mn)y)  ysin((m —n)y)

/dy ysin(ny) sin(my) = (=) CEE —

ysin((m+mn)y)\ |
N m-+n > ;om#Em

e Oscilador harmoénico: Polinémios de Hermite
As fungdes préprias sdo

mw\14 1 2
— (Y - —y*/2
un(x) = (=) o () e

onde y = |/%*x e os primeiros polinémios de Hermite sao:

Ho(y) = 1

Hi(y) = 2y

Hy(y) = 4y* -2

Hiy(y) = 8y’ —12y
Hy(y) = 16y* —48y> +12

As energias sdo dadas por

1
E, = <n+5> hw n=0,1,23,...

e Oscilador harménico: Operadores Ae A™

2
_ P 1 2.2 + 1
H——zm—i—zmwx —hw<A A—|—2>

_ mw . p L+ mw . P
A=,/ x+1i , AT = x—1
2h vV 2mwh 2h 2mwh

[A,AT] =1

onde

com

As relagoes inversas sdo

. h + _ o hmw
x—y/m(A—{—A ), p=—i T(A AT)

Os estados corretamente normalizados sdo

n) = (A+) 10)

ﬁ\

comA|0) =0e

Alny =+/nln—1), At |n)=+vn+1|n+1)



