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*6.1 Gasiorowicz 6.1

a) Mostre que os valores préprios dum operador hermitico A = AT sdo reais

b) Mostre que (AB)! = BTAT. Sugestao: Mostre que <¢\(AB)T|¢> = <¢|BTAT\¢>.

*6.2 Gasiorowicz 6.3
Considere o oscilador harménico. Mostre que se tem

Aln) =+/n|n — 1)

6.3 Gasiorowicz 6.4
Mostre que se f(AT) é um polinémio em A entdo

df (AT)

Afan o) =

10)
Sugestao: Use o resultado

A(AT)™[0) = n(AT)"7H[0)

*6.4 Gasiorowicz 6.5
Para o oscilador harménico calcule (m|z|n) e mostre que é nulo exceto para n = m + 1.

*6.5 Gasiorowicz 6.11
Use a definicio (Az)? = (n|z2|n) — (n|z|n)? e de modo semelhante para (Ap)? para
calcular Az Ap para o estado |n) do oscilador harménico.

6.6 Gasiorowicz 6.12
Um estado |a) que obedece a equacgdo A|a) = a|a) onde A é o operador de aniquila¢ao
do oscilador harménico, designa-se por estado coerente.

a) Mostre que o estado |a) pode ser escrito na forma

) = Ce' |0)

b) Use o resultado do problema 6.3 para encontrar C'.

¢) Expanda o estado |a) nos estado préprios do operador nimero N = ATA, isto é |n).
Use isto para calcular a probabilidade que um estado coerente contém n particulas.
Esta distribuicao é conhecida em estatistica por distribuicao de Poisson.



d) Calcule (o|Na), isto é o nimero médio de particulas num estado coerente.

6.7 Adaptado de Griffiths 3.35
Considere os estados coerentes do problema anterior.

a) Calcule, para estes estados, (z), (z2), (p) e (p?) e mostre que Az Ap = 2, isto ¢ a
incerteza é minima, tal como para estados gaussianos.

b) Introduza a dependéncia temporal

[n) = |n) e~ 50

e mostre que o estado |«(t)) continua a ser um estado coerente, isto é,
Ala(t)) = a(t) [a(t)

onde

* 6.8 Gasiorowicz 6.1}

Considere um Hamiltoniano que descreve uma particula carregada num potencial dum
oscilador harmoénico a uma dimensao num campo elétrico exterior

H= pszb) + %mw2x2(t) — rEx(t) (1)

a) Calcule a equagao de movimento para os operadores p(t) e z(t). Mostre que as equagoes
de movimento sao as equagoes classicas.
b) Encontre p(t) e z(t) em termos de p(0) e x(0).

c) Mostre que para t; # ty se tem

[(t), x(t2)] # 0 (2)

6.9 Adaptado de Griffiths 3.39

a) Para uma funcao f(z) que possa ser expandida em série de Taylor, mostre que

fa + xo) = er®oPe f(z)

onde xy é qualquer distancia constante e po, = —ih% ¢ o operador momento. Por esta
razao se diz que p,,/h é o gerador das translagées no espago.

b) Se ¢ (x,t) satisfizer a equacao de Schrodinger, mostre que

W, t+to) = e OH )z, 1)

onde ¢y é um tempo constante. Por isso se diz que —H/h é o gerador das translagGes
no tempo.

6.10 Considere um problema a uma dimensao com

P2 v
2m ( )



1. Mostre que

> (En— Ep)l{n|z|m) |*=C

n

onde C' é uma constante e m é qualquer estado diferente de n. Mostre que C' =
h?/2m e é portanto independente do potencial V(x). Este resultado é conhecido
pela regra de soma de Thomas- Reiche- Kuhn. Sugestao: Comece por mostrar que

[[H,x],x} :—%

e depois calcule (m| [[H , ), x} |m) usando a expressao anterior e usando [[H , ), x} =
Ha? —2xHx + 2*H.

Embora esta regra seja vélida para qualquer valor m, vamos nas alineas seguintes
considerar o caso de m = 0.

2. Verifique para o caso do oscilador harménico,

3. Verifique para o caso da particula no poco de potencial infinito. Para mostrar este
resultado deve usar
i 2 7T2
= (4m? — 1) ~ 256
4. Verifique para o caso do meio oscilador harmoénico do Problema 4.12. Para mostrar
este resultado terd que mostrar sucessivamente:

e As fungoes de onda (z > 0 com u,(0) = 0) e as energias sdo:

mw\ /4 1 2 mw
Un (T - €_y /2H n ) - — X
) ( h ) /4 /47 (2n + 1)! ma(t) Y h

E, = hw<2n+g), n=20,1,2,...

e O valor de (n|z|0) é dado por (use o mathematica)

h VA4

(n|z|0) = (1+2n)! T(3/2 — n)

e Use o mathematica para mostrar que

n 4n+1

Z:: A5 on)i TE2—ne

e assim mostrar o pretendido.

5. Verifique o teorema para o caso do potencial linear do Problema 4.17.



6. Considere agora o caso do potencial

B2\ 00 T < —L
V(z)=——=06(x)+4 0 —L<z<L
2m a 00 x> L

isto é, um pogo de potencial infinito com uma funcao delta na origem. Verifique
o teorema da alinea 1). Este problema é particularmente interessante pois para
L suficientemente grande, existe sempre um estado ligado (verifique que ha um
estado ligado se A > 2a/L, ver abaixo) e estamos numa situa¢do em que temos
estados ligados com F < 0 e estados com E > 0. Se o teorema for verificado para
qualquer valor de L, entao quando L — oo, verificamos o teorema para estados
ligados e estados de difusao, que para evitar problemas de normalizacao estamos a
normalizar numa caixa de largura 2L. Como o resultado nao depende de L no final
podemos fazer as paredes ir para infinito.

Os passos para fazer este problema sao:

e Defina, como habitualmente, para o estado de energia negativa,

h2
Ey = —a2%, Yy =aa

e Para trabalhar com grandezas adimensionais introduza a variavel

n=—
a

Com estas defini¢oes verifique que a condicao para os estados ligados de energia

negativa é
2

tanh(yn) = Ty (3)

que tem sempre solugao se A > 2/n.

e Verifique que as solucoes pares para F > 0 tém energias que sao solucoes da
equacao
2y
tan = —
(ym) =~

enquanto que as solugoes impares sao que as solugoes impares para um caixa
entre —L < x < L (porqué?). Entao as energias das solugdes impares sao
m2h? (2n)? h? w2 (2n)?
n)*=—
2m  4n2a?

- =
" 8mlL2
e Verifique que para as solucoes pares se tem

(n;even|z|0) =0

enquanto que para as solugdes impares temos (z = af)
U
(n:0dd 2 |0) = | deu; (€) Eu(€) # 0
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onde

Uy (€) = ﬁsm (”%) e () =1

\/ 250 sinh [yo(§ +7)] , —1n<§<0

wolé) = sinh(27y0) — 2nyo

2yo .
- sinh — , 0<é<
g bl = 6] <€ <

onde g é a solucao da Eq.(3) e uy(&) satisfaz,
K 2
[ de fuofe)) =1

e Agora temos todas as pecas para resolver o problema. Obtemos

> (Er = Bo) | (n;0dd| z]0) |

h? 7%(2n)? 2
e (G - Bl a0}
m n

= g (1

onde

ot =5 (T2 [ dews (@ €uote)] ®)

w\ 4n
A verificacao é agora que devemos ter g(n) = 1 para todos os valores de 7.
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Figure 1: Gréfico da fungao g(n) em fungao de n para varios valores do niimero de termos
que se consideram na série da Eq.(5): npye. = 10,20,50 e 100, respetivamente de baixo
para cima.

Isto tem de ser feito numericamente e esta indicado na figura anterior. E claro
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que quando se somam um numero suficientemente grande de termos na Eq.(5)
se obtém ¢(n) = 1 para qualquer valor de 7.



