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Nesta nota vamos falar sobres fases em mecanica quantica. Comegamos por rever fases classicas,
depois falaremos do efeito de Aharonov-Bohm e finalmente formalizaremos falando das chamadas
fases de Berry.

I. EXEMPLOS CLASSICOS
A. Transporte paralelo de vectores

Da fisica classica é bem conhecido o facto de que se o espaco nao for plano, se transportamos parale-
lamente um vector ao longo dum caminho fechado, em geral o vector nao acaba na mesma direcgao com
que comecou. Pode-se mostrar que o angulo de desvio estd relacionado com a curvatura do espago onde
deslocamos os vector, como a situacao indicada na Fig. 1.

Figura 1: Transporte paralelo dum vector a superficie da Terra. O desvio angular é dado pelo angulo sélido Q.

No caso do painel esquerdo da Fig. 1 o angulo de desvio é 7/2. No caso geral serd dado pelo angulo
sélido segundo o qual do centro se vé o caminho. Para o caminho indicado no painel esquerdo, temos um
oitavo de esfera e portanto 2 = 47 /8 = /2.
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B. O Péndulo de Foucault

Um outro exemplo classico é o péndulo de Foucault. Como se sabe o plano de oscilacao roda com a
rotacao da Terra. A explicagao usual faz uso das forcas de Coriolis, mas de facto, é apenas uma fase
geométrica como estd representado na Fig. 2. O angulo sélido segundo o qual o caminho é visto a latitude

Figura 2: O péndulo de Foucault no seu movimento durante um dia.
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o que, relativamente a Terra que rodou dum angulo 27 este resultado indica que o péndulo precessou
dum angulo 27 sin ¢9. Por exemplo, para um lugar a latitude ¢g = 30° o plano do péndulo demora dois
dias a voltar a situacao inicial. A rotagao é feita no sentido dos ponteiros do relégio no hemisfério Norte
e no sentido contrario no hemisfério Sul, como se pode facilmente ver pensando nos pélos. No equador
nao ha rotacao do plano.

II. O EFEITO DE AHARONOV-BOHM

Em mecéanica quantica angulos correspondem a fases. Duma maneira geral dizemos que, a menos
que haja interferéncia, as fases nao serao observaveis, pois as observéaveis sao proporcionais aos médulos
quadrados das fungoes de onda. Veremos no entanto que surpresas tem a mecanica quantica para nds,
comecando pelo efeito de Aharonov-Bohm.

Em electrodinamica classica os potenciais ¢ e A néo sdo directamente mensuraveis, as quantidades
fisicas sdo os campos eléctrico e magnético [1]
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Como é bem conhecido os potenciais nao sao unicos. Seja (¢, A) um par de potenciais. Entao o novo par
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conduz aos mesmos campos. Esta invariancia é conhecida pelo nome de invariancia de gauge ou padrao.
Em mecanica quantica os potenciais desempenham um papel muito mais importante. De facto, o
Hamiltoniano de interacgdo com o campo electromagnético é dado por (o chamado acoplamento minimo



que tem a ver com o facto do momento linear duma particula de carga ¢ na presenca do campo electro-
magnético ser P = p— qA),

2
o= (—mﬁ - q/Y) +qo (4)

2m
Contudo, pode mostrar-se que a teoria é invariante de gauge e nunca ninguém prestou muita atengao a
esta questdo até 1959, quando Aharonov e Bohm mostraram que os potenciais podem ter efeitos reais[2].
Eles imaginaram a seguinte experiéncia, descrita na Fig. 3. Um feixe de electroes é dividido em dois que
sao feitos passar a volta dum solendide muito longo de tal forma que o campo B no seu trajecto é nulo.
No final o feixe é reconstruido podendo assim os electroes, que seguiram caminhos diferentes, interferir
entre si. Se eles adquiriram fases diferentes vai haver um efeito detectavel no alvo. Para compreendermos

electroes

(interferéncia)
Alvo

Figura 3: Os electroes seguem dois caminhos percorrendo regices do espaco onde B=0.

0 que se passa comecemos por notar que o campo do solendide, de raio R, pode ser obtido a partir dum
potencial vector em coordenadas cilindricas A, dado por

B
A, = —r, 7"<R
2
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onde na segunda forma para r > R se usou a definicio de fluxo magnético ® = 7R?B. De facto a tnica
componente de B vird [1]
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Portanto o campo B é nulo nas trajectérias dos electroes mas o potencial vector é diferente de zero. A
equacgao de Schrodinger escreve-se na forma
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onde V pode incluir a contribuicao de qualquer potencial escalar. Se VxA=0 podemos escrever
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Figura 4:

onde o caminho é arbitrdrio (desde que V x A = 0). De facto consideremos dois caminhos I'y e T’y
conforme indicado na Fig. 4. Calculemos a diferenga entre os caminhos, isto é,

or—ge = [ A@)ar— [ A7) = f A ar =0 o)
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onde I' = I'; —'y. A dltima igualdade da Eq. (9) resulta de A ser um gradiente pois V x A = 0. Definimos
agora

() = €9 ! (7) (10)
e obtemos
Vi = e (iVg)y' + e (V) (11)
mas ﬁg = %ff, pelo que
(—mﬁ - qff) b = —iheld Vi (12)
e
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Substituindo na Eq. (7) obtemos
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isto é, 1/ satisfaz a Equacao de Schrodinger sem o potencial A. Tsto quer dizer que se conseguirmos
resolver a Eq. (14) para 7', entdo a solu¢ao na presenga dum potencial vector com V x A=0és6 uma
multiplicagao por uma fase. Voltemos agora a experiéncia de Aharonov-Bohm. Os electrdes seguindo os
caminhos 1 e 2 vao adquirir fases diferentes,

qg [ - 9® [1, " q<1>
9 1oagr=2 [ 2z . 1
g h/ dr 27rh/re‘p (rdpe,) = 2h (15)

com o sinal + correspondendo ao electrao que se desloca no mesmo sentido do A ou no sentido oposto,
respectivamente. A diferenca de fase é
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e sera detectavel, como foi demonstrado experimentalmente por Chambers [3]. Notar que o resultado é
invariante para as transformacoes de gauge da Eq. (3).

III. FASES DE BERRY
A. O Teorema Adiabatico

Consideremos um péndulo cldssico de comprimento L com periodo T' = 2mw+/L/g. Imaginemos agora
que, muito lentamente, variamos o comprimento do péndulo. Se a variagao for muito lenta em comparagao
com a frequéncia do péndulo, entao o novo periodo deverd ser dado por

L)

T =27 (17)

Nestas condigoes dizemos que o processo é adiabdtico. Quando um processo varia adiabaticamente,
resolvemos o problema exactamente com as condi¢oes exteriores consideradas fixas e depois deixamos os
parametros variar com o tempo, lentamente a escala das variagoes do sistema.

Em mecanica quantica podemos formular este resultado sob a forma dum teorema.

Se wma particula estava inicialmente no estado |n) do Hamiltoniano H', na transicdo
adiabdtica de H' para HY, ela vai ser levada para o estado |n) do Hamiltoniano H.

Estamos a admitir, por simplicidade, que o espectro é nao degenerado e a igualdade é a menos de
alguma fase. Embora este resultado pareca simples, a demonstracao nao o é. Vamos sé dar o resultado
final, podendo a demonstracao ser vista no livro do Griffiths [4] e no artigo original de Michael Berry [5].
O resultado é

W, (1) = €9 10O 4, (1) (18)

onde
oult) =~ / () (19)

é uma fase dinamica, que tem que ver com a evolucao dos estados com o tempo, e

i) =i [ (wat®)

é uma fase adicional de origem geométrica [5] que discutiremos no seguimento. Que a fase 6,, é uma fase
dindmica, é ficil de perceber. Se nao houver transformagao adiabatica, entao E, nao depende do tempo
e portanto

%wn (') > dt’ (20)

i

eien(t) — e*ﬁEnt (21)

isto é, a evolugao normal no tempo dos estados estacionarios.

B. Fases de Berry

Vimos na seccao anterior que quando um dado |n) dum dado Hamiltoniano evolui adiabaticamente, o
estado final |n) do Hamiltoniano final, obtém-se multiplicando o estado inicial por uma fase dindmica e

outra geométrica. Vamos analisar esta em mais detalhe. E dada por

it =i | t <wn<t’>

%wn () > dt’ (22)




A variacao com t deve-se a que algum parametro do Hamiltoniano varia com o tempo. Seja esse parametro
R(t). Entao

ot OR dt (23)
e portanto
|98\ AR, o | 0n(t)
) =i [ (wn0)| 258 >Wt—z/& (1) 2552 ) ar (24)

Em particular se o Hamiltoniano retorna ao estado inicial ao fim do tempo T', devemos ter v,(T) =0 e
portanto o resultado é trivial. Contudo se em vez de um sé pardmetro, tivermos N pardmetros: Ry (t),
Rs(t), ...,Rn(t), obtemos

M Oy dR1 Ot AR on dRy = dR
Zm _Zim Ml T2 N n) - — 25
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e obtemos
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Se o Hamiltoniano volta ao estado inicial ao fim dum tempo 7', obtemos
1(T) =i § (balt) [ ) - R (21)

que é um integral ao longo dum caminho fechado e que em geral nao serd zero se o espago dos parametros
for ndo trivial topologicamente. A Eq. (27) foi pela primeira vez deduzida por Michael Berry [5] e designa-
se por fase de Berry. Pode mostrar-se que, para que a fase seja diferente de zero, é condigao necessaria
que o numero de parametros R; seja pelo menos de dois e que a fungao de onda 1), seja complexa. Estas
condicOes nao sao no entanto suficientes e na maior parte dos casos a fase é nula.

Estamos habituados a que as fases em mecanica quantica nao desempenhem um papel muito impor-
tante pois as quantidades fisicas envolvem [t/|?>. Contudo é facil de ver que pode haver consequéncias
observaveis. Suponhamos que dividimos um feixe de particulas em duas partes, uma das quais passa
através duma regiao com um potencial a variar adiabaticamente e a outra nao. Quando os dois feixes
sao recombinados devemos ter

1 1,
=0+ ~Ppe'l 28
3 0+2 o€ (28)
Entao
2 1 2 2 2L
|W[* = %022+ 2cosT) = |Wo|* cos® 5 (29)

Portanto olhando para pontos com maximos e minimos de |¥|? podemos determinar I'. O tinico problema
serd que eventualmente I' serd uma mistura da fase geométrica e da fase dinamica e ser portanto dificil
de separar a fase geométrica.

C. O Efeito de Aharonov-Bohm e a Fase de Berry

As fases de Berry aparecem em muitas situagbes em fisica. Aqui vamos s6 mostrar que o efeito
de Aharonov-Bohm pode ser interpretado como uma fase geométrica de Berry. Para isso seguimos a
discussao de Griffiths[4] que por sua vez segue o artigo original de Berry [5].

Comegamos por considerar que a particula estd confinada a uma caixa centrado no ponto R por um

—

potencial V(7 — R). Entao as fungbes préprias do Hamiltoniano satisfazem
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Ora néds ja aprendemos a resolver esta equagao. Seja

o = €Y, (31)
com
_ 9 T — —
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M o2 ) / :En /
g VG- B v = B (33)

Agora transportamos a caixa a volta do solendide e calculemos a fase de Berry. Notando que

¥ rithn = Vr [e%;w— 1%)} = —i%ﬁ(é)eiwg(f— R) + €% pyl, (7 — R) (34)
obtemos
(6ul¥n) = [ 7= B0 [~ ARy - ) + et (7~ B)] 7
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onde usamos o facto de que o valor médio do momento é nulo e que Vr = —V. Pondo na férmula de

Berry, Eq. (27), obtemos finalmente

o q®

(1) = & AR i =L [ (9 ). sas = L (30)

o que confirma o resultado de Aharonov-Bohm. Notar que o resultado da Eq. (36) é invariante de gauge.
De facto uma transformagcao do tipo da Eq. (3) deixa v, (T) invariante.

D. Spin % num Campo Magnético em Rotagao

O exemplo por exceléncia das fases de Berry em mecanica quéantica é o caso dum spin % num campo
magnético que precessa lentamente em torno duma direcgao. Este problema é particularmente interes-
sante, pois pode ser resolvido exactamente e depois calcular o limite em que a rotagao do campo é muito
lenta em comparacao com as frequéncias préprias do sistema e assim recuperar o resultado do teorema
adiabatico e a fase de Berry.

Seja entao um spin % na origem dum referencial no qual existe um campo magnético que precessa com
velocidade angular w fazendo um dngulo a com o eixo dos z, isto é, (ver Fig. 5)

B = By | sin acoswté; + sin asinwté, + cos aé’z} (37)

O Hamiltoniano sera entao

e~ - hw cosa e “lgina
H(t) = EB 5= "9 | e®tsinae  —cosa (38)
com
B
w = 2 (39)



Como vimos, (Gasiorowicz [6], Cap. 10), os vectores préprios instantineos de H(t) sdo

cos 5 sin 5
t) = ot - _(t) = ; 40
X+( ) ezwt sin % ) X ( ) 7ezwt coS % ( )
com valores préprios Fy = i%. Consideremos agora que no instante inicial, ¢ = 0, o spin estd para
cima segundo a direc¢do de B(0), isto é,

e
COS B}

XO0) = | 4, 2 (41)
A evolucao no tempo nao pode ser obtida directamente do postulado da expansao pois como o Hamilto-
niano depende do tempo, os estados x4 (¢) nao sao estados estaciondrios. No entanto, neste caso podemos
ter a resposta exacta, pois a equacao de Schrodinger pode ser resolvida exactamente. De facto temos

da .
o B cosa e “sina a
in T (42)
db 2 e“sinae  —cosa
dt
Para resolver esta equacao é conveniente fazer a mudancga de variavel
a = &efiwt/Q7 b= Be+iwt/2 (43)
Entao a equagao de Schrodinger para a e b vira,
da LW W1 W1 . ~
E A ZE *Z? COS «x *’L? S & a
. w1
O A Wi w W i (44)
v —1— SIn« —1— +1—cosa
dt 2 2 2

que é um sistema de equagoes diferenciais de 1* ordem com coeficientes constantes. A equagao carac-
teristica é

2 2
)\2:—(%4—%—%00504) (45)
ou seja
w w?  ww n
=4/ — 4+ L - — =4i- 4
A W + 1 5 cosa i (46)

As solugbes gerais sdo entao

. nt _(nt
a = (1COos 9 + co Sin 9
N t t
b = c3cos (%) + ¢4 sin <%> (47)

Usando as condigoes iniciais, Eq. (41), obtemos finalmente a solucao exacta,
cos m ii(wl —w) sin i cos = iwt/2
2 N 2 2
x(t) = _
coS Y ZM sin i sin = giwt/2
2 n 2 2

(48)



Figura 5: Campo B precessando em torno do eixo dos z fazendo um angulo o com este. O angulo sélido segundo
o qual se vé o spin a rodar a partir da origem, é Q = 27(1 — cos «).

Esta solugao pode ser escrita na base x4 (t) na forma

t — t . t :
x(t) = |:COS (%) - iw+w sin (%)} eT W2y 4 [% sin o sin (%)} e Wt/2y (49)

Consideremos agora, nas condicoes do teorema adiabético, que w < w;. Entao
7~ W1 — WCos (50)
e obtemos
X(t) = eTiElmweosallemitel (1)

—il P L s o—
— e izwit 612(cosa 1)t X-‘r(t)

= 70 1Oy, (1) (51)

onde 0, (t) é a fase dinamica correspondente ao valor préprio + E‘;l e(t) = 5(cosa—1)t a fase de Berry.

Numa rotacao completa dum periodo T' = 27/w obtemos para a fase de Berry,
1
¥(T) =m(cosa—1) = —§Q (52)

onde a ultima forma faz lembrar o que acontece com o transporte paralelo de vectores na superficie da
Terra e o angulo sélido () esta definido na Fig. 5.

Podemos agora usar a Eq. (27) para calcular a fase de Berry para este problema e comparar com o
resultado da Eq. (52). Para isso notemos que o estado x4 (t) se escreve em coordenadas esféricas

[
COs 2

X+(t) = 0 (53)

P oin ¢
€'¥sin 3

com 0 = a e ¢ = wt. Obtemos entdo, usando o gradiente em coordenadas esféricas [1],

Iy = Nbg  100n 1 O,
X+ ar "y 00 T rsing dp 7
1 —(1/2)sin(6/2) 1 0

= 2| /2)ewcos0/2) | 75mg | iciesiny2) | % (54)

obtemos facilmente
sin?(0/2) i11—cosf

(e l¥e) =i o = 5—g & (55)
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Portanto
~(T) = 17{ <X+|6X+> - (rsin@dy)é, = n(cos — 1) = m(cosa — 1) (56)

em acordo com a Eq. (52). Podemos ir mesmo um pouco mais longe e notar que, se usarmos o teorema
de Stokes, obtemos

W(T):i]{<x+|§x+>~d7?:i/ﬁx <X+|§X+>~ﬁd5 (57)
s
Um célculo simples d&a

. . 1

Vx (x4 1Vxs) = 558 (58)
pelo que

1 1 1
T)=— [ Sr%dQ=—--0Q
W0)=-5 [ v : (59)

de acordo com a segunda forma da Eq. (52). Este dltimo resultado é mais geral, pois é vdlido mesmo que
o vector B nao descreva um cone mas uma curva qualquer numa esfera de raio By. Pode mostrar-se [4]
que, para spin s, o resultado anterior seria —s{).
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