Mecanica Quantica — Teste 1 — 6/11/2008

Curso de Engenharia Biomédica — 2008/2009
Duragao 1h30m

I (4 valores)

Para cada uma das questoes seguintes diga se sao verdadeiras ou falsas. Justifique numa linha a
sua resposta, isto é, indique a razao sem fazer contas.

1. [1 val] Se A e B forem operadores hermiticos, entdo o operador AB também ¢é hermitico.

2. [1 val] Considere uma particula sujeita ao potencial do oscilador harménico a uma dimensao.
Sejam u,(x) as fungoes préprias da energia do estado estaciondrio n = 0,1,2,... com energia
E, = hw(n+ 1/2). Entao

Tpion = / dz w) o(x) T u,(z) =0

3. [1 val] Considere um pogo de potencial a uma dimenséao, isto é, V = =V, —a < x < a e
V=0, x > l|a|]. Se

m2h?  w2h?
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entao existem dois estados ligados para este potencial.

4. [1 val] Considere uma particula numa caixa de largura a tal que (V = 0se 0 < z < a,
V =o0o0osex>aouxz<0). A particula encontra-se num estado tal que (E)= 372h%/(4ma?).
Entao o valor médio do quadrado do momento é

2
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IT (8 valores)
Seja um electrao no pogo de potencial V =0para0 <z <aeV =ocoparaxr <0ex > a.

1. [2 val] Suponha que o electrao no instante ¢t = 0 se encontra no estado

P(x,0) = % u1(z) + Buy(z).

onde B é uma constante real e positiva. Determine B.
2. [2 val] Calcule o valor médio da energia < E > no estado ¥ (z, 0).

3. [2 val] Diga se, para t = 0, a probabilidade de encontrar a particula no intervalo [0,a/2] é
maior ou menor do que 1/2. Justifique a resposta.

4. [2 val] Escreva o estado no instante t, ¢ (z,t). Qual o valor médio da energia no estado ¢ (xz,t)?



III (8 valores)

Considere o seguinte potencial a uma dimensao: AV
ikx
0 r<-—a _c v
V()= -V —a<zx<0 R o—ike -
© x>0 — 7 1| oI
com Vp > 0. D 0 T
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1. [2 val] Mostre que a equagao para os estados ligados (E < 0) neste

potencial é
Q@
cotga = ——

onde, como habitualmente, ¢ = \/Qm(VO — |E))/h? e a = \/2m|E|/h*.

2. [1 val] Qual o valor minimo de Vj para que haja estados ligados? Para analisar esta questao
devera representar graficamente da relacao anterior. Para esse fim podera ser util usar a relagao

que vimos na aula
2mVya?
aa =\/A—(qa)?, com \ = mh20a

2
18h 0

ma?’

3. [1 val] Quantos estados ligados existem para V =

4. [1 val] Nas condigoes da alinea anterior, esboce um gréfico da fun¢ao de onda para o estado
fundamental e para o ultimo estado ligado (o de maior energia).

5. [3 val] Considere agora o problema da difusao nesse potencial, isto é, admita que E > 0 e que
para r < —a a funcao de onda é dada por

ur(z) = ehr 4 Re~the

Calcule R e mostre que |R| = 1. Mostre que no limite V; — 0, temos R = —1. Explique
porque.

Formulario

e Poco de potencial infinito
V=0parad<zxr<aeV =occparaxr < 0ex > a As fungoes préprias do operador
hamiltoneano H ( i.e. da energia) sao:

/2 2
Up(x) =4/ — sin <n_7rx> : E, = ;T 5 n? .
a a ma

e Poco de potencial infinito simétrico
V =0para —a/2 <z < a/2eV = o0 parax < —a/2 ex > a/2. As fungoes préprias do
operador hamiltoneano H ( i.e. da energia) sdo (n =1,2,3,...):

2 2
u, (r) = /= sin AT - 2
" a a E; = Ey(2n) m2h?

2 Ef= E, 2n—1)° ~ 2ma?
ut(x) = \/j cos {(271— 1) zx} o { )
a a




e Primitivas para os problemas do pocgo infinito

/ dy sin®(y) = %y - isin@y)
/dy sin(ny) sin(my) = m sin[y(m —n)] — 2m ) sinfy(m+n)] 5 m#n
/ dy ysin(ny) = y{ B Sin(j;by)y B 0088(2;1@/)

/dy ysin(ny) sin(my) = 1 (COS((m —n)y)  cos((m+n)y) n ysin((m — n)y)

2 (m —n)? (m +n)? m—n
ysin((m + n)y) '
B m+n ) P m#n

e Oscilador harmoénico: Polindmios de Hermite
As fungoes préprias sao

mw>1/4 1

un() = (ﬂ o

onde y = |/%#x e os primeiros polinémios de Hermite sao:

Hy(y) e/

HO — 1
H1 = 2
Hy = 42° -2

Hy, = 823 —12z¢
H, = 16z* —482% + 12

As energias sao dadas por

1
E, = (n+§> hw n=20,1,2,3,...

e Oscilador harmoénico: Operadores A e A

2 1 1
H=2 4 —mu??=ho <A+A + —>

2m 2 2
onde
mw . p [mw . p
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2h vV 2mwh 2h vV 2mwh
com

[A, A+] =1

Os estados correctamente normalizados sao
1 n
n) = —= (A+) 10)

n!

com A|0) = 0.



