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7.1 Mostre que, em coordenadas esféricas, se tem
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7.2 Os polinémios de Legendre P,(z) sao definidos através da seguinte férmula de Ro-

drigues
1 /d\', .,
Pz) = 5 <%) (z% —1)

Verifique que

Py=1, Pi=z, P=-(32>-1), Py==(52°—3x)
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Confirme estes resultados com o comando LegendreP[n, x| do Mathematica.

7.3 Os polinémios associados de Legendre podem ser obtidos a partir dos polinémios de
Legendre através da relacao,
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Obtenha os polinémios P"(z) para [ = 0,1,2 ¢ —[ < m < [. Confirme os resultados
usando o comando LegendreP[n, m, x] do Mathematica. Notar que a minha convencao dos
sinais, é a mesma do Mathematica, mas nao é exactamente a mesma do Gasiorowicz. Ha
um factor (—1)™, designado por fase de Condon-Shortley, que eu incluo nos polinémios
associados de Legendre e o Gasiorowicz inclui na defini¢ao das harmonicas esféricas. Assim
a minha definicao de harmonicas esféricas é
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resultando no mesmo resultado do que o Gasiorowicz. Use o comando do Mathematica,
SphericalHarmonicY[1l,m, teta, phi], para verificar esta afirmagcao.
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7.4 Usando os resultados dos problemas anteriores mostre que se tem
2 o m2
26 —i—cot«?% ~ 57y +1(l+1)| P™(cosf) =0
paral=0,1,2e =l <m <.
* 7.5 Gasiorowicz 7.1

*7.6 Gasiorowicz 7.3

7.7 Gasiorowicz 7.4

* 7.8 Gasiorowicz 7.5

7.9 Gasiorowicz 7.6
*7.10 Gasiorowicz 7.11

*7.11 Adaptado de Griffiths 4.19 (Ver também Gasiorowicz 7.8)
Considere um potencial esfericamente simétrico, isto é, V' =V (r), onde r = /22 + y% + 22
é a distancia a origem. Mostre que

[H,L,)=[H,L,)=[H,L.]=[H,L*]=0

onde )
H= 2p—m +V(r), com p°=pl+p;+p;
E portanto possivel ter funcoes préprias simultaneas de H, L? e L.
*7.12 Adaptado de Griffiths 4.20

a) Prove que para uma particula num potencial arbitrario, V (7), a taxa de variagdo do
valor médio do momento angular é igual ao valor médio do momento da forca, isto é,

#{0)=(¥)

N =7x (=VV)

onde

b) Mostre que para qualquer potencial esfericamente simétrico, isto é, V' = V (r), entao
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7.13 Na aula usamos a relacao
L0, 0] L. Lm) = = (6.l m) )
h 790 2 ] - &,0 790 9

Esta relacao pode parecer um pouco estranha embora seja semelhante a uma que de-
monstramos no capitulo 6, para o oscilador harmonico
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Para compreender esta relacao vamos ver uma série de questoes que nos vao permitir
compreender melhor a relagao entre o momento angular e as rotacoes no espaco a trés
dimensoes.

a) Mostre que se rodar um vector 7 em R® dum angulo infinitesimal o em torno duma
direccao definida pelo vector unitario &, obtemos um novo vector dado por

P =F+ad XF=7+axTF (2)

onde se definiu @ = ad, |d| = a. Se tiver dificuldade em compreender esta relagao veja
o caso particular de rotacoes a volta dos eixos do referencial, por exemplo, para uma
rotacao infinitesimal em torno do eixo dos z,

¥=x—-oay, yY=ytaxr, ==z

b) Mostre que .
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onde L é o operador momento angular, e portanto, para rotagoes infinitesimais,
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Pt |a-Lr] (3)
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c) Vamos agora generalizar Eq. (2) para rotagoes finitas. Mostre que se rodar o vector 7
dum angulo finito, «;, como indicado na Figura junta, se obtém,
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Se tiver dificuldade em compreender a Eq. (4), veja ca- 7l /]
sos particulares de rotacoes finitas em torno dos eixos
coordenados. Por exemplo, para uma rotagao em torno
dos eixos dos z dum angulo a temos,

/ : / :
r =zcosa—ysina, Y =xsina-+ycosa, 2 ==z

d) Vamos agora generalizar a Eq. (3) para transformagoes finitas. Mostre que a expressao
correcta é
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r=en®l i emndk (5)

Esta expressao indica que o resultado para transformagoes finitas se obtém do resultado
infinitesimal simplesmente exponenciando este ultimo. Este resultado é conhecido da
matematica para os grupos de transformagoes continuas, designados por grupos de Lie,
de que as rotacoes em R? sdo um exemplo. Para mostrar que a Eq. (5) é equivalente &
Eq. (4) terd de seguir os passos seguintes:



e Usar o Lemma de Baker-Hausdorff (ver problema 5.8, Gasiorowicz 5.12) para es-

crever:
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e Mostrar que:
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Para obter estes resultados ¢ muito conveniente usar a seguinte notacao para o

produto externo
Ax B= ez‘jkAjBk é;
onde a soma sobre indices repetidos estd implicita (convencao de Einstein) e €5, é

o tensor completamente anti-simétrico de Levi-Civita definido por
+1 se {i, 4, k} for permutagao par de {1,2,3}

—1 se {i,j,k} for permutacao impar de {1, 2,3}

Cijk =
set1=7, j =k, out=k, isto é, dois indices iguais.
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e Reagrupar os termos para obter as séries de sin « e cos .

e) Nas alineas anteriores vimos que existe uma relacao entre rotacoes em R? e o operador
do momento angular. Vamos agora ver quais as implicagoes para os estados em mecanica
quantica. Seja o estado |rp) o estado proprio do operador 7, com valor préprio 79, isto é,

Top |70) = 70 |T0)

Como o operador 7, é hermitico também devemos ter
(To| Top = 7o (o]

Apliquemos agora Eq. (5) ao (i|. Obtemos
(o] el Top e wd L — @

onde 1’y é o resultado de rodar 7y por um angulo a em torno de &. Multiplicando a direita

202
por ex%L obtemos
(To| en™™ 7op =
¢ um estado proéprio de 7,, com valor préprio /5. Podemos
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o que nos diz que (7| en® L
portanto escrever
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o que mostra que L é o gerador das rotacoes em R3. Para transformacoes infinitesimais
esta equacao reduz-se a

(7 <1+%o7-i) = (o + @ x 7| (6)

f) Estamos agora em posi¢ado de demonstrar a Eq. (1). Para isso consideremos uma
rotacao infinitesimal em torno do eixo dos z por um angulo . Em coordenadas esféricas
isso corresponde a

r=r, =0, J=p+a

pelo que podemos escrever para a Eq. (6)
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onde fizemos um desenvolvimento em série retendo somente os termos em primeira ordem
em «, o que é correcto para as transformacoes infinitesimais que estamos a considerar.
Igualando termo a termo, obtemos finalmente a Eq. (1),
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como o coeficiente do termo linear em o.

g) O mesmo tipo de argumento pode ser usado para obter

(0, p| Ly |l,m) = he* (:i:g + i cot Qi) 0, p|l,m)
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h) Use estas técnicas para mostrar que
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e Top€ =Top + 0@

onde @ é um vector constante, e que portanto
igF Lo
(7ei™ = (7" + d

o que mostra que p'é o gerador das translagoes (ver problema 6.9).

i) Use os resultados da alinea h) para mostrar que de facto se tem para os estados do
oscilador harménico (a uma dimensao)
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