Mecanica Quantica — Exame Exemplo

Curso de Engenharia Biomédica — 2008 /2009
Duracao 3h

1. Escreva sempre a expressao literal final do que deseja calcular numericamente em
termos das varidveis a utilizar e nao dos valores numéricos destas. Justifique todas as
afirmacgoes que fizer. Seja sucinto.

2. Para quem ja fez o 1° teste e quiser fazer s6 o 2° teste, tera que responder as perguntas
IV, V, VI e VII, que valerao o dobro para esse caso e a duragao sera de 1h30m.

I (2 valores)

Para cada uma das questoes seguintes diga se sao verdadeiras ou falsas. Justifique numa linha a sua resposta,
isto é, indique a razdo sem fazer contas.

1. Os valores préprios dum operador Hermitico podem-se escrever na forma A\ = €'*, com « real.
2. Para qualquer estado |n) do oscilador harménico temos (n|x |[n) = 0.

3. Para qualquer estado |¢), normalizado, temos sempre (¢|H |¢)) > Ey, onde Ej é o valor préprio mais
baixo de H (estado fundamental).

4. Se A e B forem operadores hermiticos, entao (A + B)2 também ¢é um operador hermitico.
IT (4 valores)

Uma particula encontra-se no potencial dum oscilador harménico unidimensional com frequéncia angular
classica w. Em t = 0, a sua funcao de onda é

U(z,0) = A2up(z) — 4u () + uz()]

onde u,(x) é a solucdo normalizada da equagdo de Schrédinger independente do tempo, com a energia
E, = hw(n+ %), paran =0,1,2,....

1. Qual é a probabilidade de obter a energia F; numa medicao?
2. Calcule o valor médio da energia da particula (em multiplos de hw).
3. Escreva a expressao para ¥(x,t)

4. Determine o tempo minimo 7" ao fim do qual se tem ¥(z,0) = ¥(z,T)
IIT (4 valores)

Considere o seguinte potencial a uma dimensao:

h2)\ o Tr < —a

isto é, um poco de potencial infinito com uma funcao delta na origem. Considere que A > 0. Para o
problema convém relembrar que na auséncia da funcao delta (A = 0) o estado fundamental e o primeiro
estado excitado sao, respectivamente,

1 T B h2m2 1 | 7wz B h2n2
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1. Na presenca da fungéo delta, as fungoes de onda do estado fundamental continuam a ser fungoes
préprias da paridade. Explique porqué.

2. Usando o facto de que o estado fundamental deve ser uma fungdo par, mostre que a equacao de
quantificacao da energia desse estado é

2ka
tan ka = — ——
an rKa b\

onde k = /2mE /K.

3. Mostre (graficamente) que aquela equagdo tem sempre solugao. Verifique que obtém o resultado
correcto no limite A — 0.

4. Considere agora o 1° estado excitado. Usando o facto de que é uma solugdao impar determine a sua
energia. Como compara com FE_7 Mostre que para qualquer valor de A a energia do 1° estado excitado
é sempre maior do que a energia do estado fundamental.

5. Faga um gréafico aproximado das fungoes de onda do estado fundamental e do primeiro estado excitado.

6. Considere agora A < 0. Verifique que existe um estado fundamental com E < 0 desde que |A\| > Ay > 0.
Determine \g.

IV (2 valores)

Para cada uma das questoes seguintes diga se sao verdadeiras ou falsas. Justifique numa linha a sua resposta,
isto é, indique a razdo sem fazer contas.

1. Duas particulas de spin 1 estdo num estado com nimero quantico magnético m = 0. A probabilidade
de uma medida do spin total dar o valor 6%2 é 0.

2. Uma particula num potencial central est4 num estado descrito pela expressao

1 1 1
) = 10) (5 110+ S5 110 + = 11 -1) )

onde os estados |I,m) sdo os estados préprios de L2 e L,. Faz-se uma medida de L? e obtém-se h2. A
probabilidade duma medida de L, feita imediatamente a seguir & medida anterior, de dar —h é 1/3.

3. Uma particula num potencial central estd num estado descrito pela expressao
P(r,0,¢) = Ae™ /78 gin? 0 sin 2p

A probabilidade duma medida de L, dar L, = 2h é 1/2.

Ze 1
4. Num &tomo com numero atémico Z (nimero de protoes) o potencial de Coulomb é V(r) = py—
TEY T
Considere que tem s6 um electrao. Entao a energia do estado fundamental desse iao é dada por

Ey(Z)=—-13.6Z eV.
V (2 valores)
Considere os estados préprios do momento angular |1, m)

1. Calcule o elemento de matriz
(1, m|L2|1,m)



2. Mostre que o elemento de matriz
(I,m|LyL,Ly|l,m)

se anula para m = 0.
VI (3 valores)

Considere o problema do rotor plano com o Hamiltoniano

g2 m
2 2@ dy?

As fungdes proprias ortonormalizadas deste problema sao

1 . 2w
Uy = \/ﬂem‘p, n=0,+1,+2..., com /0 d 1y by = Omn

e energias
h2 2
B, = —"
21

Considere agora uma perturbacao deste sistema da forma

2

h
Hy =Vycos2p, V<< Yi

1. Determine a correc¢ao de 1 ordem ao estado fundamental.

2. Determine a correccao de 1* ordem ao primeiro estado excitado. Faca um diagrama das energias antes
e depois de aplicar a perturbacao. Nota: Nao esquecer que o 1° estado excitado é degenerado.

3. Determine a correccao de 2% ordem ao estado fundamental.

Sugestao: Os cédlculos deste problema simplificam-se se escrever a perturbacao em termos de exponenciais
complexas.

VII (3 valores)

Considere um sistema de duas particulas de spin % fixas nas suas posi¢oes no espago. A interaccao entre as
duas particulas é descrita pelo Hamiltoniano,

H:—§1-§2+%3_"(§1+§2)

;. . ~ H“B ; . ..
1. Encontre os niveis de energia em funcao de n = e faca um gréafico aproximado da variacao com

0
n.

2. Encontre o valor do campo B para que dois dos niveis tenham a mesma energia (level crossing).



