Mecanica Quantica — Exame — 4/2 /2009

Curso de Engenharia Biomédica — 2008 /2009
Duracao 3h

Escreva sempre a expressao literal final do que deseja calcular numericamente em termos
das variaveis a utilizar e nao dos valores numéricos destas. Justifique todas as afirmacoes
que fizer. Seja sucinto. Todas as alineas tém igual cotagao, excepto no Grupo III, onde
a cotagao esta explicitamente indicada.

I (4 valores)

Para cada uma das questoes seguintes diga se sao verdadeiras ou falsas. Justifique numa linha a sua resposta,
isto é, indique a razdo sem fazer contas.

1. Se os operadores A, B e H obedecem as seguintes relagoes de comutacao:
[A,B]#0, [AH]=0, [B,H|#0

entao podemos encontrar funcoes proprias do Hamiltoniano H que sao funcoes préprias simultaneas

de A.

2. Considere uma particula numa caixa de largura a tal que (V =0se0 <z <a,V =0c0sex > aouzx <
0). A particula encontra-se num estado tal que (E)= 72h?/(2ma?). Uma medida da energia do estado
encontra o valor Fy = 472h?/(2ma?) com probabilidade 1/2.

3. As fungées préprias do operador Hamiltoniano para o oscilador harménico a uma dimenséo, sdo fungoes
préprias simultaneas dos operadores Hamiltoniano e Paridade.

4. Um poco de potencial de largura 2a e profundidade —Vj tem sempre, pelo menos um estado ligado.

5. Duas particulas de spin 1 estdo num estado com nimero quantico magnético m = —2h. A probabili-
dade de uma medida de S2, onde S é o spin total, dar o valor 6% é 1.

6. Uma particula num potencial central estd num estado descrito pela expressao

1 1 1
) = £(r) (ﬁ 10)+ = 1.0)+ = 0.0))

onde os estados |I,m) sdo os estados préprios de L? e L,. A probabilidade duma medida de L., de
dar um valor diferente de zero é 1/3.

7. Considere uma particula no estado fundamental do oscilador harménico a uma dimensao com energia
Ey = %hw. Aplica-se uma perturbacao H; = A hwy/mw/hx, com A < 1. A correcgao, de 1* ordem, &
energia do estado fundamental é dada por AEy = A\ hw.

8. Considere uma particula de massa m e carga —e < 0, com spin 1/2 fixa no espago. Aplicamos um

_, - o e = =
campo magnético B = Bé,. O Hamiltoniano do sistema é entdo dado por H =—-M-B = —S5-B. Os

m
2 niveis de energia ficam espagados de AFE = 2upB onde up = eh/(2m).

IT (4 valores)
Seja um electrao no poco de potencial V=0para0 <z <aeV =ocoparax <0ex > a.
1. Suponha que o electrao se encontra no estado
Yal2,0) = 2y (2) + Aus(x) + Bua(x)

2

Qual probabilidade de uma medida da energia do sistema dar o valor F3?



2. Determine A e B (reais e positivos) sabendo que (E) = 2 E.

3. Considere agora o estado
Yp(x,0) = Cuy(x) + Dug(x)
a 16a

Determine C' e D sabendo que (x) = 3 + 02

4. Qual o valor médio do quadrado do momento no estado 1?7 Se nado resolveu a alinea c¢) apresente o
resultado em funcao de C' e D.

e que C e D sao reais com C' > 0.

ITI (4 valores)

Considere o seguinte potencial a uma dimensao:

00 z <0
0 O<z<a
Viz) = Vo a<x<2a V=00 V=00
00 T > 2a !
com Vy > 0, tal como indicado na figura. Vo E
S A
0 a 2a

1. [1 val] Considere E > V), isto é, V = 0. Determine os niveis de energia nessa aproximagao. Faga um
esboco da funcao de onda para o estado fundamental.

2. [0.5 val] Considere agora o caso 0 < E < Vj. Sem fazer as contas, desenhe aproximadamente as
funcgoes de onda para o estado fundamental e para o primeiro estado excitado, admitindo que existem
nestas condicoes.

3. [1 val] Considere agora que E > V. Mostre que a equagao para os estados ligados se escreve

k cot(ka) = —q cot(qa)

onde, como habitualmente, k = \/2mE/h? e ¢ = \/Qm(E —Vo)/h2.

4. [1 val] Considere agora as condigoes da alinea anterior com

9712h? 2mVpa?
= —

_ 2
" 2ma? R (37)

Vo

Mostre que nestas condigoes existe uma solugdo que se anula em = = a, isto é, tal que sin(ka) =
sin(ga) = 0. Faga o gréfico da fungao de onda.

5. [0.5 val] Para a situacao considerada nas duas tltimas alineas diga se a probabilidade de encontrar a
particula é maior no intervalo 0 < & < a ou no intervalo a < z < 2a. Justifique.

IV (2 valores)

2
A fungéo de onda para t = 0 dum rotor rigido a trés dimensées com Hamiltoniano, H = 5T ¢é dada por

»(0) = wﬁsinﬁcosgo

1. Quais os valores possiveis para uma medi¢ao de L, e com que probabilidade ocorrem esses valores?

2. Qual é o valor de (L,) para esse estado?



V (3 valores)

. . . 1 0 s
Considere um sistema com dois estados, |1) = ( ) ,2) = ( 1 ) e com um Hamiltoniano Hy representado,

nesta base, por

Ho=1 Es

com Fy # Fs.

1. Considere uma perturbacgao que se pode escrever nesta base

A 0

=149 _a

Calcule as correcgoes de primeira ordem aos niveis de energia do sistema.
2. Considere agora uma correccao da forma

0 A

H=1 A o

Mostre que as correcgoes de 1* ordem sao nulas. Calcule as correcgoes de 2% ordem usando teoria de
perturbacoes.

3. Resolva o problema exactamente para o Hamiltoniano H = Hy + Hy e compare com os resultados da
alinea anterior, no limite em que A < E1, Es.

VI (3 valores)

Considere uma particula de massa m e carga —e < 0, com spin % fixa no espago. Descrevemos o sistema na
base em que S, é diagonal. No instante ¢ = 0, o sistema esta no estado up, isto é,

wm=<é>

Um campo magnético B = By €, ¢ aplicado segundo o eixo dos . O Hamiltoniano do sistema é entao

—

H=-M -B=—58-B=pugBj o,

e

m
eh -

onde pup = 7m ¢ ° magnetao de Bohr.

1. Determine os valores préprios e vectores préprios do Hamiltoniano.

z h
6 npBo

2. Qual a probabilidade que uma medida do spin segundo o eixo dos z, ao fim do tempo ty =

dé o valor —h /27



