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Principios basicos de Mecanica Quantica

Sumario

Eq. Schrodinger

Atomo Hidrogénio

Listamos os principios basicos de Mecanica Quantica:

a

Para um dado estado do sistema hd uma fun¢ao de estado |®) que contém
toda a informacao possivel sobre o sistema.

¢ Em muitos casos tratamos com a representacido do estado |®) em termos
das coordenadas, a chamada func¢do de onda ¥(qg;, s;, ).

& |U(q,s;,t)|° >0 tem a interpretacio duma densidade de probabiblidade
de encontrar a particula num estado com coordenadas ¢;, nimeros
quanticos internos s; no instante t.

As observaveis fisicas sao representadas por operadores hermiticos,

0 0
i — —th— |, E h—
pi — —1 94, — 1 5

O estado |®,,) é um estado préprio do operador 2 se
QD) = wy |Pn)

onde |®,,) é o estado préprio que corresponde ao valor préprio w,. Se (2 e
hermitico entao w,, sao nimeros reais.
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a

Para um conjunto completo de operadores que comutam {€21,{2s,...}, existe
um conjunto completo de funcoes préprias simultaneas, ¥,,. Um estado
arbitrario (fun¢do de onda) pode ser expandido neste conjunto

@:Zaan

O resultado duma medida da observavel ) é qualquer dos seus valores préprios
w, com probabilidade |a,,|?. O valor médio duma observavel é

< Q >y = Z/dQI QZasza )Q\Ij Qz7527 Z|an|2wn

A evolucao temporal do sistema é dada por

o .
th— = H¥ | (O Hamiltoniano H é um operador linear e hermitico)

ot

A linearidade implica o principo da sobreposicao e a hermiticidade conduz a
conservacao da corrente de probabilidade

dtZ/dql U = hZ/dql (HU)*& — U*(HU)] =0
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Eq. Schrodinger

e Potencial Central

® Harmodnicas esfér.

Atomo Hidrogénio

A3 Equacdo Schrodinger a 3 dimensoes

. 8\11(77’15) hQ 2 — — 3 2
— = —— 1\ Ul =1

ih Y [ va + V(7)) | W(r, 1), /d r|W|

A Simetria esférica

07 L 29 L?

Cor2  ror  p2p2

vQ

onde L é o operador momento angular, para separar ainda mais as solucoes.

A  Sabe-se que as funcdes préprias do operador L? s3o as harménicas esféricas,

Isto €,
L*Yim (6, ¢) =h° 1(1 + 1) Vi (6, ¢) (1)
L.Yim(0,¢) =hmY,(0,¢) . (2)

Notar que as harmdnicas esféricas sao funcoes prdéprias simultdneas dos
operadores L, e L? pois eles comutam.
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® Harmodnicas esfér.
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A Para o caso de simetria esférica V (7)

V(r), a equagdo de Schrodinger
separa-se nas 3 variaveis 1, 0 e ¢,

®(r,0,0) = R(r) Yim(0, )

onde a funcao radial satisfaz a equacao

" <d2R + Qd_R) + [V(r)+ " Z(HI)] RE=FER

om \dr2 ' rdr 2m 2

E por vezes conveniente escrever R(r) = u(r)/r. Entdo a fun¢io u(r) satisfaz

he d?
T4 [V(r)+

2m, dr?

p? 114 1)
2

]u:Eu
2m r

que é uma equacao para um potencial a uma dimensao aumentada pela
barreira centrifuga.
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Uit As harmonicas esféricas sao o produto da solucoes das equacoes para 0 e ¢
Principios MQ
Eq. Schrodinger d d(,_) m2
oPotenciI Central _<Sln 9_) _l_ E(ﬁ —|_ 1) Sln@ — — 14 @ — O .
df do sin 6
Atomo Hidrogénio
1 d?°® 5
- —m
d dp? £

convenientemente normalizadas,

Yom, (0, p) = NgmePKm‘Z(@)eimW

2641 (6—me)]?

Nm =(—1 )
emy = (=1) 4 (L4 my)!

onde P,"*(f) sdo os polinémios associados de Legendre e a normalizagdo é
convencional.
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a

No nosso estudo simplificado vamos considerar o protao como fixo e o eletrao
descrevendo um movimento em torno dele.

Assim a energia potencial do eletrao no campo do protao é

1 e?
Vir)=— —
(r) Admeg T

onde r é a distancia entre o eletrao e o protao.

Como se trata dum potencial com simetria esférica (potencial central) as
solucdes sao da forma geral,

¢n,l,m(ra 0, Cb) — Rnl(r) Ylm(97 ¢)
onde a equacao radial é

2mE
72

00+ 1R

2mr2

R+ R=0.

Vir)+

As harmodnicas esféricas sao o produto da solucoes das equacoes para 0 e ¢
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As Unicas solucoes que satisfazem as condicoes apropriadas sao aquelas para as
quais m; € inteiro,

mp =0,41,42, ...

~

As (nicas solugdes que sdo finitas em todo o lado (para todos os #’s) sdo
aquelas em que

620,1,2..., €Z|mg|

Quando resolvemos a equacdo radial para R(r) encontramos que as (nicas
solu¢Bes que sdo finitas em toda a parte (isto é, para 0 < r < 00) sdo aquelas
para as quais

1/ e \*m? 1
En:_§ (47‘(‘50> ?ﬁ ) n:1,2,3,... L <n

As restricoes em my e £ podem ser reescritas na forma seguinte:

me=0,+1,4+2 .. 40 e £=0,1,2,..n—1.
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a

O facto mais importante destes resultados, é que a energia do atomo é
quantizada. Resulta das exigéncias fisicas sobre as funcoes de onda.

O segundo facto é que a expressao para a energia é exatamente a encontrada
no dtomo de Bohr. A energia depende somente do inteiro n, chamado ndmero
quantico principal.

Como para cada valor de n hd vdrios valores admissiveis para £ e my, é
possivel o eletrdo ter caracteristicas diferentes e manter a mesma energia
estados degenerados.

n—1
Grau de degenerescéncia = Z Z 1= Z (20 +1

{= Omg—

A grandeza fisica que distingue os estados é o momento angular. Pode-se
mostrar que o quadrado do momento angular L? i.e.
[L* L.]=0, [L? H]=0,

L*=L;+ L, + L7, [L.,H] =0

e L., comutam simultaneamente entre si e com o Hamiltoniano

Assim as fun¢des de onda ¢, deverdao ser fungdes préprias simultaneas de
H I?eL,.
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Sumério 3 A funcao de onda do eletrao deve ser normalizada, isto é
Principios MQ

Eq. Schrodinger

Atomo Hidrogénio / |¢n£m£ |2dv — ]. .

@ Resultados

e Significado
A No sistema de coordenadas esféricas temos

e Ortogonalidade

e Funcdes de Onda

o / s [2dV = / drr2| Ry (1) 2 / 40 Yo, |2 = / drr2| Ry (r)2 = 1
0

e Momento Angular Io)

® Teoremas

onde se usou o facto de as harmdnicas esféricas estarem normalizadas

Notar que daqui resulta imediatamente que [R,,(r)] = [distancia]~3/2.

Para Ryo(r).

00 3 poo
1 -
/ drr’R3, = 4 (—) / drr2e” 7o
0 o 0
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3 Para valores de ¢ diferentes as funcoes R,y ndao tém que ser ortogonais pois

Sumério essa ortogonalidade é assegurada pelas harmdnicas esféricas.
Principios MQ

e eerad 3 Contudo para o mesmo ¢ devemos ter
g. Schrodinger

Atomo Hidrogénio

O
@ Resultados
2
e Significado / d,r”r RnéRn’ﬁ — 57’!,’)?,/ .
0

e Propriedades

e Ortogonalidade

e Funcdes de Onda
e O Spin
e O programa Spin

3 Verifique este resultado para Ry e Rp.

e Momento Angular

o0 1 o0 _ 3
® Teoremas / drr2R20R10 — \/5(—>3 / d7“7“2(1 — L)e 2:’0
0 0

To 210
8v2 [ 1
= 2—{ : 3% (1 —~ 55) e "
onde se usou o resultado geral (integral de Euler)
/OO d&“ne—ﬁ —nl [ Ver Notebook FunctionsAtomoH.nb
0
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Vimos que as funcoes de onda sao da forma,

wnﬁmg (7“, 97 90) — Rnﬁ(r)nmg (97 90)

Para as as harmonicas esféricas temos,

=0
(=1
{=2

1
Vg — ——
00 i
3 .
Y11 = — —e'Psinf
T
3
Yio = py cos 6
Yi1=-Y
13
YQQ = 32—7-‘_62290 Sin2 0
15 .
Yo1 = —1/ —¢€*?sinf cos b
T
Yoo = i(3(;0829 —1)
7V 167
Y2,—1 — _Yz*l
Y2,—2 — Yz*z

[ [ 49 Y33,,0,6) Yo 0.60) = 810
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Usando o raio de Bohr,

A
ro = = 0.53A |
mco

Temos entao

Jorge C. Romao

FP-2013 - 14



TECNICO
LISBOA

O Spin

Sumario

Principios MQ

Eq. Schrodinger

Atomo Hidrogénio

® Resultados

e Significado

e Propriedades

e Ortogonalidade

e Funcdes de Onda
e O programa Spin
e Momento Angular
® Teoremas

3 Para resolver contradicoes no espetro dos atomos do tipo do hidrogénio na

presenca dum campo magnético, o chamado efeito de Zeeman, G. Uhlenbeck e
S. Goudsmit propuseram que o eletrdo possuia um momento angular intrinseco
chamado spin, S.

3 A palavra spin vem do inglés e quer dizer rodar mas é usada na literatura de

fisica sem traducao e significando esta propriedade do eletrao.

3 Mais precisamente, em mecanica quantica S é um operador que obedece a
algebra do momento angular, isto é,

[S,,8,] =ihS., [Sy,S.] =ihSs, [S.,S,] = ihS,

7 Os seus valores préprios sao

- =

S?2 =5.8=s(s+1)h* com s =
SZ :msh ; m3::|:

N~

N

Isto é, toma valores semi-inteiros.
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3 Associado ao spin .S existe um momento magnético [is dado por

@:—95

m

3 Por vezes escreve-se esta expressao na forma equivalente,

. el &
fis=—2—-95 g=2
2m
onde g é a chamada razdo giromagnética. O valor g = 2 para o eletrao foi

determinado experimentalmente para explicar o espectro dos dtomos.

3 Ao nivel da equacao de Schrodinger, o spin é postulado como um nimero
quantico adicional para o eletrao, e o fator g determinado experimentalmente.
O spin sé aparece naturalmente no quadro da teoria relativista de Dirac que
prevé exatamente o valor g = 2 para o eletrao

A3 O estado do eletrao é entao completamente especificado pelos niimeros
quanticos n, ¢, my e ms (pois s = 1/2 sempre). Notar que [Z, 5] = 0 pois L e
S atuam em espacos diferentes. A equacao anterior explica porque é que é
possivel ter funcoes préprias simultaneas de LeS.
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@ Resultados File Edit Design Control Initialize Help
e Significado

[=FE R "™

e Ortogonalidade

[»
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e O Spin
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L4]

1] Il [ T
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Vlmos que o estado do eletrao pode ser descrito por dois momentos angulares,
L (momento angular orbital) e S (spin).

Em muitas aplicacoes é importante definir o chamado momento angular total,

— —

J=L+S5.
Que J é um momento angular é facil de ver pois obedece a dlgebra usual

Sz, Jy] =ik, Iy, J.| =ihdy  [Js, Jo] = ihd,,
Quais os valores possiveis para J? Estd fora do Ambito deste curso

introdutdrio fazer uma apresentacao completa da teoria do momento angular.

Os resultados sao no entanto simples de apresentar e serdao relevantes para a
compreensao da estrutura dos dtomos e moléculas. Vamos apresenta-los sob a
forma de teoremas, sem demonstracio:

Jorge C. Romao
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Sumario
Principios MQ Seja um operador J que obedece a dlgebra do momento angular. Entdo os
S el e valores préprios de J? = J - J e J, sdo
Atomo Hidrogénio
® Resultados 2 L. 2
e Significado J — ](] —+ ].)h y Jz — mjh
e Propriedades
e Ortogonalidade ., . . L. . ]
o FuncBes de Onda em que j é um inteiro ou semi-inteiro e m; toma os (2 j + 1) valores
e O Spin
e O programa Spin . . . .
e Momento Angular m] — _]7 _] —|— 1’ ,] — 1,] .

3 Casos particulares deste teorema, sao evidentemente os casos J = L onde

= /¢ = inteiroe J = S onde j = s = 1 = semi-inteiro.
2

7 Teorema 2

Seja J = J; + J5 o momento angular correspondente a soma de dois
momentos angulares com valores j1 e jo. Entao o valor j correspondente a J
pode tomar os valores

71— 72| <7< 51+ 7J2 .
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A7 Teorema 3

Seja J = J; + J2. Entdo o nldmero de valores possiveis de m,; obedece a

relacao

J1+72

Y @Ri+)=02Ha+1) 245m+1).

|71 —J2|

A Exemplo: Tabela para os valores possiveis para j e m; para um eletrao
(s =1/2) de momento angular £ = 0,1 e 2.

J m;

1 11

2 272

1 11

2 212

3 3 113
2 2" 2 2'2
3 3 113
2 2" 2 2'2
] 5 3 _11 35
2 2" 2 22 2'2
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