Capitulo 1

Breve Revisao de Mecanica
Quantica

Seguimos as secgoes 5.1 a 5.3 do Griffiths [1] e a sec¢ao 1.1 do meu texto de Introdugao
a Teoria de Campo [2]. E assumido como pré-requisito o conhecimento do essencial
dos capitulos 1 a 5 do livro Quantum Mechanics do Griffiths [3].

1.1 Principios basicos da mecanica quantica
A mecanica quantica [3,4] baseia-se nos seguintes principios:

e Para o estado fisico existe uma fungao de estado |®) que contém toda a in-
formagao possivel sobre o sistema. Na maior parte dos casos tratemos com
uma representagao do estado |®) em termos das coordenadas, a chamada
fungao de onda ¥(g;, s,t) onde s designa outros nimeros quanticos para além
dos possiveis de descrever a partir das coordenadas (por exemplo o spin).
| W (g, s4,t)]> > 0 tem a interpretacao duma densidade de probabilidade de en-
contrar o sistema num estado com coordenadas ¢;, niimeros quanticos internos
s;, no instante t.

e As observaveis fisicas sao representadas por operadores hermiticos lineares.
Por exemplo

: —1 1.1
D — m@ql- (1.1)
.0

e Um estado |®) do sistema é um estado préprio de operador 2 se

1
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Q®,) = w, |®,) (1.3)

onde |®,) é o estado préprio a que corresponde o valor préprio w,. Se Q for
hermitico entao os w, sao reais. Na representacao das coordenadas temos

Qq, s,t)¥(q, s,t) = w,¥(q, s, t) (1.4)

e Existe um conjunto completo e ortonormal de fungoes préprias, ¥,,, dum con-
junto completo de operadores que comutam {2, s, ...}. Uma func¢ao de onda
arbitraria pode ser expandida em termos desse conjunto completo

U=> a0, (1.5)

e O resultado duma medicao é qualquer um dos valores préprios. Se ¥ =
>, an¥, com QV, = w,¥, entdo o resultado da medigao serd o valor w,
com probabilidade |a,|>. O valor médio duma observdvel é dado por

< Q >y= Z/dql...\ﬂ*(qi, si, O)QU(q;, 84, ) = Z || (1.6)

n

e A evolucao no tempo dum sistema fisico é dada pela equagao

ov
h— = HU 1.
ih T (1.7)

e onde o Hamiltoniano H é um operador linear e hermitico. A linearidade
implica o principio de sobreposicao e a hermiticidade conduz a conservacao de
probabilidade

%Z/dq\lﬂﬂ _ %’g/dql---www ~W(HY) =0 (18)

Exemplo 1.1 Demonstre a afirmacao anterior.
A equagao conjugada da Eq. (1.7) é

o

o

— Hy (1.9)

onde usdmos a hermiticidade de H = H'. Entdo multiplicando a Eq. (1.9) @
direita por 1 e a Eq. (1.7) a esquerda por ¥* e subtraindo obtemos

Lo et N AWt
—m<¢a+ o ¢>_—m 5 = (HY")Y — 0" HY (1.10)
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Integrando nas coordenadas e somando em todas as outras varidveis internas,
obtemos entao

%Z:/dql...\ll*\ll:%Xs:/dql...[(]{\l;)*\l/_\y*(f[\lj)]:0 (1'11)

onde o ultimo passo resulta da definicao de operador hermitico. Na nota¢ao
de Dirac

(Hy[p) = (Y[ H [y) - (1.12)

1.2 A equacao de Schrodinger

A evolucao dum sistema quantico, bem como a descoberta dos seus estados esta-
ciondrios, é obtida resolvendo a equagao de Schrodinger, Eq. (1.7). Para sistemas a
3 dimensoes a equagao escreve-se

Low(rt) [ R, .
onde o2 o2 o
i A 1.14
v oxr?  0y? + 072 (1.14)

é o operador Laplaciano.
Se V() nao depende do tempo a equacdo pode ser resolvida pelo método de
separacao de variaveis,

U (7 t) = (F) e 7P (1.15)

onde ¢ (7) satisfaz a equacao de Schrodinger independente do tempo,

hQ
5V v = B (1.16)
que tem a forma duma equacao aos valores proprios
Hy = Evy (1.17)

onde 9 é a funcao prépria do Hamiltoniano H, e E o seu valor préprio. Os estados
que satisfazem a Eq. (2.5) sdo designados por estados estacionarios com a energia
E que resulta de resolver a Eq. (1.16).

Resulta que os valores para os quais a equacao de Schrodinger independente do
tempo tem solucoes bem comportadas, isto é que satisfacam a condicao de normal-
izacao

/d3r|\11|2 =1 (1.18)

sao discretos. Para se ter uma ideia grafica do que esta a acontecer recomendo que
fagam o exercicio 2.54 do Griffiths (Quantum Mechanics [3]).
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Em muitos problemas o sistema tem simetria esférica. Nesse caso pode usar-se
o resultado, valido em coordenadas esféricas,

o> 20 L?

AR

V2 (1.19)

onde L é o operador momento angular, para separar ainda mais as solucoes. Sabe-se
que as funcoes préprias do operador L? sao as harmonicas esféricas, isto é,

L?Yi (0, ¢) =h* (1 + 1) Yi (0, ¢) (1.20)
LY (0,0) =hmY,,(0,9) . (1.21)
Notar que as harmoénicas esféricas sao fungoes préoprias simultaneas dos operadores
L, e L? pois eles comutam.
Usando estes resultados, para o caso de simetria esférica V(') = V(r), a equacao
de Schrodinger separa-se nas 3 variaveis r, 0 e ¢,

6(r,6,8) = R(r) Yin(6, ) (1.22)
onde a funcao radial satisfaz a equacao
h? (d*R  2dR R I +1)

E por vezes conveniente escrever R(r) = u(r)/r. Entdo a funcao u(r) satisfaz

_h_2d2_u+ [V(r)+h—2l(l+1)} u= FEu (1.24)

2m dr? 2m 72

que é uma equacao para um potencial a uma dimensao aumentada pela barreira
centrifuga.

1.3 O atomo de hidrogénio

1.3.1 A equacao de Schrodinger para o atomo de hidrogénio

No nosso estudo simplificado vamos considerar o protao como fixo e o eletrao de-
screvendo um movimento em torno dele. Esta é uma boa aproximagao, pois a massa
do protao é cerca de 2000 vezes maior do que a do eletrao. Assim a energia potencial
do eletrao no campo do protao é

1 e?

dteg T

Vi(r) =

(1.25)

onde r ¢é a distancia entre o eletrao e o protao. Como se trata dum potencial com
simetria esférica (potencial central) as solugoes sao da forma geral,
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1/)n,l,m(7‘a 97 ¢) - Rnl(r) nm(QJ ¢) (126)
onde a equagao radial é
1d, ,dR, 2m 0+ 1)R? 2mE
——(r"—)—— |V — | R R=0. 1.27
r2dr (r dr ) K2 (r) + 2mr? * h* ( )

As harmonicas esféricas sao o produto da solucoes das equacgoes para 0 e ¢

d, . dO . m?
@(sm QE) +/4(0+1)sin® — sin9@ =0. (1.28)
1 d?®

convenientemente normalizadas,

)/émg (97 90) = Némzpémz (e)eimw

204 1(0—m)"?
A (04 my)!

Nim, = (—1) (1.30)
onde P,"*(6) sao os polinémios associados de Legendre e a normalizacdo é conven-
cional.

O problema de encontrar as solugdes gerais das Eqs. (1.27) e (1.28) pode ser
revisto em qualquer curso bésico em mecanica quantica (por exemplo Griffiths [3]).
Para os nossos fins aqui basta-nos indicar sem demonstracao os resultados.

i) Quando resolvemos a Eq. (1.29) para ®(¢) encontramos que as tnicas solugoes
que satisfazem as condigoes apropriadas sao aquelas para as quais m; € inteiro,

my=0,£1, 42, ... (1.31)

ii) Quando resolvemos a Eq. (1.28) para ©(f) encontramos que as tinicas solugoes
que sao finitas em todo o lado (para todos os 6's) sao aquelas em que

(=0,1,2... (1.32)

0> me | (1.33)

ii1) Quando resolvemos a equacao radial para R(r) encontramos que as tnicas
solugoes que sao finitas em toda a parte (isto é, para 0 < r < 0o) sdo aquelas
para as quais

1 e? 2mzl
Ba= -3 <F> e m=l123. (1.34)
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t<n. (1.35)

Tomando em conta as Egs. (1.31), (1.33) e (1.35) as restrigdes em my e £ podem
ser reescritas na forma seguinte:

me=0,+1, 42, ... +0

(=0,1,2,...,n—1. (1.36)

1.3.2 Significado fisico dos resultados

e O facto mais importante destes resultados, é que a energia do dtomo é quan-
tizada. Tal como no caso do pogo de potencial infinito a quantificacao nao
resulta duma imposicao a priori, mas antes das exigéncias fisicas sobre as
funcoes de onda.

e O segundo facto é que a expressao para a energia é exatamente a encontrada
no atomo de Bohr, que como vimos, embora introduzida duma forma ad hoc,
explicava os resultados experimentais. A energia depende somente do inteiro
n, chamado niumero quantico principal.

e Como para cada valor de n ha varios valores admissiveis para £ e my, é possivel
o eletrao ter caracteristicas diferentes e manter a mesma energia. Os estados
1 que tém a mesma energia para valores de ¢ e m, diferentes sao designados
por estados degenerados.

n—1 +¢ n—1
Grau de degenerescéncia = Z Z 1= Z(Zf +1)=n?. (1.37)
=0 my=—¢ =0

e Se os diferentes estados correspondentes a um dado n tém todos a mesma
energia F,, qual é a outra grandeza fisica que os distingue? Se tivéssemos
efetuado os calculos em detalhe teriamos compreendido que essa grandeza ¢ o
momento angular. Pode-se mostrar que o quadrado do momento angular L?
1.€.

DPP=L2+L+ L7, (1.38)
e o momento angular segundo o eixo dos zz, L., comutam simultaneamente
entre si e com o Hamiltoniano do atomo de hidrogénio, isto é

[L*,L.)=0, [L*H]=0, [L,, H =0, (1.39)

Assim de acordo com os resultados gerais enunciados anteriormente, as funcoes
de onda e, deverao ser funcoes proéprias simultaneas de H, L?e L,.
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1.3.3 As funcoes de onda atomicas

Vimos que as fungoes de onda sao da forma,

Unim, (750, 0) = Bt ()Y, (6, ) (1.40)

Aqui vamos s6 indicar as fungoes para valores baixos dos niimeros quanticos, Para
as as harmonicas esféricas temos,

1
(=0 Yoo = —
0 47
3 .
Y1 = —4/ —€¥sinf
T
3
=1 Yio=14/—-cosf
47
Yioi=-Yq
13 .
Yoo = 1/ — 2% gin% @
321w
15 .
Y51 = —/ —€¥sinf cos b
T
=2 Yoo = i(3(:0529—1)
N 7V 167
Yo1=-Yy
Yos = Y3 (1.41)

As funcgoes préprias correspondentes a valores proprios diferentes eram ortogonais.
Para as harménicas esféricas isto significa,

/ dQ Yoy, (0, 0) Yoy (0, 0) = S0 Ormym, (1.42)

As constantes Ny, foram escolhidas para que as harmonicas estejam normalizadas
a1, isto é

[ 49 Wm0 ) =1 (1.43)

Vamos agora ver a forma das solugbes R,,(r) da equagao radial, Eq. (1.27).
Contenta-mo-nos com as expressoes exaltas de R,,(r) paran < 3. Nestas expressoes
usamos o raio de Bohr,

= 0.53A | (1.44)

g =
mco
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onde a constante de estrutura fina o é definida por
e? 1
dmeghc  137.04

(1.45)

o =

Temos entao

42 (1 \? r s
-3 R — 22 ) (1= Br
" 31(T) 3 (37’0) To ( 67”0) € ’

Rap(r) = % <3im)3/2 <%)26 (1.46)

1.3.4 Propriedades das funcoes de onda atémicas

As funcoes de onda atomicas descritas na seccao anterior tém varias propriedades
que vao ter um papel muito importante na interpretacao fisica dos resultados. Vamos
nesta secgao estudar algumas delas.

Normalizacao

A funcao de onda do eletrao deve ser normalizada, isto é

/I%zmmdv =1. (1.47)

No sistema de coordenadas esféricas devemos ter dV = r2drdQ com d) =
sin 6dfdp. Entao

/wnzmmdvz/ drr2|Rng(r)|2/dQ|ngz\2:/ drr?| Ro(r)2 =1 (1.48)
0 o

onde se usou o facto de as harménicas esféricas estarem normalizadas, Eq. (1.43).
Assim os fatores nas Egs. (1.46) sao escolhidos para que’

ITer-se normalizado independentemente R, e Yem, €, COMO veremos, muito conveniente. Nao
era contudo necessario, pois fisicamente sé a funcado de onda total ¢,.», tem que ser normalizada.
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/ drr?| R ()2 = 1. (1.49)
0
Notar que daqui resulta imediatamente que [R,,(r)] = [distancia]~%/2.

Exemplo 1.2 Verifique o resultado anterior para Rio(r).

Usando a expressao da Eq. (1.46) para Ryy obtemos

00 1 3 poo o
/ drr*R3, = 4 <—) / drr®e” o
0 To 0

— 5 [ e
2o

=1, (1.50)
como quem/amos mostrar.

Ortogonalidade das solugoes radiais R,,(r)

Para valores de ¢ diferentes as fungoes R,, nao tém que ser ortogonais pois essa
ortogonalidade é assegurada pelas harmoénicas esféricas. Contudo para o mesmo ¢
devemos ter

/ dT’T2Rn4Rn/4 = (5m/ . (151)
0

Exemplo 1.3 Verifique este resultado para Rog e Rig.
Usando as FEqs. (1.46) obtemos

00 1 () Can
/ drr® Ryg Ryo = \/5(—)3/ drr?(1 — L)e%?o
0 ro" Jo 2rg
8vV2 [ 1
= — d 2 1 — 7&
7 39 ( 35) e
8v/2 1
— V2 (o231 = 1.52
> ( 33) 0 (1.52)

onde se usou o resultado geral (integral de Euler)

/00 dé€me ™t =n! . (1.53)

0
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Nodos de R,(r)

Designam-se por nodos os zeros de R,,(r). O seu nimero é dado por

#mnodos=n—/0—1 (1.54)

Vé-se aqui um caso particular dum resultado geral, referido anteriormente, que a
estados com energia maior (n maior) correspondem duma maneira geral mais nodos.

1.3.5 O spin

Para resolver contradigoes no espetro dos atomos do tipo do hidrogénio na presenga
dum campo magnético, o chamado efeito de Zeeman, G. Uhlenbeck e S. Goudsmit
propuseram que o eletrao possuia um momento angular intrinseco chamado spin, S.
A palavra spin vem do inglés e quer dizer rodar mas é usada na literatura de fisica
sem traducao e significando esta propriedade do eletrao.

Mais precisamente, em mecanica quantica S éum operador que obedece a algebra
do momento angular, isto é,

[Sz, Sy = ihS,
[Sy, S:] = ihS,
[S,, Sz] = kS, , (1.55)

e é quantificado de acordo com as relacgoes

S2 = 5.5 =s(s+1)A° com s=1
(s+1) 2 (1.56)
SZ :msh , mS::l:

isto é, toma valores semi-inteiros.
Associado ao spin S existe um momento magnético fis dado por

N[

- lelg

_ _ldg 1.
fis=——5 (1.57)

Por vezes escreve-se esta expressao na forma equivalente,

ﬁsz—%gé’ D g=2 (1.58)
onde g ¢ a chamada razao giromagnética. O valor g = 2 para o eletrao foi determi-
nado experimentalmente para explicar o espectro dos atomos.

Ao nivel da equacao de Schrodinger, o spin é postulado como um niimero quantico
adicional para o eletrao, e o fator g determinado experimentalmente. O spin so
aparece naturalmente no quadro da teoria relativista de Dirac que preve exatamente
o valor g = 2 para o eletrao?.

?De facto ¢ ndo é exatamente igual a 2 e a teoria de Dirac ndo é o fim da histéria. S6 a
eletrodinamica quantica consegue prever corretamente a diferenca g—2=2+...=0.00232.
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O estado do eletrao é entao completamente especificado pelos niimeros quanticos
n,l,my e my (pois s = 1/2 sempre). Notar que

[L,S]=0, (1.59)

pois L e S atuam em espacos diferentes, L no espacgo usual e S num espago interno
abstrato. A equagao anterior explica porque é que é possivel ter fungoes préprias
simultaneas de L e S.

1.3.6 Adicao de momentos angulares

Vimos na secgao anterior que o estado do eletrao pode ser descrito por dois mo-
mentos angulares, L (momento angular orbital) e § (spin). Em muitas aplicacoes é
importante definir o chamado momento angular total,

J=L+S. (1.60)

Que J é um momento angular é facil de ver pois obedece a 4lgebra usual

[z, Jy] = iR,
[y, 5] = ihd,
)

como facilmente se mostra usando as defini¢oes anteriores. Quais os valores possiveis
para J? Est4 fora do ambito deste curso introdutério fazer uma apresentacao com-
pleta da teoria do momento angular. Os resultados sao no entanto simples de apre-
sentar e serao relevantes para a compreensao da estrutura dos atomos e moléculas.
Vamos apresenta-los sob a forma de teoremas, sem demonstracao:

Teorema 1.1 Seja um operador J que obedece a dlgebra do momento angular.
Entdo os valores proprios de J> = J - J e J, sdo

J?=3(j + 1)
J. = mh (1.62)

em que j € um inteiro ou semi-inteiro e m; toma os (2 j + 1) valores
mj=—j,—j+1,..,5—1,7. (1.63)

Casos particulares deste teorema, sao evidentemente os casos J = L onde j = ¢ =

inteiro e J = S onde j = s = % = semi-inteiro.



12 Capitulo 1. Breve Revisao de Mecanica Quantica

Teorema 1.2 Seja J = J; + Jy 0 momento angular correspondente a soma de dois
momentos angulares com valores j; e jo. Entao o valor j correspondente a J pode
tomar os valores

1 —Jol <J < +7a. (1.64)

Exemplo 1.4 Como exemplo de aplicagao construa uma tabela para os valores
possiveis para j e m; para um eletrao de momento angular ¢ = 0,1 e 2.

O momento angular total J=L+8 pode tomar os valores

1 1
(— 2| <i<l+-= 1.65
| 2I_J_ +5 (1.65)

e portanto podemos construir a tabela sequinte

{9 m;
1 11
0 3 —2:2
1 11
2 272
1
3 _3_113
2 27 2 272
3 _3 _113
2 27 2 272
2
5 5.3 _11 35
2 27 2 2727 272

Tabela 1.1: Valores de j e m;.

Teorema 1.3 Seja J= fl + jg Entao o nimero de valores possiveis de m; obedece
a relacao

]1232 2j+1)=2h+1) 2j+1). (1.66)

l71—72]

Na tabela 1.1 pode-se verificar este ultimo resultado para j; = % ejo=0,1,2

1.3.7 Estrutura fina

Quando ha uma emissao dum fotao a sua energia é dada pela férmula de Planck,

111
E,=hy=FE — B = —— (———) (1.67)

2 2 2
2h n: ny

(2
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a que corresponde o comprimento de onda (n; > ny)

1 1 1 me? _
X:1%(71—?——2), R=—5 =1.09737 x 10" m™' (1.68)

n;

a famosa férmula de Rydberg.

Com o aumento da precisao das experiéncias percebeu-se que havia pequemos
desvios que vieram a ser conhecidos como a estrutura fina do atomo de Hidrogénio.
A estrutura fina tem origem em dois mecanismos

e Correcoes relativistas a energia cinética

2
T ~ \/p2c +m2ct —mc* = ro_» (1.69)

Notar que o ¢ desaparece na fisica nao relativista!

e Acoplamento spin-6rbita. O eletrao tem um momento magnético

el =
=193 (1.70)
mc
No referencial do eletrao o campo de Coulomb d& origem a um campo magnético

B que vai dar origem a uma interagao

Hso = —ji- B (1.71)
O resultado final é
1 2 3
AFEg = —atme®— 772 — = (1.72)
dnt \j+1/2 2

onde j =1+£1/2.

e Ambos os efeitos sao relativistas. A equacao de Dirac dd os niveis corretos
sem nenhuma aproximacao suplementar.

1.3.8 Desdobramento de Lamb

Uma caracteristica da estrutura fina é que as energias passam a depender de n e do
momento angular total j e nao do momento angular orbital /. Assim os niveis 25/
e 2P o devem ter a mesma energia. Em 1947 Lamb e Retherford descobriram uma
pequena diferenga. Esta é hoje compreendida como corregoes devido a flutuagoes
quanticas e s6 calculdveis no ambito da Eletrodinamica Quantica (QED).
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1.3.9 Desdobramento hiperfino

Mencionamos aqui um ultimo efeito que tem implicacoes importantes em astrono-
mia. Até aqui o protao foi considerado um centro de for¢a pontual. Contudo sabe-se
que o protao tem um momento magnético

— 6 ~
Hp = VoS5 (1.73)
p

onde 7, = 2.7928. Este momento magnético produz um campo magnético que vai
interatuar com o spin do eletrao. No final este efeito conduz a um pequeno desvio,
conhecido como desdobramento hiperfino,

2 Vp +1

m 1
AE,; = —a*mc® 2 =j+= 1.74
M e S R 1) P S =IES (1.74)

e O efeito é menor devido ao fator m/m,, =~ 2000

e Para [ = 0 podemos ter f = 0,1 correspondendo a combinacao singleto e
tripleto respetivamente. Para o estado fundamental

327, E?
Etripleto - Esingleto - 377’;;621 (175)
a que corresponde um comprimento de onda
2mh
A e —21.1 cm (1.76)

Etripleto - Esingleto
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Problemas capitulo 1

1.1 Escreva as fungoes de onda estaciondrias Wy g e Uq 1 o para o atomo de hidrogénio,
corretamente normalizadas, e faca um grafico que ilustre qualitativamente o com-
portamento da parte radial destas funcoes de onda.

1.2 No atomo de hidrogénio, no seu estado fundamental, qual é a probabilidade de
o eletrao se encontrar nas seguintes regioes do espaco:

a)r <rg/2
)

o

r

IN

To
c)r < 2rg
d) 2ro <r < oo

Solugao: 0.08, 0.32, 0.76, 0.24.

1.3 Considere o eletrao no 4tomo de hidrogénio num estado descrito pela fungao de
onda

Y(7t) = A roo(7, 1) + B ann (7, t) + C hoy 1 (7, 1) (1.77)
onde A, B e C sao reais e positivos. Sabendo que neste estado
7 2 2
<L, >= 18 h e <L*>=h (1.78)

a) Determine A, B e C.
b) Calcule < E >.

c) Calcule < r >.

Solucao:
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<FE >=-85¢eV

13
<r>= T (1.79)

1.4 O hélio ionizado comporta-se como um atomo de hidrogénio. Qual é a energia
do estado fundamental do eletrao que resta no atomo de hélio ionizado?
Solugao: 54.24 V.

1.5 Mostre explicitamente que as componentes do operador momento angular obe-
decem as seguintes relagoes de comutacao:

Ly, L,] =ihL, (1.80)
[L,, L, =ihL, (1.81)
L., L] =ihL, (1.82)
Mostre também que:
[L?, L) =[L*L,)=[L*L.]=0. (1.83)

1.6 Considere a situacao da Figura seguinte. Sabendo que o estado inicial tem spin
up segundo o eixo dos z, descubra a direcao n. Explique o resultado em termos de
precessao do spin no campo B.
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