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Capitulo 1

Breve Revisao de Mecanica
Quantica

Seguimos as secgoes 5.1 a 5.3 do Griffiths [1] e a secgdo 1.1 do meu texto de Introdugao
a Teoria de Campo [2]. E assumido como pré-requisito o conhecimento do essencial
dos capitulos 1 a 5 do livro Quantum Mechanics do Griffiths [3].

1.1 Principios basicos da mecanica quantica
A mecanica quantica [3,4] baseia-se nos seguintes principios:

e Para o estado fisico existe uma fungao de estado |®) que contém toda a in-
formacao possivel sobre o sistema. Na maior parte dos casos tratemos com
uma representagao do estado |®) em termos das coordenadas, a chamada
fungao de onda ¥(g;, s,t) onde s designa outros nimeros quanticos para além
dos possiveis de descrever a partir das coordenadas (por exemplo o spin).
|U(q;, 8i,t)|> > 0 tem a interpretagao duma densidade de probabilidade de en-
contrar o sistema num estado com coordenadas ¢;, niimeros quanticos internos
S;, No instante ¢.

e As observaveis fisicas sao representadas por operadores hermiticos lineares.
Por exemplo

.0
E i (1.2)

e Um estado |®) do sistema é um estado préprio de operador 2 se

1



Capitulo 1. Breve Revisao de Mecanica Quantica

QD) = w, |Dy) (1.3)

onde |®,) é o estado préprio a que corresponde o valor préprio w,. Se Q) for
hermitico entao os w, sao reais. Na representacao das coordenadas temos

Qq, s, t)¥(q, s, t) = w,¥(q, s, t) (1.4)

e Existe um conjunto completo e ortonormal de fungoes proprias, ¥,,, dum con-
junto completo de operadores que comutam {21, Qs,...}. Uma fungao de onda
arbitraria pode ser expandida em termos desse conjunto completo

v=> a,V, (1.5)

e O resultado duma medicao é qualquer um dos valores proprios. Se ¥ =
>, ¥, com QU, = w,V¥, entdo o resultado da medigao sera o valor w,
com probabilidade |a,|*>. O valor médio duma observdvel ¢ dado por

Qg Z/dql...\lf*(qi, 5, DW(gr 50,t) = 3 JaalPwn (16)

n

e A evolucao no tempo dum sistema fisico é dada pela equacao

LoV

e onde o Hamiltoniano H é um operador linear e hermitico. A linearidade
implica o principio de sobreposicao e a hermiticidade conduz a conservacgao de
probabilidade

%g/dgl“"l’*\l’:%;/dQI“'[(HW)*\II—\I/*(H\I/)] —0 (1.8)

Exemplo 1.1 Demonstre a afirmagao anterior.
A equagdo conjugada da Eq. (1.7) é

o

il = HY* (1.9)

onde usdmos a hermiticidade de H = H'. Entio multiplicando a Eq. (1.9)
direita por ¢ e a Eq. (1.7) a esquerda por ¥* e subtraindo obtemos

L N < () R
—m(¢§+ o w)_—m 5 = (HU ) — 0 HY (1.10)
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Integrando nas coordenadas e somando em todas as outras varidveis internas,
obtemos entao

%;/d%“"l’*\l’:%;/dqv“[(H\I’)*\If—\D*(H\p)]:0 (1'11>

onde o ultimo passo resulta da definicao de operador hermitico. Na notagao
de Dirac

(H[¢) = (O H [¢) (1.12)

1.2 A equacao de Schrodinger

A evolucao dum sistema quantico, bem como a descoberta dos seus estados esta-
ciondrios, é obtida resolvendo a equagao de Schrodinger, Eq. (1.7). Para sistemas a
3 dimensoes a equagao escreve-se

Lou(rt) [ R, .
ih— _{ 5 VR V()| W( ) (1.13)
onde o2 o o2
2 [ —_— —_—
V=ozToe o (1.14)

é o operador Laplaciano.
Se V(7) nao depende do tempo a equacao pode ser resolvida pelo método de
separacao de variaveis,

U (7, t) = p(F) e 7P (1.15)

onde (7)) satisfaz a equacao de Schriodinger independente do tempo,

h2
V(| wl70) = EU(E (1.16)
que tem a forma duma equagao aos valores proprios
Hy = Ev (1.17)

onde ¥ é a funcao propria do Hamiltoniano H, e E o seu valor proprio. Os estados
que satisfazem a Eq. (1.15) sao designados por estados estaciondrios com a energia
E que resulta de resolver a Eq. (1.16).

Resulta que os valores para os quais a equacao de Schrodinger independente do
tempo tem solucoes bem comportadas, isto é que satisfacam a condi¢ao de norma-
lizacao

/d3r\\11\2 =1 (1.18)

sao discretos. Para se ter uma ideia grafica do que esta a acontecer recomendo que
facam o exercicio 2.54 do Griffiths (Quantum Mechanics [3]).
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Em muitos problemas o sistema tem simetria esférica. Nesse caso pode usar-se
o resultado, valido em coordenadas esféricas,

20 I?

AR

V2 (1.19)

onde L é o operador momento angular, para separar ainda mais as solucoes. Sabe-se
que as funcoes préprias do operador L? sao as harmonicas esféricas, isto é,

L*Yi (0, 6) =h U(1 + 1) Vi (0, ¢) (1.20)
LY (0,0) =hmY,,(6,0) . (1.21)
Notar que as harmonicas esféricas sao funcoes préprias simultaneas dos operadores
L, e L? pois eles comutam.
Usando estes resultados, para o caso de simetria esférica V (7) = V(r), a equacao
de Schrodinger separa-se nas 3 variaveis 7,60 e ¢,

onde a funcao radial satisfaz a equagao
B? (d*R  2dR A2 U1+ 1)

E por vezes conveniente escrever R(r) = u(r)/r. Entdo a funcio u(r) satisfaz

n? d*u B2 I +1)
_%W—i_ {V(r)—i—% = } u= Fu (1.24)

que é uma equacao para um potencial a uma dimensao aumentada pela barreira
centrifuga.

1.3 O atomo de hidrogénio

1.3.1 A equacao de Schrodinger para o atomo de hidrogénio

No nosso estudo simplificado vamos considerar o protao como fixo e o eletrao des-
crevendo um movimento em torno dele. Esta é uma boa aproximacao, pois a massa
do protao é cerca de 2000 vezes maior do que a do eletrao. Assim a energia potencial
do eletrao no campo do protao é

1 e?
Vo) = (1.25)

onde r é a distancia entre o eletrao e o protao. Como se trata dum potencial com
simetria esférica (potencial central) as solucoes sao da forma geral,
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Vi (r,0,0) = Rui(r) Yim (9, ¢) (1.26)
onde a equagao radial é
1d, ,dR. 2m 00+ 1R 2mE
= dr(r dr) 3 V(r)+ S R+ 72 R=0. (1.27)

As harménicas esféricas sao o produto da solucoes das equagoes para 6 e ¢

d, . ,dO . my
@(8111«9E)+£(€+1)sm@— Sine@—O : (1.28)
1 d*®
convenientemente normalizadas,
ngz (97 90) = Ngmzpéml (9>€imw
20410 —m)"?
Ny, = (=)™ 1.
me = (=1) [ A (L + my)! (1.30)

onde P;"(f) sao os polindmios associados de Legendre e a normalizagao é conven-
cional.

O problema de encontrar as solugdes gerais das Eqs. (1.27) e (1.28) pode ser
revisto em qualquer curso bésico em mecanica quantica (por exemplo Griffiths [3]).
Para os nossos fins aqui basta-nos indicar sem demonstracao os resultados.

i) Quando resolvemos a Eq. (1.29) para ®(¢) encontramos que as tnicas solugoes
que satisfazem as condigoes apropriadas sao aquelas para as quais m; é inteiro,

my =0,+1,£2, ... (1.31)

i) Quando resolvemos a Eq. (1.28) para ©(f) encontramos que as tnicas solugoes
que sao finitas em todo o lado (para todos os €'s) sao aquelas em que

(=0,1,2... (1.32)

0> |my | (1.33)

i11) Quando resolvemos a equagao radial para R(r) encontramos que as tunicas
solugdes que sao finitas em toda a parte (isto é, para 0 < r < 0o) sao aquelas
para as quais

1 ez \*m? 1
E":—i(m) ww o nebh2de 134
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l<n. (1.35)

Tomando em conta as Eqgs. (4.21), (1.33) e (1.35) as restrigoes em my e £ podem
ser reescritas na forma seguinte:

me=0,+1,+2, ..., +(

(=0,1,2,...,n—1. (1.36)

1.3.2 Significado fisico dos resultados

e O facto mais importante destes resultados, é que a energia do dtomo é quan-
tizada. Tal como no caso do pogo de potencial infinito a quantificacao nao
resulta duma imposicao a priori, mas antes das exigéncias fisicas sobre as
funcoes de onda.

e O segundo facto é que a expressao para a energia é exatamente a encontrada
no atomo de Bohr, que como vimos, embora introduzida duma forma ad hoc,
explicava os resultados experimentais. A energia depende somente do inteiro
n, chamado numero quantico principal.

e Como para cada valor de n ha varios valores admissiveis para £ e my, é possivel
o eletrao ter caracteristicas diferentes e manter a mesma energia. Os estados
1 que tém a mesma energia para valores de ¢ e m, diferentes sao designados
por estados degenerados.

n—1 +¢ n—1
Grau de degenerescéncia = Z Z my = Z(% +1)=n?. (1.37)
(=0 my=—¢ =0

e Se os diferentes estados correspondentes a um dado n tém todos a mesma
energia F,, qual é a outra grandeza fisica que os distingue? Se tivéssemos
efetuado os calculos em detalhe teriamos compreendido que essa grandeza é o
momento angular. Pode-se mostrar que o quadrado do momento angular L?
1.€.

LPP=L2+L2+ L2, (1.38)
e o momento angular segundo o eixo dos zz, L,, comutam simultaneamente
entre si e com o Hamiltoniano do atomo de hidrogénio, isto é

[L2,L.]=0, [L%H]=0, [L,H]=0, (1.39)

Assim de acordo com os resultados gerais enunciados anteriormente, as fungoes
de onda v, deverao ser funcoes préprias simultaneas de H, L?e L..
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1.3.3 As funcoes de onda atémicas

Vimos que as fungoes de onda sao da forma,

wnfmz (Tv 97 4,0) = Rnf(r)nml (97 4,0) (14())

Aqui vamos s6 indicar as funcoes para valores baixos dos nimeros quanticos, Para
as as harmonicas esféricas temos,

1
(=0 Yoo = —
00 T
Yii=— iew sin 0
8w
3
(=1 Yio =14/ —cosf
47
Vi1 =Yy
13 .
Yoy = 4/ —e2? sin’ 0
327
15 .
Y51 = —4/ —€"?sinf cos
8w
(=2 = i(3cos29—1)
B 27V 16r
Yo 1 ==Yy
Yo o= Y (1.41)

As fungbes proprias correspondentes a valores préprios diferentes eram ortogonais.
Para as harmoénicas esféricas isto significa,

[ 49 75,0.9) Yo 0. = G (1.42)

As constantes Ny, foram escolhidas para que as harménicas estejam normalizadas
a 1, isto é

/ 09 [V, (0.0 = 1 (1.43)

Vamos agora ver a forma das solugbes R,,(r) da equagao radial, Eq. (1.27).
Contenta-mo-nos com as expressoes exaltas de R,(r) paran < 3. Nestas expressoes
usamos o raio de Bohr,

h

mco

=0.53A | (1.44)

o =
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onde a constante de estrutura fina o é definida por

e? 1

(1.45)

Temos entao

W2 1N\ r T _r
e = — _ J— 1 - 37y
" 3 R31 (T) 3 (37’0) To ( 67’0) ¢ ’

Rip(r) = % (3%)3/2 (%)26‘3% (1.46)

1.3.4 Propriedades das funcoes de onda atémicas

As funcoes de onda atomicas descritas na seccao anterior tém varias propriedades
que vao ter um papel muito importante na interpretacao fisica dos resultados. Vamos
nesta seccao estudar algumas delas.

Normalizagao

A funcao de onda do eletrao deve ser normalizada, isto é

/ |, [PdV =1 . (1.47)

No sistema de coordenadas esféricas devemos ter dV = r2drd{) com df) =
sin 0dAdyp. Entao

/I@bnedeV:/ drr2|RM(r)|2/deW|2=/ a2 Ry(r)2 =1 (1.48)

0 o

onde se usou o facto de as harmonicas esféricas estarem normalizadas, Eq. (1.43).
Assim os fatores nas Eqs. (1.46) sdo escolhidos para que’

ITer-se normalizado independentemente R, e Yem, €, COMO veremos, muito conveniente. Nao
era contudo necessdrio, pois fisicamente sé a funcao de onda total 4., tem que ser normalizada.
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/ drr?|Rue(r)|> = 1. (1.49)
0
Notar que daqui resulta imediatamente que [R,.(r)] = [distancia]~%/2.
Exemplo 1.2 Verifique o resultado anterior para Ryo(r).
Usando a expressao da Eq. (1.46) para Ryg obtemos
o ) 1 3 poo e
drrRiy =4 — drrie 7o
0 To 0
— 1/00 d££2 €_§
2 Jo
| —
2
—1, (1.50)

como (]UGT’Z,CZW’LOS mostrar.

Ortogonalidade das solugoes radiais R,,(r)

Para valores de ¢ diferentes as fungoes R,, nao tém que ser ortogonais pois essa
ortogonalidade é assegurada pelas harmoénicas esféricas. Contudo para o mesmo /¢

devemos ter

/ d’/’Tanan/g = 5rm’ .
0

Exemplo 1.3 Verifique este resultado para Rog e Rig.
Usando as Eqs. (1.46) obtemos

oo 1 0 —3r
/ drr* Ryg Ry = \/5(—)3/ drr®(1 — QL)e?"o
0

0 To To
V2 [, 1 _
= 1—Z= 3
T dff( 3§)e
8v/2 1
=— (21— =3} =
= (2 59) =0

onde se usou o resultado geral (integral de Euler)

/Ooodgg et =nl.

(1.51)

(1.52)

(1.53)
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Nodos de R,(r)

Designam-se por nodos os zeros de R,,(r). O seu nimero é dado por

#mnodos=n—0—1 (1.54)

Vé-se aqui um caso particular dum resultado geral, referido anteriormente, que a
estados com energia maior (n maior) correspondem duma maneira geral mais nodos.

1.3.5 O spin

Para resolver contradigoes no espetro dos atomos do tipo do hidrogénio na presenca
dum campo magnético, o chamado efeito de Zeeman, G. Uhlenbeck e S. Goudsmit
propuseram que o eletrao possuia um momento angular intrinseco chamado spin, S.
A palavra spin vem do inglés e quer dizer rodar mas é usada na literatura de fisica
sem traducao e significando esta propriedade do eletrao.

Mais precisamente, em mecanica quantica S é um operador que obedece a dlgebra
do momento angular, isto é,

(S, Sy = thS,
1Sy, S.] = ihS,
1S., ;] = ihS, , (1.55)

e é quantificado de acordo com as relagoes

52 =5.9=s(s+1)h’ com s=1
( ) 2 (1.56)
S, =msh : me = £

isto é, toma valores semi-inteiros.
Associado ao spin S existe um momento magnético iy dado por

N[

el =
7-_ldg (157)
m
POI' VEZES escreve-se esta eXpreSSaO na forma equivalente,
R (1.58)
2m

onde g é a chamada razao giromagnética. O valor g = 2 para o eletrao foi determi-
nado experimentalmente para explicar o espectro dos atomos.

Ao nivel da equacao de Schrodinger, o spin é postulado como um nimero quantico
adicional para o eletrao, e o fator g determinado experimentalmente. O spin so
aparece naturalmente no quadro da teoria relativista de Dirac que prevée exatamente
o valor g = 2 para o eletrao?.

2De facto g nido é exatamente igual a 2 e a teoria de Dirac nido é o fim da histéria. S6 a
eletrodindmica quantica consegue prever corretamente a diferenca g—2=2+...=0.00232.
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O estado do eletrao é entao completamente especificado pelos ntimeros quanticos
n,l,my e mg (pois s = 1/2 sempre). Notar que

[L,5] =0, (1.59)

pois L e S atuam em espacos diferentes, L no espaco usual e S num espaco interno
abstrato. A equacao anterior explica porque é que é possivel ter funcoes proprias
simultaneas de L e S.

1.3.6 Adicao de momentos angulares

Vimos na seccao anterior que o estado do eletrao pode ser descrito por dois mo-
mentos angulares, L (momento angular orbital) e S (spin). Em muitas aplicagoes é
importante definir o chamado momento angular total,

J=L+5. (1.60)

Que J é um momento angular é facil de ver pois obedece a dlgebra usual

[y, J,] = iR,
[, J.] = ihJ,
., J,] = ihJ, | (1.61)

como facilmente se mostra usando as definigoes anteriores. Quais os valores possiveis
para J? Estd fora do ambito deste curso introdutério fazer uma apresentacao com-
pleta da teoria do momento angular. Os resultados sao no entanto simples de apre-
sentar e serao relevantes para a compreensao da estrutura dos dtomos e moléculas.
Vamos apresenta-los sob a forma de teoremas, sem demonstracao:

Teorema 1.1 Seja um operador J que obedece a dlgebra do momento angular.
Entdo os valores proprios de J*> = J-J e J. sdo

J? =i+ 1)
J, = m;h (1.62)
em que j € um inteiro ou semi-inteiro e m; toma o0s (2 j + 1) valores
m;=—j,—j+1,..,5—1,7. (1.63)

Casos particulares deste teorema, sao evidentemente os casos J = L onde j = =
inteiroe J =S onde j = s = % = semi-inteiro.



12 Capitulo 1. Breve Revisao de Mecanica Quantica

Teorema 1.2 Seja J = J; + Jo 0 momento angular correspondente a soma de dois
momentos angulares com valores j1 € jo. Entao o valor j correspondente a J pode
tomar os valores

i —Jol <J<ji+72- (1.64)

Exemplo 1.4 Como exemplo de aplicagao construa uma tabela para os valores
possiveis para j e m; para um eletrao de momento angular ¢ = 0,1 e 2.

O momento angular total J=L+85 pode tomar os valores

1 1
(——|<j</l+-= 1.65
-5 < <l (1.65)

e portanto podemos construir a tabela sequinte

14 ] mj
1 11
0 3 —2:2
1 11
2 272
1
3 _3_113
2 27 2 272
3 _3 _113
2 27 2 22
2
5 _5_3_1135
2 27 2 2727 272

Tabela 1.1: Valores de j e m;.

Teorema 1.3 Seja J = J_i +J_;. Entao o nimero de valores possiveis de m; obedece
a relacao

hX? Ci+D)=02n+1) 25h+1). (1.66)

|71—72]

Na tabela 1.1 pode-se verificar este ultimo resultado para j; = % ejo=0,1,2.

1.3.7 Estrutura fina

Quando ha uma emissao dum fotao a sua energia é dada pela férmula de Planck,

11 1
B =hv=E —Ef = — <———2> (1.67)

2 2
2h n: ny

2
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a que corresponde o comprimento de onda (n; > ny)

ny  n 4rhiec

1 1 1 met
1= R (— - —) , R=—2=1.09737 x 10" m™* (1.68)
a famosa férmula de Rydberg.
Com o aumento da precisao das experiéncias percebeu-se que havia pequemos
desvios que vieram a ser conhecidos como a estrutura fina do atomo de Hidrogénio.
A estrutura fina tem origem em dois mecanismos

e Corregoes relativistas a energia cinética

4

2
p p
T ~ \/p*c+m2ct —mc® = om T Sm3e (1.69)

Notar que o ¢ desaparece na fisica nao relativistal
e Acoplamento spin-6rbita. O eletrao tem um momento magnético

el =
i=-143 (1.70)
mc
No referencial do eletrao o campo de Coulomb déa origem a um campo magnético

B que vai dar origem a uma interacao

Hso = —ji- B (1.71)
O resultado final é
1 2n 3
AEy = —a*mc®— S 1.72
b= T A <j+1/2 2) (1.72)

onde j =1+1/2.

e Ambos os efeitos sao relativistas. A equacao de Dirac da os niveis corretos
sem nenhuma aproximacao suplementar.

1.3.8 Desdobramento de Lamb

Uma caracteristica da estrutura fina é que as energias passam a depender de n e do
momento angular total j e nao do momento angular orbital /. Assim os niveis 25 /5
e 2P/, devem ter a mesma energia. Em 1947 Lamb e Retherford descobriram uma
pequena diferenca. Esta é hoje compreendida como corregoes devido a flutuagoes
quanticas e s6 calculdveis no ambito da Eletrodinamica Quantica (QED).
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1.3.9 Desdobramento hiperfino

Mencionamos aqui um tultimo efeito que tem implica¢oes importantes em astrono-
mia. Até aqui o protao foi considerado um centro de forca pontual. Contudo sabe-se
que o protao tem um momento magnético

. e

Hp = ’Yp—gp (1.73)

my,C

onde v, = 2.7928. Este momento magnético produz um campo magnético que vai

interatuar com o spin do eletrdao. No final este efeito conduz a um pequeno desvio,
conhecido como desdobramento hiperfino,
2 Tp +1

m 1
AE,; = —a*mc® L =j4= 1.74
b e S Ty i1 P fEiEs (1.74)

e O efeito é menor devido ao fator m/m, >~ 2000

e Para [ = 0 podemos ter f = 0,1 correspondendo a combinagao singleto e
tripleto respetivamente. Para o estado fundamental

32VpE%
Etripleto - Esingloto = 3mp02 (175)
a que corresponde um comprimento de onda
2mh
A e =211 cm (1.76)

Etripleto - Esingleto
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Problemas capitulo 1

1.1 Escreva as fungoes de onda estacionarias Wy e Wo; ¢ para o dtomo de hi-
drogénio, corretamente normalizadas, e faca um grafico que ilustre qualitativamente
o comportamento da parte radial destas funcoes de onda.

1.2 No atomo de hidrogénio, no seu estado fundamental, qual é a probabilidade de
o eletrao se encontrar nas seguintes regioes do espaco:

a)r <rg/2

)
)

o

<7
c) r<2rg
d) 2rg <r < oo

Solugdo: 0.08, 0.32, 0.76, 0.24.

1.3 Considere o eletrao no atomo de hidrogénio num estado descrito pela funcao de
onda

w(F, t) = A ¢100(F, t) + B lpgn(’f_’: t) + C lp217_1<7:’, t) (177)
onde A, B e C sao reais e positivos. Sabendo que neste estado
7 2 2
< L,>= 18 h e < L*>=h (1.78)

a) Determine A, B e C.
b) Calcule < E >.

c¢) Calcule < r >.

Solucao:
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<FE >= -85V

13
<r>= - (1.79)

1.4 O hélio ionizado comporta-se como um atomo de hidrogénio. Qual é a energia
do estado fundamental do eletrao que resta no atomo de hélio ionizado?
Solucgao: 54.24 eV.

1.5 Mostre explicitamente que as componentes do operador momento angular obe-
decem as seguintes relagoes de comutagao:

(L, L,] =ihL, (1.80)
[Ly,L.] =thL, (1.81)
(L., L] =ihL, (1.82)
Mostre também que:
L2, L,)=[L* L, =[L*L.]=0. (1.83)

1.6 Considere a situacao da Figura seguinte. Sabendo que o estado inicial tem spin
up segundo o eixo dos z, descubra a direcao 1. Explique o resultado em termos de
precessao do spin no campo B.

File Edit Design Control Initialize Help

[=EER= 08 )

[

4]




Capitulo 2

Mecanica Quantica Relativista:
Colisoes e Decaimentos

Seguimos aqui essencialmente o capitulo 6 do Griffiths [1].

2.1 Introducao

Como vimos nas aulas anteriores ha dois conceitos fundamentais para o estudo das
propriedades das particulas elementares e das suas interagoes, a largura de decai-
mento e a seccao eficaz de difusao. Estes conceitos basicos ja foram introduzidos
num contexto de mecanica quantica nao relativista, mas na quase totalidade das
experiéncias em fisica de particulas as velocidades sao muito perto da velocidade da
luz e portanto precisamos das expressoes relativistas.

O procedimento para calcular as taxas de transi¢ao envolvidas nos decaimentos e
seccoes eficazes € tradicionalmente designado pela regra de ouro de Fermi. Nés aqui
precisamos da regra para a cinematica relativista e vamos da-la sem demonstragao,
procurando compreender o seu significado através de exemplos. Para uma dedugao
no ambito de QED ver por exemplo o meu texto Introdugao a Teoria de Campo [2].

2.2 A regra de ouro para os decaimentos

Consideremos a particula 1, com massa mq, que no seu referencial préprio decai em
varias outras particulas,
1—52+3++n (2.1)

Entao a féormula para a largura de decaimento I é,

— L 2 4 ¢4 o . ) = 2 2 9 0 d4p]
L T / M|™ (2m)"6" (p1 ; pz)gzwé(pj mie ) s (22)
N~ N—— ~- 7
A B c D

17
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Vamos explicar sucessivamente cada um dos fatores

A) Estado inicial
Este fator sé depende do estado inicial através da massa da particula que
decai.

B) Fator de simetria
Para evitar contagens multiplas, quando ha particulas idénticas é preciso mul-
tiplicar por um fator 1/s! para cada conjunto de particulas idénticas, onde
s é o numero de particulas dessa espécie. Por exemplo para o decaimento
a—b+b+c+ c+c, o fator serd

S =— x — (2.3)

C) Amplitude quadrada
A dinamica esta contida neste fator. Veremos como obté-lo a partir das regras
de Feynman.

D) Estado final
Este fator é o espaco de fases do estado final. A conservagao de energia-
momento é assegurada pela funcao delta, e as particulas estao na camada de
massa (on-shell em inglés), satisfazendo p} = m?c*. Nesta forma é claro que
este fator é invariante de Lorentz e isto é importante em calculos praticos.
Pode-se usar a funcao §(p; — m202)9(p?) para fazer uma das integracoes e

escrever o resultado na forma mais habitual,

r= %m S / IM|? (27)%0% (py Zpl ]H 2W)32p (2.4)

\,_/v ——
A C D

onde, depois da integracao as particulas finais estao on-shell com pg > 0.

Exemplo 2.1 Deduza a Eq. (2.4) a partir da definicio, Eq. (2.2).
Para isso € preciso recordar que

-
onde x; sao os zeros de f(x). Assim

o(p* —m*c*) =0((p")* — |pI* — m*c?) (2.6)

1 1
=55 00"~ VI +) + 5 60+ /IR )

2p0

|CC T4
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onde p° = \/|p|2 + m2c?. Portanto

5(p° — V/|p|? + m2c?) (2.8)

0 que torna o resultado trivial usando agora,

0(p°)o(p* — m*c?) = 2p

d'p = dp°d®p (2.9)

onde fazemos um abuso de notacdo. De facto d®p = d>p

2.2.1 Dimensoes de I' e de M

A largura de decaimento foi definida como o inverso do tempo de vida média, por-
tanto tem as dimensoes de s~!'. Usando esta informacao podemos obter que as
dimensoes da amplitude sao

[M] = (massa x ¢)*™" (2.10)
onde n é o nimero total de particulas do processo.

Exemplo 2.2 Mostre a Eq. (2.10)
Para isso comece por mostrar que

A= |5

2hm1

} = (massa x ¢) 257 (2.11)
e que

[D] = (massa x ¢)"~° (2.12)
Usando as Eqs. (2.11) e (2.12) obtemos entdo a Eq. (2.10).

2.2.2 Decaimentos para duas particulas

Para decaimentos com duas particulas no estado final as integragoes podem ser feitas
até ao fim e o resultado é particularmente simples!.
De facto da Eq. (2.4) obtemos,

d’ps d*p3

2n B0 = P = ) (g oo

dp2d3p3
———— [ IM[ 5%
327r2hm /| | (P = P2 = o)== g D

d*py

= [ [M[*5 — /Il + m3e® — (/a2 + m3e? ) —— (213
e | WS (e JIaP miet = fimp e ) S @y

!Estamos a supor que somamos sobre todos os spins do estado final e fazemos médias sobre os
spins do estado inicial. Assim a amplitude s6 pode depender dos produtos internos do 3 quadri-
vetores e estes podem sempre ser escritos em termos das massas, nao envolvendo angulos.
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onde fizemos a integracao em p3, da qual resultou ps + p3 = 0. Como anteriormente,
= /|pi|> + m?c?. Para prosseguir usamos coordenadas esféricas no espago dos

momentos, isto é,
d>py = dS|Ph|d|ps| (2.14)

Nas nossas hipétese M nao depende dos angulos e a integragao nas variaveis angu-
lares da particula 2 podem ser feitas dando 47. Obtemos entao,

S 2 0(mac — /|pa|* + mie® — \/1pa|* + mic?)
_ FAILAL 2.15
o [ iR M et (215)
Usando agora,
- - Sl — - -
6(mic — \/\p2\2 +mie? — \/|202|2 +m3c?) = % (2.16)
C
obtemos finalmente,
S 2
= - 2.17
o Bl M) (27)

2.3 A regra de ouro para as seccoes eficazes

Consideremos que temos a colisao
142 —=3+4+4+---+n (2.18)

A regra de ouro para a seccao eficaz é entao,

o= i / IM|* (27)0% (py + p2 — Zn:p ﬁ &'
44/ (p1 - p2)? — mim3ct pr (2m)32p?
~ J\/ N—— _
A c D
(2.19)
A explicacao dos termos B, C e D é a mesma que anteriormente. O tnico termos
novo é

A) Estado inicial
Este fator tem que ver com o fluxo do feixe incidente e a densidade de particulas
no alvo. A vantagem de escrever a secgao eficaz como na Eq. (2.19), reside no
facto de cada termo ser invariante de Lorentz para transformacoes ao longo
do eixo do processo. Isto quer dizer em particular que se deve obter a mesma
seccao eficaz total no referencial do Laboratério e no referencial do CM.

Exemplo 2.3 Mostre que as dimensioes de M continuam a ser as da Eq. (2.10).
Para isso comece por mostrar que a sec¢do eficaz (uma drea) é

(0] = [h)° (massa x ¢) 2 (2.20)
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e que agora o termo do estado inicial vem também
[A] = [h]” (massa x ¢) 2 (2.21)

notando que agora
[D] = (massa x c)*"~® (2.22)

obtemos a Eq. (2.10).

2.3.1 Colisoes 1 +2 — 3+ 4 no CM

A colisdo mais simples é a colisao 1 + 2 — 3 + 4. Mas mesmo neste caso nao é
possivel em geral fazer as integracoes até ao fim sem saber a amplitude M. A
razao é que com 4 quadri-momentos nao é possivel exprimir todos os invariantes em
termos das massas das particulas ou da energia total no centro de massa (/s c?).
Mas é possivel levar as integragoes bastante longe deixando s6 uma integragao nas
variaveis angulares duma das particulas. Por simplicidade vamos mostrar isto no
CM.

Consideremos entao o processo 1 4+ 2 — 3 + 4 no referencial CM. E conveniente
usar a variavel de Mandelstam s, definida por?,

s = (p1 +p2)*/c (2.23)
Expandindo
sc® = mic? +mic® + 2p; - pa (2.24)
e portanto
P1-p2 = % (s =mi —mj) (2.25)
0 que permite escrever
4\/(291 - p2)? —mimict = 4y/s |py| ¢ (2.26)

Exemplo 2.4 Mostre a Eq. (2.26)
Sabendo que

2 2 2 2 4 S+m%—m§24 2 4
1|7 =Ef — mijc" = o ¢t —mic (2.27)

obtemos

s|p1)*c? =7 [(s +mi—m3) — 4smﬂ

2Estou aqui a usar as convengoes do Griffiths [1], onde s tem as dimensoes dum quadrado duma
massa.
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1 2
o {Z (s —m? — m2)? — mm

=(p1 - p2)* — mimic! (2.28)
donde resulta a Eq. (2.26)
Obtemos entao
h2g
~ 64m2/s 2l
Comegamos por fazer a integracao em py,
2
:W IMP6(v/s ¢ — \/|ﬁ3|2 + m2c? — \/\ﬁsP + mic%% (2.30)

Agora introduzimos coordenadas esféricas para o momento p3. Os angulos 6 e ¢ sao
os angulos de difusao da particula 3 em relacao a particula 1. Escrevemos entao a
secgao eficaz diferencial,

d3p3 d3p4

2.29
ps p4 ( )

/\M\ 5 (1 + pa — py — pa) LB

do dlps||ps® |, e . _
o 647r2\/§c2|p1| ot M o e \/|p3|2 mie? \/‘793‘2 +mic?)
/‘ 2d\ﬁ3Hﬁs\2 o(|ps| —---)
647T2f c2|pi| vipg sl 1Pl
ZE
th ‘ﬁ3| | |
~64r2 /s 2l 13+ 1)
1’ |P3|
2.31
~ 64nZs 2 171 MF (2.31)

Para continuar temos de saber a forma explicita de M, pois em geral depende
dos angulos de difusao.

2.4 Regras de Feynman para um modelo sem spin

Para prosseguir é necessario especificar as regras para calcular a amplitude M. Para
cada teoria as interagoes serao diferentes e algumas das regras sao também diferentes.
No entanto grande parte delas nao depende da teoria. Assim antes de vermos casos
mais complicados de particulas com spin vamos pensar num modelo com 3 tipos de
particulas escalares neutras: A, B e C'. Admitimos que tém massas tais que

ma > mg+ mc (2.32)

de tal forma que A pode decair em B + C. O modelo tem uma tnica interagao
representada pelo diagrama, dito de Feynman,



2.4. Regras de Feynman para um modelo sem spin 23

com interacao dada através duma constante g que nesta teoria tem as dimensoes de
momento. Com esta interagao temos por exemplo a colisao A + A — B + B em
ordem mais baixa dada pelos diagramas da Fig. 2.1. Notar que ha dois diagramas
pois ambos os processos sao indistinguiveis e devem portanto ser somados. Para a

Figura 2.1: Processo A+ A — B 4+ B em ordem mais baixa.

colisao A+ B — A+ B temos os diagramas da Fig. 2.2. Estes processos, em ordem

A B A B
C
yC
B A B A
_>__>_

Figura 2.2: Processo A+ B — A 4+ B em ordem mais baixa.

mais baixa, designam-se por processos ao nivel arvore (tree level em inglés) devido
a sua estrutura ramificada. Os processos em ordem superior ocorrem com malhas
fechadas (loops em inglés) como os indicados para as corregoes ao vértice indicadas
na Fig. 2.3. No espirito da teoria das perturbacoes estas correcoes sendo de ordem

ACB A °
A CB
B
C AC

Figura 2.3: Corregoes a 1 loop ao vértice.

g° devem ser mais pequenas do que as de ordem mais baixa e portanto em primeira
aproximacao desprezaveis.

Vamos entao enunciar as regras de Feynman. Designamos entao por py,...,p,
os momentos que entram e saiam do diagrama e por ¢y, . . . g, 0s momentos internos.
Nas regras enunciadas abaixo, eu afasto-me do Griffiths pois o uso dele das fungoes
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delta, embora correto, é complicado e nao é necessario. Assim eu exijo conservacao
de quadri-momento em cada vértice, o que para os diagramas ao nivel arvore de-
termina completamente todos os quadri-momentos. Para diagramas a 1 loop é facil
de ver que falta especificar um momento, que eu designo por ¢, para dois loops dois
momentos ¢i,gs € assim sucessivamente.

1. Desenhe todas as maneiras distintas de ligar o estado inicial ao estado fi-
nal numa dada ordem da interacao. Notar que de acordo com as regras da
mecanica quantica se houver mais do que um diagrama as amplitudes tém de
ser somadas.

2. Por cada vértice multiplique pelo fator
—ig (2.33)
que nesta teoria tem as dimensoes duma massa Xc.
3. Por cada linha interna com momento ¢ multiplique por
1

q2 _ m2c2 (234)

designado por propagador. A massa m é a massa da particula que estd as-
sociada a essa linha. Note que ¢? # m?c?, isto é as particulas nao estao na
camada de massa.

4. Como explicado acima aplique conservagao de energia-momento em cada vértice

5. Por cada loop escolha um momento ¢ para uma linha interna qualquer e mul-

tiplique pelo fator
d*q
2m)i (2.35)

Os momentos de cada linha ficam entao determinados por conservacao de
energia momento em cada vértice.

6. O resultado da aplicacao das regras anteriores da —i M, por isso para obter
M multiplique o resultado final por i.

2.4.1 Tempo de vida média de A

Como a particula A decai, podemos calcular o seu tempo de vida média. O diagrama
de Feynman coincide com a definicao do vértice. A aplicacao das regras de Feynman
da neste caso

M=y (2.36)
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Figura 2.4: Decaimento A — B + C' em ordem mais baixa.

Podemos usar agora a expressao da largura de decaimento, Eq. (2.17), para obter

= %%127172110 (2.37)
e obter para o tempo de vida média,
T = % = % (2.38)
onde
Ip] = i\/mj +my +mg — 2mim% — 2mimZ — 2mim?, (2.39)

2.4.2 Colisao A+A—~ B+ B

Consideremos a cinematica da Fig. 2.5 A conservagao de energia momento diz-nos

yZ 2
e e N 2
Q1T Cc ¢21|C
A B A N\ B
]_9; 1;?: ]3; P3
q2

Figura 2.5: Cinematica para o processo A+ A — B + B.

que
g1 =P1—P3;, G2 =P1— P4 (2.40)
e a aplicacao das regras de Feynman da

9 g°
M = +
(p1 — p3)? —mic?  (p1 — pa)? — mic?
s g*/c
Ct—mi  u—mi

(2.41)
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onde na ultima passagem usamos as variaveis de Mandelstam. Por esta razao estes
diagramas costumam ser designados por canal t e canal u, respetivamente. Introdu-
zindo esta expressao na seccao eficaz diferencial, Eq. (2.31), obtemos,

do 1 B¢ |p 1 177
do 1 Mg Ip ~+ _ (2.42)
Q2 64n2sc8 |py| [t—mE  u—mg

QU

Para prosseguir deviamos escrever ¢ e u em termos dos angulos de difusao no CM,

EE.
t=(p1 — p3)?/t =m% +m% —2 24 2(1 — B3 cos b)
2,2 _ 2 2 o b1E
u=(py —pa)°/c* =miy +mp —2 7 (1 + Baf1 cosb) (2.43)

onde f; sao as velocidades das particulas no CM, e 6 é o angulo de difusao entre a
particula 1 e 3. Notar que F3 = E4 e 3 = (34 pois tém a mesma massa. Notar ainda
na Eq. (2.42), o fator S = 1/2 pois ha duas particulas idénticas no estado final.

2.4.3 Processos de ordem superior

Os exemplos que vimos foram de processos em ordem mais baixa. Quando se pre-
tende ir para as ordens seguintes de teorias de perturbagao, os problemas aparecem.
Nao vamos aqui explicar em detalhe como eles sao resolvidos, mas vamos dar um
caso simples para vermos que tipo de problemas aparecem.

Para exemplificar vamos considerar as correcoes ao propagador da particula A,
também designada por self-energy. O diagrama de Feynman correspondente é mos-
trado na Fig. 2.6. Aplicando as regras de Feynman, obtemos para a amplitude,

q

A A

v iz
p+aq

Figura 2.6: Self-energy da particula A

i dlq 1
M=ig? [ el @ 5+ qF —md (2:44)

As integracoes sao feitas de —oo a 4o00. Imediatamente vemos que ha problemas
pois para q grande o integral diverge logaritmicamente,

1 dq
3
q’dg — = | — =00 2.45
[aaa = [© (2.45)
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Este problema levou mais de 30 anos a ser compreendido e resolvido através
do procedimento chamado de renormalizagao. O estudo deste procedimento estéd
para além deste curso introdutério, mas podemos dizer que o problema foi resol-
vido duma forma completamente satisfatéria, produzindo a teoria renormalizada
resultados compardveis com sucesso com a experiéncia. Para uma explicacao do
procedimento em QED ver Ref. [2].
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Problemas capitulo 2

2.1 O tempo de vida média 7 duma particula instavel (que decai noutra) é definido
como o tempo ao fim do qual o nimero de particulas é reduzido a 1/e do seu valor
inicial, ou seja

N(t) =Ny e~

onde Ny é o nimero de particulas no instante inicial e 7 é referido ao referencial
no qual a particula se encontra em repouso. Sabendo que os pioes carregados tém
Tr=2.6 x107% s e m, = 140 MeV calcule:

a) O fator v para um feixe de pides de 200 GeV.
b) O tempo de vida média no referencial do Laboratério.

c) Calcule a percentagem de pides que decaiu ao fim de percorrerem 300 m no
Laboratério. Se nao houvesse dilatagao no tempo qual seria a percentagem ao
fim da mesma distancia?

2.2 Considere o decaimento A — B+ C' na teoria descrita na seccao 2.4. Mostre que
no referencial em que a particula que decai esta em repouso, o médulo do momento
de cada uma das particulas no estado final é dado pela Eq. (2.39),

c
1) = %\/mi + m¥ + mg — 2mAm% — 2mAimZ, — 2mim2, (2.46)

2.3 Considere a colisao 142 — 3+4 no referencial do lab (particula 2 em repouso).
Considere ainda que as particulas 3 e 4 nao tém massa. Mostre que a secgao eficaz
diferencial se escreve

2 - 2
do _(hN'g_ IslIMP (2.47)
ds) 87 ma|p1|(Ey + mac?) — |Pi|ccos

2.4 Considere a colisao 142 — 344, no referencial do lab (particula 2 em repouso).
Mostre que a seccao eficaz diferencial se escreve

d h 2 > 12 2
ds2 8 m2|p1| ‘(El + meoc )‘pg‘ — ‘pl‘Eg COS 9|
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2.5 Nas condi¢oes do problema 2.4 os dados do problema sao as massas das
particulas e a energia do feixe incidente (particula 1) no referencial do laboratério.
(Nota: Neste problema considere i = ¢ = 1)

a) Mostre que o momento |p3| no lab se obtém resolvendo a equagao

B++vB?—-AC
P3rab = ) (2.49)

com
A =4(E) +my)? — 4pi,,, cos® 0
B =2p;y,,, cos 0 [(El + m2)2 - mi + m?’, - p%Lab}
C =4m3 (By +ma)? — [(By +ma)? — m] +m3 — prabf
Piray =E7 —mj (2.50)
Qual o significado dos sinais + na Eq. (2.49)7?
Sugestao: Veja a sec¢ao 3.6 e o problema 3.8 da Ref. [2].

b) Considere agora que m; = mz = 2 GeV, my = my = 5 GeV. Considere ainda
que E; € [100,1000]GeV. Faga um grafico da secgao eficaz no referencial do
lab e no referencial do CM e confirme numericamente que conduzem ao mesmo
resultado.

2.6 Considere no quadro da teoria ABC, descrita na seccao 2.4, 0 processo
A+B— A+ B (2.51)
Em ordem mais baixa os diagramas sao os indicados na Fig. 2.2.

a) Calcule a amplitude M.

b) Escreva a expressao para a secgao eficaz diferencial no referencial do centro de
massa.

2.7 Considere o processo A+ A — A+ A.
a) Desenhe todos os diagramas (seis) que contribuem em ordem mais baixa.

b) Assumindo mp = m¢ = 0 encontre a amplitude para este processo. Deixe o
resultado na forma de integral.
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Capitulo 3

Grupos e Simetrias

Seguimos o capitulo 4 do Griffiths [1].

3.1 Simetrias, grupos e leis de conservacao

Simetrias desempenham um papel muito importante em fisica e em particular em
fisica de particulas. Isto deve-se por um lado a sua ligacao as leis de conservagao,
por outro porque nos permitem conhecer determinadas propriedades dos sistemas
sem ter de fazer todas as contas.

Comecemos com um exemplo deste tltimo caso, adaptado do Griffiths. Consi-
deremos a funcao representada na Fig. 3.1 Trata-se duma funcao impar. Como tal,

f[x]

Figura 3.1: Funcao impar

sem mais, podemos fazer varias afirmacoes sem efetuar qualquer calculo,

5

(=) = (f(2)* / fla)dr =0, / @) dz =2 / F@Pde (3.1)

-5

31



32 Capitulo 3. Grupos e Simetrias

Podemos ainda afirmar que a sua série de Fourier s6 tem senos e que a expansao de
Taylor s6 tem poténcias impares de x. Obtemos assim muita informagao sem fazer
qualquer calculo. A simetria neste caso é a simetria de reflexao x — —x debaixo da
qual as fungoes podem ser pares ou impares ou nao ter nenhuma simetria.

A importancia das simetrias em relacao com as leis de conservacao vem do Te-
orema de Noether. O teorema diz que para cada simetria continua ha uma lei de
conservagao. Os exemplos mais importantes estao na Tabela 3.1. Em fisica das

‘ Simetria ‘ Lei de conservagao ‘

Translacao no tempo | Energia
Translacao no espaco | Momento linear
Rotacao Momento angular
Simetria de gauge Carga

Tabela 3.1: Teorema de Noether: Simetrias e leis de conservacao
particulas a versao do teorema de Noether que é importante é a versao de teoria de
campo. N6s nao iremos aqui fazer essa demonstragao (ver o meu texto Introdugdo a

Fisica da Interagdo Eletrofraca [5]), mas daremos s6 um exemplo da fisica cldssica.
Consideremos um sistema com n graus de liberdade. A agao é dada por

5= / AL (G, 4o ) (3.2)

e conduz as equagoes de Euler-Lagrange

d (0L oL
—=—)—-—=—=0, k=1,2,... 3.3
2 (5) -2 =0 k=12 (33
O momento é dado pela expressao,
oL
= 3.4
Pk Diix (3.4)

Consideremos agora um sistema onde o lagrangeano L nao depende das coordenadas
qr- Dizemos que o sistema tem uma simetria pois é invariante para translagoes
gx — qr +b. Quais as consequéncias? Se olharmos para a Eq. (5.2), vemos que

9L — () e portanto
d (0L dp,
- ) =XF 3.5
dt (8%) dt (3:5)

Oqy,
logo o momento é conservado neste sistema. De modo semelhante se poderiam
demonstrar os outros casos.

Até agora faldmos de simetrias duma maneira intuitiva e nao muito precisa.
Mais rigorosamente uma simetria ¢ uma operagao que deixa um sistema invariante.
Vejamos um exemplo, as simetrias do triangulo equilatero da Fig. 3.2. As simetrias
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Figura 3.2: Simetrias do triangulo equilatero.

sao as reflexdes em torno dos eixos a,b e ¢, e as rotagoes de 120° no sentido dos
ponteiros dos relégios e no sentido contrario. Designamos essas operagoes por R,
Ry, R., R, e R_, respetivamente. Ha ainda a operagao de nao fazer nada que
designamos por identidade I. Estas seis operagoes sao todas as operagoes de simetria
do triangulo equilatero e forma aquilo a que os matematicos chamam um grupo. Um
conjunto de operacoes forma um grupo se tiver as seguintes propriedades:

1. Se dois elementos R; e I; estao no conjunto, entao a aplicacao sucessiva R;R;
também pertence ao conjunto. (Fecho)

2. Existe um elemento designado por identidade tal que IR; = R;I = R; para
todos os elementos do conjunto

3. Para cada elemento do conjunto, R;, existe um inverso, designado por R; ' tal
que RZRl_l = R;lRZ =1.

4. A propriedade de associatividade é verificada, isto é, R;(R;Ry) = (R;R;)Rx.

Em geral R;R; # R;R;. Se R;R; = R;R; para todos os elementos do grupo o grupo
designa-se por abeliano. Caso contrario por nao-abeliano. Veremos que ambos sao
importantes na descricao das simetrias das interacoes fundamentais. E facil de ver
que o conjunto de simetrias do triangulo equilatero, I, R,, R_, R,, Ry, R, forma um
grupo.

Exemplo 3.1 Construa a tabela de multiplicacao do grupo de simetrias do triangulo
equildtero, isto €, complete a tabela

| [ L[B |R |Ri|PR|R |

T I ]|R.|R | Ra|Ry]|R.
R, |R.|R_| I |R | R |R,
R_|R_| I |R.|R.|Ra| Ry
Ro | Ro | Ro | By | T | R_| Ry
Ry | By | R | Ro | Ry | I | R
R, | R. | Ry | Ra | R_ | Ry | I
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Notar que se trata dum grupo ndao abeliano pois, por exemplo,

R.Ry # RyR, (3.6)

Os grupos mais importantes em fisica sao os grupos de matrizes

1. U(n)
Grupo das matrizes unitdrias n x n, isto ¢ U~ = (UT)* = UT,

2. SU(n)
Sao os subgrupos dos grupos unitdrios com det U = 1. Os exemplos mais
importantes sao SU(2) e SU(3).

3. O(n)
Grupo das matrizes ortogonais n x n, isto ¢ O~! = OT. O grupo de Lorentz, é
um grupo de rotagdes num espago pseudo-euclidiano e designa-se por O(3,1)
onde o 3,1 dizem respeito aos sinais da métrica pseudo-euclidiana.

4. SO(n)
Subgrupo de O(n) com det O = 1. O exemplo mais importante é o grupo das
rotagoes SO(3).

Para grupos de simetrias continuos tém particular importancia as transformagoes
infinitesimais. Estas sdo expressas em termos dos geradores da dlgebra do grupo. A
algebra é definida pelas rela¢oes de comutacgao dos geradores. Em mecanica quantica
estes geradores correspondem a operadores como por exemplo, 0 momento angular
e o spin, para dar dois exemplos importantes. Assim os geradores da algebra do
grupo das rotagoes SO(3), sdo os operadores do momento angular, com a élgebra,

que sao as relacoes de comutacao do operador momento angular em mecanica
quantica. O mesmo se passa para o spin, a que correspondem as matrizes de Pauli,
com a dlgebra do grupo SU(2),

0; 0y :| . Ok
[ 272 " (3:8)
Vemos assim que as algebras de SO(3) e SU(2) sao idénticas e portanto estudando
uma estudamos a outra. Em fisica é usual ser pouco cuidadoso e confundir a dlgebra

com O grupo e vice-versa.

3.2 Momento angular

Como vimos a conservagao de momento angular esté relacionada com a simetria para
rotagoes. Assim em problemas com simetria esférica, como o atomo de hidrogénio,
o momento angular tem um papel muito importante.
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Ha uma diferenca fundamental entre o momento angular em mecanica classica e
mecanica quantica, embora a definicao seja a mesma, isto €,

-

L=7xp (3.9)

Em fisica classica nao ha qualquer restricao a medicao simultanea de todas as com-
ponentes de L e os valores possiveis sao continuos. Contudo, em mecanica quantica,
usando a relagao fundamental,

podemos mostrar que
[Li, Lj] = i€y Ly (3.11)

e portanto [L,, L,| = i L, o que de acordo com as regras da MQ nos diz que nao
podemos medir simultaneamente duas das componentes de L. Se definirmos o qua-
drado do momento angular

D=L+ L+ L2, (3.12)
podemos mostrar que L?, L., comutam simultaneamente entre si,
(L2, L] =0 (3.13)

e portanto podemos medir simultaneamente L? e uma das componentes, que tradi-
cionalmente se toma como L.. A outra diferenca para a mecanica cldssica é que os
valores sao discretos. Mais precisamente,

LY (8, ¢) =h* (1 + 1) Yim(6, ¢) (3.14)
L.Yim(0,0) =hmy Yim (6, ¢) . (3.15)

com
1=0,1,2,3,..., my=—l,—l+1,-1+2,...,0,...,01—1,1 (3.16)

3.3 Spin 1/2

Na Natureza o spin 1/2 é o mais importante. De facto todos os quarks e leptoes
tém spin 1/2, dizemos que sao fermides. Assim é da maxima importancia o estudo
de spin 1/2.

Uma particula com s = 1/2 pode ter duas projecoes de spin, ms, = £1/2. H&
vérias notagoes para descrever esta situacdo, por exemplo |1) e |]). Contudo uma
notagao mais conveniente é em termos de vetores colunas com duas componentes,

N
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A importancia destes estados resulta do facto de eles serao os estados préprios de
S.. De facto definindo o spin através da relagao usual,

S=_¢ (3.18)

N | St

onde o; sao as matrizes de Pauli, obtemos,

T T

Um estado arbitrario de spin pode portanto ser escrito na forma,

lﬂ - H o m (3.20)

A condigao de normalizagao é |a|? + |5]*> = 1, e de acordo com as regras basicas da
MQ, devemos ter que a probabilidade duma medida de S, dar +7/2 é |a|? enquanto
que a probabilidade de dar —h/2 é |3]°.

Suponhamos agora que queremos medir S, no estado dado pela Eq. (3.20). Quais
os valores possiveis e com que probabilidade? Como S, nao comuta com S, nao po-
demos responder diretamente. Abordemos primeiro a questao dos valores possiveis.
Como dissemos anteriormente nao ha nada de especial sobre S,, é s6 uma escolha,
pelo que os valores possiveis devem ser também +7/2. De facto na representacao
usual onde S, é diagonal, temos

S, — g [(1) (1)} (3.21)

e facilmente vemos que os valores préprios sao £h/2 a que correspondem os vetores
préprios normalizados

1 1 1
73 n|01] | 7 n| v
X+ = L SeX+ = 5 L L= :‘35 1 (3.22)
5 0f [+7 +7

De acordo com as regras da mecanica quantica os estados y+ formam uma base
onde podemos expandir o estado da Eq. (3.20),

1 1
N 1 1
H:a Vb _\/i] (3.23)
ﬁ \/5 2

donde resulta,

1 1
azﬁ(a—l—ﬁ), b:ﬁ(a—ﬁ) (3.24)

Agora podemos dizer que |a|? e |b|? representam as probabilidades duma medida de
S, dar :t%, respetivamente. Notar que |al? + |b|? = 1.
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3.3.1 Rotagao de spinores

Sabemos da fisica elementar que escalares (spin 0) ndo se transformam numa rotagao
e que vetores (spin) se transformam como as coordenadas no espaco a 3 dimensoes.
A questao que se poe é como se transformam os objetos de spin 1/2, os spinores? A
resposta, que nao demonstraremos aqui, é

v ] o

U(f) = e 207 (3.26)

onde

O vetor 6 aponta na direcao do eixo de rotacao e o seu moédulo é o angulo de
rotacao. U(g ) é uma matriz unitaria de determinante 1, pelo que o conjunto de
todas as rotagoes forma o grupo SU(2). Dizemos que os spinores estdo na repre-
sentacao a duas dimensoes do grupo, enquanto que os escalares na representacao
uni-dimensional e os vetores na representacao a trés dimensoes. Os diferentes spins
correspondem a representagoes do grupo SU(2) ou SO(3) que, como vimos tém a

mesma algebra.

3.4 Adicao de momentos angulares

Vimos numa aula anterior que o estado do eletrao pode ser descrito por dois mo-
mentos angulares, L (momento angular orbital) e S (spin). Em muitas aplicagoes é
importante definir o chamado momento angular total,

J=L+S, [L,S]=0. (3.27)

Que J é um momento angular é facil de ver pois obedece a algebra usual

(o, J,) =i, [Jy, L) = ihds, [ J.,Js) = ik, (3.28)

como facilmente se mostra usando as defini¢oes anteriores. Quais os valores possiveis
para J? Est4 fora do ambito deste curso introdutério fazer uma apresentacao com-
pleta da teoria do momento angular. Os resultados sao no entanto simples de apre-
sentar e serao relevantes para a compreensao da estrutura dos atomos e moléculas
e de muitas questoes em fisica de particulas. Vamos apresenta-los sob a forma de
teoremas, sem demonstragao:

Teorema 3.1 Seja um operador J que obedece a dlgebra do momento angular.
Entao os valores préprios de J?> = J - J e J, sao

J?=j(j + R’
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em que j € um inteiro ou semi-inteiro e m; toma o0s (2 j + 1) valores

mj=—j,—j+1,..,j—1,j. (3.30)

Casos particulares deste teorema, sao evidentemente os casos J = L onde j = { =

inteiroe J =S onde j = s = % = semi-inteiro.

Teorema 3.2 Seja J = J; + Jo 0 momento angular correspondente a soma de dois
momentos angulares com valores j1 e jo. Entao o valor j correspondente a J pode
tomar os valores

ljh—J2l <J <+ 72 - (3.31)

Teorema 3.3 Seja J = jl +f2. Entao o nimero de valores possiveis de m; obedece
a relagao

J§2 Ri+1)=2h+1) 24h+1). (3.32)

|71—J2|

3.5 Simetrias internas

Na descricao das particulas elementares e das suas interacoes desempenham um
papel muito importante simetrias que nao tém que ver com operagoes no espago-
tempo. De facto atuam num espaco com graus de liberdade internos e por isso
ficaram designadas por simetrias internas.

O melhor exemplo continua a ser o isospin, proposto por Heisenberg depois da
descoberta do neutrao. Ao observar que as massas do protao e nucleao eram quase
iguais, Heisenberg propos que eles seriam dois estados duma entidade designada por
nucleao e que a diferenca de massa seria resultado do facto duma ter carga e a outra
nao, portanto devida as interacgoes eletromagnéticas. Assim essa simetria, o isospin,
seria uma simetria sé das interagoes fortes. Tal como para o spin escreviamos o

IlU.CleaO,
.

com o protao e o neutrao a serem representados por,

p= H ;o n= m (3.34)

Por analogia com o spin, introduzimos o isospin (néo tem dimensoes)

L1
=37 (3.35)
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e portanto o protao tem isospin +1/2 enquanto que o neutrao tem isospin —1/2.

Até aqui isto é apenas notacao. As consequéncias resultam de dizer que as in-
teragoes fortes sao invariantes para o grupo SU(2) do isospin. Pelo teorema de
Noether resulta que o isospin é conservado nas interagoes fortes e isso tem con-
sequéncias experimentais. Esta simetria foi passada para os quarks, com os quarks
u e d a terem as mesmas propriedades do protao e neutrao respetivamente. A
descoberta da estranheza e do quark s levou a aumentar o grupo de simetria de
SU(2) para SU(3)!. Na préxima aula verao como estes conceitos foram aplicados
na construgao do modelo de quarks, o chamado Fightfold Way.

3.6 Simetrias discretas

Até aqui vimos simetrias continuas, tanto do espaco tempo como internas. Estas,
pelo teorema de Noether correspondem a leis de conservacao. Nesta seccao vamos
ver outro tipo de simetrias do espaco-tempo que sao discretas. Nao conduzem a leis
de conservacao mas tém uma importancia fundamental na construcao das teorias
das interacoes fundamentais.

3.6.1 Paridade

Até 1957 todos os fisicos acreditavam que todas as leis da Natureza eram invariantes
para reflexoes no espelho, tal como indicado na Fig. 3.3. De facto para formalizar é

LA

~
{
=

|
r
[
14
n
I
I
b
e g N

mm—m———
-,

Figura 3.3: Reflexao no plano xz

mais conveniente considerar inversdes no espago, (x,y,z) = (—z, —y, —z) tal como
indicado na Fig. 3.4. As duas operagoes diferem somente por uma rotagao (de 180°
em torno do eixo dos y neste caso) e se a teoria for invariante para rotagoes, como
usualmente (as rotagoes sao parte do grupo de Lorentz da relatividade restrita), ndo
ha diferenca entre as duas. Designamos esta operacao por Paridade e o respetivo
operador por P. Devemos entao ter para vetores,

P(P)=—7, P{@) =-p, PE)=-E, PA)=-A (3.36)

IN&o confundir este SU(3) com o SU(3).. da cor da cromodindmica quantica. Por vezes designa-
se a simetria entre os diferentes tipos de quark como SU(3) de flavour, sabor em inglés.



40 Capitulo 3. Grupos e Simetrias

Figura 3.4: Reflexao no plano zz

isto é os vetores mudam de sinal como as coordenadas. No entanto das relagoes
anteriores resulta que

P(L)=P(Fxp) =L, PB)=P(VxA) =B (3.37)

isto é, apesar do nome usual, o momento angular e o campo magnético nao sao
verdadeiros vetores. Sao designados por pseudo-vetores. Nao podemos somar vetores
com pseudo-vetores. Podemos verificar que, por exemplo a for¢a de Lorentz é um
verdadeiro vetor pois

P(F)=P (q(ﬁ 4T x é)) — F (3.38)

pois B é um pseudo-escalar mas o produto externo recupera o carater vetorial. De
igual forma hé duas espécies de escalares, os escalares propriamente ditos que nao

mudam de sinal, como
P(F-7) =77 (3.39)

e os pseudo-escalares que mudam, como por exemplo
P(E-B)=—E-B. (3.40)
Se aplicarmos P duas vezes voltamos ao inicio, e portanto
P?=1 (3.41)

o que indica que o grupo da paridade tem s6 dois elementos, I e P. Isto quer dizer
que os seus valores préprios sao +1. De acordo com as regras de QFT, a paridade
dos bosoes deve ser igual a das suas antiparticulas enquanto que os fermides tém
paridade oposta a dos seus anti-fermices. Tomamos a paridade dos quarks positiva
e a paridade dum sistema composto sera o produto das paridades dos constituintes
se o momento angular relativo for nulo. Nao sendo nulo o momento angular, o

resultado geral é,
P = P Py(—1) (3.42)
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o que da (—1)! para sistemas de bosao-anti-bosdo e (—1)*! para sistemas de fermiao-
antifermiao. Para completar esta enumeracgao o fotao, descrito pelo potencial vetor,
deve ter P(vy) = —1.

As interagoes fortes e eletromagnéticas eram conhecidas serem invariantes para
transformacoes de paridade, e toda a gente pensava que isso seria uma regra geral,
incluindo as interagoes fracas. Contudo em 1956 havia um puzzle, conhecido pelo
puzzle 7 — 6. Dois mesoes de spin zero e com a mesma massa tinham os seguintes
decaimentos,

0F > 7t 47, P=(-1)?=+1
™ot 447t P=(-1)P2=-1
st ta 410 P=(-1P3=-1 (3.43)

Assim a unica diferenca entre elas era a paridade assumindo que esta era conservada.
Como os tempos de vida média eram muito diferentes, sendo o decaimento em trés
pioes muito mais lento, Lee e Yang propuseram que o primeiro decaimento era devido
a interagoes fortes e conserva a paridade, enquanto que o segundo era devido as
interagoes fracas e nao conservava a paridade. Ao buscarem na literatura verificaram
que nao havia prova que as interagoes fracas conservam de facto a paridade como
era assumido. Propuseram entao uma experiéncia que foi levada a cabo por Wu em
1957. Consistia em observar os eletroes do decaimento

OCo(JF =5%) = ONi(JF =4%) + e+ 7, (3.44)

com o spin dos nicleos de cobalto alinhado, digamos na direcao positiva do eixo dos
z. A experiéncia mostrou que os eletroes eram sempre produzidos na direcao oposta
ao do spin do nicleo. Como a diferenca de spin é uma unidade, os spins do eletrao
e anti-neutrino devem estar alinhados para somar a unidade que falta. O resultado
da experiéncia quer dizer que o anti-neutrino tem sempre o seu spin alinhado com a
dire¢do do movimento (helicidade positiva) e que o eletrao é produzido na dire¢ao
contraria ao seu spin (helicidade negativa). Como se sabia do eletromagnetismo que
o eletrao podia ter as duas helicidades, devia ser o anti-neutrino que s6 podia ter
helicidade positiva devendo a sua antiparticula, o neutrino, ter sempre helicidade
negativa. Como os neutrinos sé participam da interacao fraca, esta devia violar a
paridade. Muitas experiéncias desde essa altura confirmaram ser esse o caso.

3.6.2 Conjugacao de carga

A operagao de conjugagao de carga C' transforma os estados de uma particula na
sua antiparticula, deixando as coordenadas e o spin sem alteragao. Muda assim
o sinal dos ntimeros quanticos aditivos, como a carga, numero bariénico e nimero
lepténico. Como C? = I os seus valores préprios sé podem ser £1. Sé particulas
completamente neutras, para as quais todas as cargas sao nulas, podem ser estado
préprios do operador C'. Estas sao o fotao e alguns mesoes neutros como o 7°. Como
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o fotao é o quanta do campo eletromagnético deve mudar de sinais se mudarmos
todas as cargas que lhe dao origem devemos ter para o fotao C'= —1. Do facto que
o existe o decaimento,

S (3.45)
devemos ter C'(7°) = +1. Pode-se mostrar que para um sistema de particula-
antiparticula (pp) com spin total s e momento orbital [ temos o resultado

C(pp) = (=1)"** . (3.46)

A conjugacao de carga é uma simetria das interagoes fortes e eletromagnética,
mas nao das interagoes fracas, pois quando aplicado a um neutrino esquerdo (helici-
dade negativa) produz um anti-neutrino esquerdo (a helicidade nao é alterada pela
operagao) e esta particula nao existe na Natureza.

3.6.3 Violacao de CP

Embora C, e P nao sejam simetrias das interagoes fracas, verifica-se que o produto
CP é quase uma simetria das interagoes fracas. No exemplo anterior se depois de
aplicar C' ao anti-neutrino aplicarmos P invertemos a helicidade e temos um neutrino
esquerdo como existem na Natureza. No entanto verificou-se experimentalmente em
1964 no sistema KK que isto nao era o caso e que havia uma violagao pequena de
CP. Mas recentemente este resultado foi confirmado noutro sistema, como o BB’
E portanto um resultado que tem de ser incorporado na teoria das interagoes fracas.
Voltaremos a este assunto no final do semestre.

3.6.4 Inversao no tempo e o teorema TCP

A terceira simetria discreta do espaco-tempo é a chamada inversao no tempo, de-
signada pelo operador T'. Classicamente as equagoes fundamentais do eletromagne-
tismo e da mecanica sao invariante se mudarmos o sinal do tempo. Se virmos o filme
ao contrario nao damos por isso. Ao nivel da fisica quantica, as interacoes fortes e
eletromagnéticas tém esta simetria, mas as interacoes fracas poderiam nao ter.

As experiéncias para esclarecer esta questao sao muito complicadas, pois nao
é possivel usar colisoes. O melhor que podemos fazer é medir quantidades que
deveriam ser nulas se a inversao no tempo fosse uma boa simetria da teoria. Os
candidatos sao por exemplo a medicao do momento dipolar elétrico do eletrao e
neutrao, para os quais so existem neste momento limites superiores,

dy <6x10% ecm, d.<1.6x10"* ecm (3.47)

Existe em TQC um teorema que diz que o produto das trés operacoes TCP deve
ser conservado. Ainda nao foi encontrada qualquer prova que nao é verdade. Se o
tomarmos como certo, sabendo que o produto C'P nao é completamente conservado
(violagao de C'P), entdo T também deverd ter a mesma violagao.
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Problemas capitulo 3

3.1 Construa a tabela de multiplicacao do grupo de simetrias do triangulo equilatero,
dada no exemplo 3.1. Verifique que o grupo é nao abeliano.

3.2 O grupo de Poincaré é constituido pelo grupo de Lorentz mais as translagoes. Se
J,w, designarem os geradores do grupo de Lorentz e P, os geradores das translagoes,
as relagoes de comutacao sao

(s Jpol = 1 (Gupduo — GuoIpp — Gupdve + GuoJup) (3.48)
[POH J/u/] =1 (guaPV - guapu) (349)
[Pw P,,] =0
Mostre que
[Pz,JW} = [P2,Pu] =0 (3.50)
W2, 7] = (W2 P = [W2 P’ =0
onde
1 vp po
Wy = _§5uvm J P

é o vetor (operador) de Pauli-Lubanski. Qual a importancia deste resultado?

3.3 Um sistema de duas particulas ligadas, no seu referencial préprio com momento
angular [ e projecao m segundo o eixo dos z pode ser escrito como

151, 6.m) =) Y5, (6. ) 15, ) (3.51)
0.0

Use a propriedades das harmonicas esféricas,

V(0 =7, ¢ +7) = (=1)' ¥, (0, 0) (3.52)
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Para mostrar que a paridade do sistema é,
P = P Py(—1) (3.53)

onde P; sao as paridades intrinsecas dos dois constituintes.



Capitulo 4

Equacoes de Klein-Gordon e Dirac

Seguimos aqui as secgoes 7.1 a 7.3 do Griffiths [1] e as secgoes 1.2 a 1.5 de ITC [2].

4.1 A equacao de Klein-Gordon.

Comecemos pela particula livre. Em mecanica quantica nao relativista a equacao
de Schrodinger é obtida da equagao fundamental

0
h—y =H 4.1
ih = H (4.1)
usando o Hamiltoniano livre nao relativista que é

2

P
R 4.2
5 (4.2)

e fazendo a substituicao p — —iliV. Obtemos entao

o o,
i —%V (0 (4.3)
A primeira ideia que surgiu para generalizar esta equacao para uma particula rela-
tivista foi usar em vez da Eq. (4.2) o Hamiltoniano relativista. Para uma particula
livre o Hamiltoniano é a sua energia e devemos ter

uh

H=E (4.4)

A energia estd relacionada com o momento linear através da relagao

pup" = m*c? (4.5)

onde
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Temos entao

E*

= PP= m?c? (4.7)
ou seja

E? = p*c® + m*c (4.8)

Classicamente exige-se que as energias sejam positivas por isso deveriamos ter no
caso relativista

p?c? + m2ct (4.9)

Somos imediatamente confrontados com o problema de interpretar a raiz quadrada
dum operador. Para evitar este problema vamos encontrar uma equacao para H?2.
Isto obtém-se facilmente iterando a Eq. (4.1) e observando que [ih%,H} = 0.
Obtém-se entao
0? -,
—h2@ = (=h*V2 + mict)y (4.10)

ou ainda

{m + (%)2] b =0 (4.11)
onde O = 9,0". Agora nao temos dificuldades em interpretar os operadores mas
introduzimos no problema as solucoes de energia negativa que também sao solugoes
da Eq. (4.11). Como veremos as solugoes de energia negativa nao podem deixar de
existir em mecanica quantica relativista e a sua interpretagao estd relacionada com
as antiparticulas. A observacao experimental de antiparticulas veio a confirmar esta
interpretacgao.

Mas nao foi a existéncia de solucoes com energia negativa que levou ao aban-
dono da Eq. (4.11), chamada equacao de Klein-Gordon [6-8], como equagao rela-
tivista para o eletrao mas antes outro problema relacionado com a densidade de
probabilidade. Partindo da Eq. (4.11) e da equagao complexa conjugada obtemos

Y lm + (%)2} b -1 lm + (%)2} ) (4.12)

0= "0y —Y0y* = 9,(1*0" ) (4.13)
onde @D*E)Hw = @D*_@ww — w*guv Temos entao

0 J =0 o JP=10 (4.14)
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=

Na identificacao usual J* = (pc, J) pelo que a densidade serd

p= (v o) (4.15
c ot ot

Esta equacao mostra que p nao pode ser interpretado como uma densidade de proba-

bilidade por nao ser definida positiva. Finalmente uma terceira razao fez abandonar

a equacao da Klein-Gordon. De facto ela ndao conduz aos niveis de energia do dtomo

de hidrogénio (ver Problema 4.3).

Se excetuarmos esta tultima razao, a Eq. (4.11) foi abandonada pelas razoes
erradas. De facto pode-se mostrar que ela é a boa equacao relativista para particulas
de spin zero, razao pela qual nao pode explicar os niveis do atomo de hidrogénio
onde os efeitos do spin sao importantes. As solugoes de energia negativa serao
compreendidas e a densidade p serd re-interpretada nao como uma densidade de
probabilidade mas antes como uma densidade de carga.

4.2 A equacao de Dirac

Confrontado com os problemas anteriores Dirac propos uma outra equacgao relati-
vista para o eletrao [9,10]. Como na equagao fundamental, Eq. (4.1), a derivada
em ordem ao tempo aparece linearmente é natural admitir num contexto relativista
que o Hamiltoniano seja também linear nas derivadas em ordem as coordenadas e
portanto escrevemos

L oY

th—

ot

E facil de ver que o' e 8 nao podem ser niimeros pois entdao a relacao entre energia

e momento duma particula relativista nao seria verificada. Também 1 nao pode ser

um escalar se p = ¥*1y é para ser interpretada como a componente temporal dum

4-vetor corrente. Assim Dirac propos que @ e [ sejam matrizes hermiticas N x N
(para que H seja hermitico) e que 1 seja uma matriz coluna com N elementos.

U
= : (4.17)
YN
A Eq. (4.16) é entao interpretada como uma equagao matricial. Para que ela faga
sentido devemos satisfazer as condigoes:

_ <_¢h0@ v ﬁmcz) b = Hy (4.16)

e Deve dar arelacio correta entre a energia e o momento isto é E? = p?c?> +m?c,
para uma particula livre.

e Deve fornecer uma probabilidade definida positiva.

e Deve ser covariante para transformacoes de Lorentz.
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Vejamos os dois primeiros requisitos. Para que se obtenha a relagao energia-momento
correta basta que cada componente satisfaca a equagao de Klein Gordon. Para isso
iteramos a Eq. (4.16)

0% _ ’ L Oy
h ol ( thea'V; + fmce ) uh v (4.18)

o) 4 adal | |
—hzczwvivj' - ’ith2<Oélﬁ + 50&2)V2' + 52m204 w

Para que cada componente satisfaca a equagao de Klein- Gordon devemos ter
alad + adal = 269
a'f+ Bat =0 (4.19)
(ai)2 =2 =1

Complemento 4.1

Na Eq. (4.18), que conduziu as relacdes anteriores, simetrizimos o produto o‘a’/. Como
este tipo de situacdo val aparecer varias vezes, expliquemos um pouco mais. Tomemos
como exemplo o espago euclidiano a 3 dimensoes com métrica d;;, mas os resultados sao
independentes desta hipdtese. Seja Tj; um tensor de segunda ordem neste espaco (o
que quer dizer que se transforma como as coordenadas em cada um dos seus indices),
A;; = —Aj; um tensor anti-simétrico e S;; = Sj; um tensor simétrico. Entao

AijSi; = A12S12+ A21591 + -+
A12S12 — A12S12 + - - -
_ 0 (4.20)

pois é sempre possivel rearranjar os termos para se cancelarem dois a dois. Dizemos
que a contracdo dum tensor simétrico com um tensor anti-simétrico € sempre nula. Por
outro lado, um tensor sem simetria definida, pode ser sempre decomposto nas suas partes
simétrica e anti-simétrica, isto é,

1 1
Ly = 5@ +Th) + 5 (T — Tj)
= TS +Tj (4.21)
Entao obtemos facilmente
TijAy =THA; 3 TijSi = TZ?SU (4.22)

Temos portanto que construir 4 matrizes que anticomutem, sejam hermiticas
e cujo quadrado seja a identidade. E desde logo claro que nao podem ser 2 x 2
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pois s6 ha 3 matrizes 2 X 2 que anticomutam, as matrizes de Pauli. Para ver a
dimensao minima em que é possivel realiza-las, observemos que sendo hermiticas os
seus valores préprios sao reais e iguais a +1 pois a? = 32 = 1. Das relacoes de
anticomutacao pode-se concluir que tém trago nulo. Por exemplo

o' = —pBa'B (4.23)

ou seja

Tr(a') = Tr(—pa'B) = —Tr(a') =0 (4.24)

Isto tem como consequéncia que N deve ser par para que o numero de valores
proprios +1 e —1 seja igual. Como N = 2 esta excluido devemos ter N = 4 como
a dimensao mais baixa onde se realiza a Eq. (4.19). Uma representacgao explicita, a
chamada representacao de Dirac é

RO L I Y 4z
onde o; sao as matrizes de Pauli:
0 1] 0 —i 1 0
o] = L 0| ;09 = L O} . o3 = {O _1} (4.26)

E um exercicio trivial verificar que a Eq. (4.25) satisfaz as condicdes da BEq. (4.19).
Claro que a escolha nao é tinica, mas voltaremos a este assunto mais tarde.

Vamos agora ver a questao da corrente de probabilidade. Para isso escrevemos a
equacao conjugada hermitica da Eq. (4.16). Atendendo a que o' e 3 sdo hermiticas,
obtemos

f .
—z'haait = wT(ihcalgi + Bmc?) (4.27)

Multiplicando a Eq. (4.16) & esquerda por ! e a Eq. (4.27) a direita por 1 e
subtraindo obtemos

m%(ww) = —ihcVi(YTaly) (4.28)

ou ainda

O h) + 9 - (Yleay) =0 (1.29)

o que permite identificar uma densidade de probabilidade e uma corrente de proba-
bilidade:

p = ¥y (4.30)
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-

i = yleay (4.31)

Integrando a Eq. (4.29) em todo o espago obtemos

Bt —

o que esté de acordo com identificarmos 117y como uma densidade de probabilidade
definida positiva.

A notacdo das Eq. (4.29) e (4.31) antecipa o facto de j ser um 3-vetor. De
facto temos de mostrar isso e muito mais. Na seccao seguinte demonstraremos que

-,

J* = (cp, 7) é um 4-vetor conservado, 9,j* = 0 e que a equacao de Dirac é covariante,
isto é, que mantém a mesma forma em todos os referenciais de inércia.

Antes de continuar a discutir a equacao de Dirac vamos introduzir uma con-
veniente notagdo 4-dimensional. Multiplicamos a Eq. (4.16) por %5 a esquerda e
introduzimos as matrizes

Y= V=pat i=1,2,3 (4.33)

Entao a equacao de Dirac escreve-se

(thy"0y, —me)p =0 (4.34)

ou ainda

(thg — mce)yy =0 (4.35)

onde se introduziu a notagao, devida a Feynman

J=~"0, (4.36)

As matrizes v, na representacao de Dirac, sao
b )

E fcil de ver que as relacoes da Eq. (4.19) se escrevem duma forma compacta em
termos das matrizes 7, isto é

AP Pt = 2gH (4.38)
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4.3 Solucgoes para a particula livre

4.3.1 Sistema de unidades h =c=1

Em fisica de particulas é usual utilizar um sistema de unidades em que h = ¢ = 1.
Isto simplifica muito as expressoes e os calculos numéricos. Vamos rever aqui os
conceitos fundamentais.

No sistema de unidades i = ¢ = 1, complementado com €y = pp = 1 (notar que
¢ =1 implica €uo = 1), s6 ha uma unidade independente. Qual se escolhe depende
da situagao, umas vezes a energia, outras o tempo ou ainda a distancia. A conversao
faz-se usando as relagoes:

1 =c=2999792 x 10° ms™" — 1s=2.999792 x 10° m (4.39)
1 =hc =197.327 MeV.fermi — 1MeV ™' =197.327 x 107 m (4.40)
1 =h=1.054571x 107** Js — 1 J.s=9.482529 x 10* (4.41)

Como exemplo, vamos escrever as varias unidades em termos da energia. Temos
sucessivamente

1 m =5.067730 x 10*2 MeV !

1s =1.520214 x 10* MeV™* (4.42)
1Js 1Jsx1s
1 Kg = = = 5.61 10%” MeV .
& =T o T3 5.613088 x 10% MeV

Particularmente teis sao as relagoes:

1571 =6.578023 x 1072 MeV
1 barn =107 em? = 2.568189 x 1073 MeV 2
1 pb = = 2.568189 x 10™"* MeV 2 (4.43)
1 MeV ™2 =3.893794 x 10* pb
1 GeV ™2 =3.893794 x 10° pb
1eV™2=1.5202 x 10" Hz

Se quisermos podemos sempre re-introduzir as potencias de & e ¢, como no exem-
plo seguinte.

Exemplo 4.1 Considere que um calculo da sec¢ao eficaz deu o resultado
1
o=A— (4.44)
s

onde \ € um parametro sem dimensoes € s o quadrado da energia (massa) no
CM. Vamos escrever a expressao introduzindo as poténcias de h e c.
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Para isso comegamos por escrever
1. os
o= \-h% (4.45)
s

Sabemos que a secgao eficaz tem as dimensoes duma drea e que [s] = [M]?.
Por isso devemos ter

1 N _\B
12 = (MEPT)" (177)
=M PetPpeh (4.46)
que tem como solucdo o = 2, B = —2. O resultado final serd portanto,
A\ R?
= 4.47
o= (4.47)

o que se pode comparar com a Fq. (2.51).

4.3.2 Solucgoes da equacgao de Dirac no referencial préprio
Tomemos a equacao de Dirac para a particula livre (A = ¢ = 1 a partir de agora)
(i@ —m)(z) =0 (4.48)
A Eq. (4.48) admite como solugdes ondas planas
P(x) = w(p)e” " (4.49)
desde que p,p* = m? Isto implica que (p°)? = E* = p- p+ m?, e portanto

temos solucoes com energia positiva e negativa. Nas nossas convengoes fazemos
p’ = E/c=+/|p|> + m? > 0 sempre, pelo que devemos ter

i "

V(x) = w'(p)e Tt (4.50)
onde €, = *1 para solucoes de energia positiva e negativa, respetivamente, e o indice
r explicita as diferentes solucoes independentes, como veremos de seguida.

Para determinar w” () vamos considerar primeiro o caso da particula em repouso.
No referencial proprio a equagao de Dirac reduz-se a

0
)= — = 4.51
(Z 7 5 m) =0 (4.51)
Usando a representagao de Dirac, Eq. (4.37), é facil de ver que a equagao se escreve

m (e’ —1)¢" =0 (4.52)

onde '
wr — wr(())e—zermt (453)
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com
[+ r=1,2
& = {_1 r—31 (4.54)
€
1 0
w(0) = v2m 8 . w?(0) = vV2m (1) (4.55)
0 0
0 0
w?(0) = v2m (1) . wh(0) =V2m 8 (4.56)
0 1

Vemos portanto que r = 1,2 sao solugoes da energia positiva e r = 3,4 da
energia negativa. O factor v/2m da normalizacio foi introduzido por conveniéncia
como serd claro mais tarde (esta normalizacao é a nossa tnica diferenga em relacao
as convengoes de Bjorken e Drell). Se usarmos o operador

= g 0
Y= {0 5} (4.57)
vemos ainda que w((0) sdo funcdes préprias de X* com valores préprios £1. Assim
as solugoes r = 1, 2 descrevem o eletrao de Schrédinger-Pauli e as solugoes de energia
negativa, r = 3,4 serao interpretadas mais tarde. Na re-interpretacao de Dirac das
solucoes de energia negativa como as anti-particulas, a auséncia de um eletrao de
energia negativa com spin CP corresponde a um positrao com spin down, por isso
w3(0) corresponder4 a spin down enquanto que w?*(0) a spin up.

4.3.3 Solucoes da equagao de Dirac para p # 0

Se tivéssemos visto como os spinores se transformam num transformacao de Lorentz,
poderiamos aqui fazer simplesmente uma mudanca de referencial. Voltaremos a este
assunto na seccao seguinte, mas sem demonstracao, pelo que aqui vamos construir
as solugoes para p # 0 diretamente seguindo de perto o Griffiths. Queremos solugoes
da forma

U(z) = Nw(k) e ** (4.58)

onde N é uma normalizacdo a determinar no final. Substituindo na Eq. (4.48)
obtemos

(v -k =m)w(p) = (k —m)w(k) =0 (4.59)

onde usdmos a notacgao, devida a Feynman,

kEy“kuE’wk:yoko—’?E (4.60)
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Comecemos por notar que a Eq. (4.59) é uma equagao algébrica matricial. Na

representacao de Dirac temos

- K k.
_ 0]{50—_"]{7: .
k= gl [k-& _k ]

° qQ

pelo que escrevendo o 4-spinor w em termos de dois bi-spinores,

wlp) = [2]

wp

obtemos

(K% —m)wy k- Fwg ] 0

k-dws  —(k°+m)wg

Estas equagoes conduzem as relagoes,

1 - 1 >
0 m(k -0 )wg, wp

wp =
A consisténcia requer entao que

wa = (K02 — m?

Mas usando (k - &)2 = |k|?, concluimos que deve ser

B[ = (k) —m?, (k) = [k]> = m?

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)

Exemplo 4.2 Mostremos que (k-3)2 = |k|2. Para isso usamos a propriedade das

matrizes de Paul,
O'iO'j = 5”' + ’iéijkdk

para obter
(k’ . 6)2 = k’ik‘jO'iO'j = |]€|2

(4.68)

(4.69)

onde no ultimo passo usamos o facto de a contragao dum tensor simétrico com

um anti-simétrico se anular.
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Portanto k* deve ser um quadri-vetor relacionado com o 4-momento da particula

por
k' = +pt

(4.70)

correspondendo o sinal 4 as solugoes de energia positiva, as particulas e o sinal —

as solugoes de energia negativa, as anti-particulas.

Podemos agora construir 4 solugoes independentes da equacao de Dirac. De facto

1. Escolher w4 = [(1]} Entéo (E = p%)

|1 _cp-o |1
wA_O7 wB—E‘I—mO

2. Escolher wy = [ﬂ Entao
W 0 w cp-a |0
A — 1 9 B — E+m 1

1 -

3. Escolher wg = [0} Entao
— 1 e — cp-ad |1
B — O 9 A — E+m O

0 -

4. Escolher wp = L} Entao

Com a normalizacao candnica,
whw = 2F

obtemos finalmente as quatro solugoes independentes,

uY =VE+m

pw"—ipy
E+m

Pz — ipy

E+m
—D:z

L E+m

(4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)

(4.76)
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[ P2 — ipy ] Dz
E+m E+m
o0 = VETm | o2 | @ = BT | (4.77)
B E+m |’ o E+m :
0 1
1 0

onde usamos a notagao convencional, u para as particulas e v para as anti-particulas.
Notar que devido aos sinais na Eq. (4.70), as equagoes para u e v diferem dum sinal
(ver Eq. (4.59))

p—m)u=0, (P+mv=0. (4.78)

4.4 Covariancia da equacao de Dirac

4.4.1 Transformacoes de spinores
Escrevemos a equagao de Dirac na forma,
(49, — m)(x) = 0 (4.79)

sem nunca nos preocuparmos em que referencial estamos. A razao é que estamos
implicitamente a usar o facto de que deve ter a mesma forma em todos os referenciais
de inércia, isto é no referencial S’ devera ser

("0, —m)yY'(2") = 0 (4.80)

Numa transformacao geral entre S e S’ definida através das transformagoes,
't =a",a” (4.81)
um escalar fica invariante ¢'(z’) = ¢(x), mas um vetor muda como as coordenadas,
At =t A (4.82)

A questdao é saber como se transformam os spinores nas transformagcoes da
Eq. (4.81). Nao vamos explicar esta questao aqui (ver a Ref. [2]) mas sé dar o
resultado. Se definirmos

P'(af) = S(a)i(x) (4.83)

entao a equacao de Dirac é covariante se
S(a)y"S™(a)a", =+ (4.84)

A forma explicita depende do tipo de transformacoes de Lorentz. Assim
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1. Rotagoes B
Sp = ezt (4.85)

onde 0 é um vetor coma direcao da rotagao e médulo igual ao angulo de rotacao

S [g 2} (4.86)

Notar que em cada bloco diagonal os spinores transforma-se como em mecanica
quantica nao relativista.

2. Transformacgoes de Lorentz (boosts)

S; = e 294 (4.87)

onde @ sao as matrizes de Dirac, e & é um vetor na direcao da velocidade
relativa entre S e S’ tal que

‘7
tanhw = i (4.88)
c
3. Inversao no espago (Paridade)
Neste caso
1 0 0 O
0O -1 0 O
po_
=10 0 1 o0 (4.89)
0 0 0 -1
e portanto a Eq. (4.84), d4

4.4.2 Adjunto de Dirac

A escolha mais simplista para formar um invariante seria vf1). Contudo esta quan-
tidade nao é um escalar mas sim a componente temporal dum 4-vetor, como vimos
na discussao da corrente de probabilidade. Como formar entdo um escalar? Para
isso notemos, que

St =SL#S;" — ¢y # 9y (4.91)

contudo podemos mostrar que para todas as transformagoes de Lorentz devemos ter
St =~087140 (4.92)
Por isso se definirmos o chamado adjunto de Dirac

U(a) = ¢l ()" (4.93)
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entao temos o

Y =5y, P =S (4.94)
e portanto o B B

P = SIS = Py (4.95)
e é portanto um escalar, invariante para todos os tipos de transformacoes de Lo-
rentz.

4.4.3 Covariantes bilineares

Tal como qualquer matriz complexa 2 X 2 se pode exprimir em termos de 4 matrizes
linearmente independentes (por exemplo a matriz identidade mais as matrizes de
Pauli) assim qualquer matriz 4 X 4 se pode exprimir em termos de 16 matrizes 4 x 4
linearmente independentes. Para introduzir estas matrizes é conveniente definir a
seguinte matriz

vs = iy’ (4.96)

que na representacao de Dirac tem a forma

0010

0001

0100

Da defini¢ao resultam as propriedades importantes
{37} = 0 (4.98)
(1)* = 1 (4.99)
Estamos agora em posicao de definir as 16 matrizes 4 x 4
=1 (4.100)
Il = (4.101)
i

Ty = 0w = 5[0 (4.102)
I =% (4.103)
| (4.104)

onde os simbolos S, V', T, A e P designam respetivamente: escalar, sector, tensor,
pseudo sector e pseudo-escalar e tém a ver com a maneira como os bilineares
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wI%  a=8V,T,AeP (4.105)

se transformam para transformagoes de Lorentz. Por exemplo

P(a’) DAY/ (a') = @)y (a)
= P(2)S™ 7 S (x)
= det a a",(z)y57" Y (x) (4.106)

onde se usou o facto de [S,7v5] = 0 para transformagdes de Lorentz préprias e
{P,v5} = 0 para a inversdo no espago. Isto mostra que v (z)y57,1(x) se trans-
forma como um sector axial ou pseudo-sector. De forma semelhante se podiam
demonstrar as propriedades de transformacao dos outros bilineares.

4.5 Interpretacao das solucoes de energia nega-
tiva

Apesar de todos os sucessos da equacgao de Dirac descritas anteriormente o problema
das solugoes com energia negativa continua por resolver. Este problema nao é um
problema académico, pois é preciso explicar porque é que os electroes nos atomos
nao efectuam transicao para estados de energia negativa. Por exemplo um calculo
simples da para o electrao, no estado fundamental do hidrogénio, uma taxa de
transigao de 10® s™! para decair no intervalo [—mc?, —2mc?]

A teoria dos buracos de Dirac

Foi Dirac quem primeiro forneceu um tratamento consistente das solugoes de energia
negativa. O argumento de Dirac s6 funciona para fermioes pois faz uso do Principio
de Fxclusao de Pauli. Assim para Dirac o vdcuo da teoria é constituido por todos
os estados de energia negativa preenchidas. Devido ao principio de exclusao de
Pauli um electrao com energia £ > 0 nao pode entao efectuar uma transicao para
um estado de energia negativa, explicando a estabilidade dos atomos. Claro que o
vacuo tem energia e momento infinitos mas fisicamente sé medimos diferengas em
relacao ao vacuo e essas serao finitas.

A principal consequéncia desta interpretagao é a existéncia de antiparticulas,
neste caso o positrao. Consideremos que o vacuo tem uma lacuna ou buraco. Isto
quer dizer a auséncia dum electrdo de energia —FE e carga —|e|. Mas isto pode
ser igualmente interpretado como presen¢a duma particula de carga +|e| a energia
positiva +FE, isto é, o positrao. Assim a producao dum par electrao-positrao é
explicada esquematicamente na Figura4.1
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E e
L m02 / fotao
0
2
-mc
Figura 4.1:
E €
n mc2 fotao
0
2
-mc _J,
Figura 4.2:

Isto é, um electrao é excitado dum estado de energia negativa deixando atras
de si uma lacuna no mar de Dirac. Como esta lacuna corresponde a um positrao
ficou criado um par ete”. Igualmente a aniquilacao electrao-positrao pode ser in-
terpretada como um electrao com E > 0 que faz uma transicao para um estado com
E < 0 que estava livre (positrao ) desaparecendo portanto o electrao e o positrao,
conforme indicado na Figura4.2

Com a teoria dos buracos abandonamos a interpretacao em termos de funcoes
de onda de uma particula para passar a ser uma explicacao em termo de muitas
particulas. Sé o formalismo da segunda quantificagdo, com os seus operadores de
criacao e destruicao permitira fazer uma descricao consistente desta teoria de muitas
particulas. Essa explicagdao, como veremos, também se aplicard aos bosoes, o que a
este nivel nao é possivel de explicar por nao satisfazerem ao principio de exclusao
de Pauli. Contudo a interpretacao de Dirac teve um papel determinante no desen-
volvimento da teoria e a descoberta experimental das anti-particulas foi um grande
SUCEeSsO.
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4.6 Conjugacao de carga

Da teoria dos buracos emerge assim numa nova simetria de natureza: para cada
particula existe uma anti-particula. Esta simetria designa-se por conjugacao de
carga. Vejamos como a podemos definir. De acordo com a teoria dos buracos
devemos ter uma correspondéncia univoca entre as solucoes de energia negativa da
equacao de Dirac para os electroes

(i —eA—m)p =0 (4.107)

e as solucoes de energia positiva da equacao de Dirac para os positroes,

(i@ + eA—m)y. =0 (4.108)

onde 1. é a funcao de onda para o positrao. Para encontrar a relacao observemos
que o sinal relativo entre i@ e e/ é o contrério nas duas equagoes. Isso leva-nos a
considerar o complexo conjugado da Eq. (4.107). Obtemos

(=i 0, — ey A, —m)Y* =0 (4.109)
Usando agora Ty = e ATAR AT = ~HT ohtemos

[T (+i, + €A,) —m] ¥ =0 (4.110)

Se encontrarmos uma matriz C', nao singular, tal que
CHTCt = —A# (4.111)
podemos entao identificar (a menos duma fase que tomamos igual a 1)

e = CB' (4.112)

Que existe uma matriz C verificando a Eq. (4.111) pode ser demonstrado construindo
um exemplo especifico. Na representacao de Dirac é

C=ivy=-C'l=-Cl=-0" (4.113)
ou mais explicitamente
0 0 0 -1
0 —io? 0 0 1 0
¢= (—m2 0 ) “lo -10 o0 (4.114)
1 0 0 O

E instrutivo ver como é que a Eq. (4.112) relaciona as solugoes de energia negativa
com as fungoes de onda do positrao. Consideremos um electrao de energia negativa
em repouso com spin para baixo. Entao
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0
V=N 8 et (4.115)
1

onde N é uma renormalizacao. Aplicando a Eq. (4.112) obtemos

1
=N 8 e~ imt (4.116)
0

isto é, um positrao de energia positiva e spin para cima. Portanto a auséncia dum
electrao de spin | e energia negativa corresponde a presen¢a dum positrao de energia
positiva e spin 1. Foi este facto que nos levou a identificar v (p, 1) com w* (p) e v (p, )
com w? (p).

A conjugacao de carga, forma conjuntamente com a paridade e a inversao no
tempo, um conjunto de simetrias discretas muito importantes para a caracterizagao
das particulas e suas interacgoes. Para um estudo mais aprofundado em teoria
quantica dos campos ver [11].
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Problemas capitulo 4

4.1 Mostre que a construcao usual da corrente de probabilidade aplicada a equacgao
de Schrodinger conduz & densidade de probabilidade usual 1| definida positiva.
Compare com a Eq. (4.12) e discuta a origem da diferenga entre os dois casos.

4.2 Considere o tensor do campo eletromagnético F), = d,A, — 0,A,. A partir
deste tensor define-se o chamado tensor dual

a)

1

uy __ T _pVpo
F —26 F,y .

Mostre que as equacoes de Maxwell sao
o FH = J¥

e que estas reproduzem as leis de Gauss e Ampere (incluindo a corrente de
deslocamento introduzida por Maxwell).

Mostre que se tem
O F" =0
Verifique que esta equacao contém as chamadas equacoes de Maxwell ho-

mogéneas, isto 6, V-B = 0, e V x E = —85/015. Verifique que aquela
relagdo ¢é equivalente a forma mais usual (identidade de Bianchi)

OuF,p+0,F,, + 0,F,, =0

Xpri invari » » » r
Exprima os invariantes F),, F'*", F,,F* e F,,F" em termos dos campos E e
B.

—

Mostre que se E e B sao perpendiculares num dado referencial, entao sao
perpendiculares em todos os referenciais de inércia.

Considere um referencial S onde se tem E #0e B =0. serd possivel encontrar
um referencial S" onde E'=0e B # 07 Justifique.
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4.3 Introduza na equagao de Klein-Gordon o acoplamento minimo

i0, — i0, — €A,

e considere as solugoes estacionarias do dtomo de hidrogénio, isto é (b = ¢ =1)
U(Ft) = ¢(F) e 5 Ag=———

a) Mostre que a equagao de Klein-Gordon se escreve
[—Vz +m? — (E + %)2] o(7) =0

b) Mostre que esta equagao se pode resolver exatamente pelos métodos usuais
dando as energias

m n :1727...
Bt = e ! {£ =0,1,---,n—1
(n—eg)?
onde
1/2
€ —e+1 £+1 2 /
=Ty 2 @

¢) Expandindo em poténcias de aw compare com os resultados da teoria de Schrodin-
ger incluindo correcoes relativistas.

4.4 Utilize as expressoes explicitas

0 o=, 0
Sgp = cos=+16-Xsin =
f 2" 2
w w
S, = cosh— —w-asinh —
L 9 « Sl 9
para verificar que para transformacoes finitas também temos
SIS = at Y
4.5 Mostre as relagoes seguintes:
(T)? = +1

Tr (I') =0 ,Va #s
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Vv =45 " = =297 M = 497
VAP =g = g 4 gt + i s
4.6 Prove a decomposicao de Gordon:

1 .
U(p1, 1) u(p2, 52) = Dy U(p1, 51) [(p1 + p2)* + 0™ (p1 — p2)u] u(pa, 52)

Sugestao: Use a identidade
dp = a¥'b, — ia"bv" o,

4.7 Considere um eletrao incidente da regiao I com energia F conforme indicado
na Figura 4.3. Admita que a particula incidente tem a fungao de onda

1
,lvbinc =a eiklz 191
E+m
0
E
X
1 VO

Figura 4.3: Paradoxo de Klein

a) Calcule a onda deflectida e a onda transmitida.

b) Mostre que a corrente deflectida e transmitida obedecem a

Jtrans - 4r . Jreﬂ - (]- - ,,,.)2

Jinc (1 +T)2 7 Jinc (1 +T)2

isto é, aparentemente tudo bem pois

Jinc = Jtrans + Jreﬂ

contudo
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k‘g E+m

e S — e se Vo>FE+m entao r<0
]{31 E—‘/()‘i‘m 0

Portanto

Jref > Jinc

Comente este resultado.

4.8 Demonstre as relacoes de Ehrenfest

d

EFOP :Z[H, Fop] = CO_Z

d , - 0 e ~

e =1 [H, 7op) + 57 op = € (E—I—vop X B)
onde

Top = —iV — €A
H=—i@ -V+pm—ed- A+ eA

4.9

a) Construa o Hamiltoniano H da equagao de Dirac para particulas livres no
espaco dos momentos.

il

b) Calcule o comutador [H , E], onde L = 7 x p'é o momento angular orbital.

>) ¢ o momento angular intrinseco ou

Uy

c¢) Calcule o comutador [H , 5], onde

spin.

N[

d) Use os resultados anteriores para calcular [H , f], onde J = L + S. Comente.

4.10 Considere um eletrao descrito pela equacao de Dirac.

a) Mostre que no caso do eletrao livre se tem,

d(i-ﬁ)zo
dt

. (50
* (7 o)

Qual o significado desta lei de conservagao?

onde
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b) Considere agora que o eletrdao estd num campo eletromagnético exterior A*,

independente do tempo. Calcule agora

onde 7 = p'— eA é o momento candnico.

¢) Em que condigoes
d(X-7) _ 07
dt
Qual o interesse pratico deste resultado?

Sugestao: Para um operador O que nao dependa do tempo tem-se

%:i[H,O]

onde H é o Hamiltoniano do sistema. Nao esquecer que H é diferente nas alineas

a) e b).
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Capitulo 5

Teoria Quantica dos Campos e
Diagramas de Feynman

Seguimos aqui as seccoes 7.4 a 7.8 e 8.1 e 8.3 do Griffiths. Algumas destas questoes
estao mais desenvolvidas em ITC [2].

5.1 O fotao

Em teoria quantica a quantidade fundamental é o potencial vetor. A regra é sempre
que os 4-vetores contravariantes, isto é aqueles que se transformam como as coor-
denadas, tém as dimensbes e os nomes da parte espacial. Assim definimos (nesta
sec¢ao nao estamos a fazer ¢ = 1)

-,

At = (2, A) (5.1)

o e

Podemos facilmente verificar que a condigao de gauge de Lorentz [12]

- A T = 2
V- A+ epo 5 0 (5.2)

se escreve nesta notagao (notar que egug = 1/c%),
9, A" =0. (5.3)

O outro 4-vetor importante é a corrente J* definida por

—

S = (cp,J) (5.4)
satisfazendo a equacao da continuidade

e (5.5)

69
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Os campos eletromagnéticos fazem parte do chamado tensor de Maxwell definido

por
F,, = 8,4, — 0,A, (5.6)

que é invariante para transformacoes de gauge

Ay — Ay + 9\ (5.7)

Usando as relagoes usuais [12] entre os potenciais e os campos E e B, obtemos numa
conveniente representacao matricial

0 —E,/Jc —E,/Jc —E./c

E./c 0 —B B
[ x z Y
d E,/Jc B, 0 ~B, (58)
E.Jc -B, B, 0
ou ainda .
F%=—-F' FY=—"pBt (5.9)
C

As equagoes de Maxwell nao homogéneas (isto é com cargas e correntes) obtém-se
a partir da equagao

O " = poJ” (5.10)
As equagoes homogéneas sao uma consequéncia do tensor F),, ser antisimétrico. De
facto, se definirmos o tensor dual (ver Problema 4.2)

1
FH = §ewaﬁFa5 (5.11)

entao o facto do tensor de Maxwell ser antisimétrico implica que
O F" =0 (5.12)
— — = — 8§ -

e esta equacgao é equivalente as equacoes homogéneas, V-B=0e V X E+ 5 = 0.

Este resultado é conhecido por identidade de Bianchi.
A equagao de Maxwell ndo homogénea na gauge de Lorentz, Eq. (5.3), escreve-se,

OA" = pig.J" (5.13)

Contudo esta escolha nao eliminou completamente a ambiguidade dos potencias.
De facto podemos ainda usar uma transformacgao de gauge em que OA = 0, sem
modificar a Eq. (5.13). Esta dificuldade estd na base de muitos problemas em
quantizar a teoria de Maxwell, que nao vamos detalhar aqui.

No espaco livre a equagao é a equacao das ondas,

OA* =0 (5.14)
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que tem com o solugao ondas planas
A¥(z) = Ne 7P e (p) (5.15)

onde N é uma normalizacao e €*(p) é o vetor polarizagao que caracteriza ao spin do
fotao. A condicao de Lorentz implica que

el =0. (5.16)

Sabe-se do eletromagnetismo classico que o fotao tem dois estados de polarizagao
(spin 1 sem massa), mas aqui o vetor polarizacao tem quatro graus de liberdade
(4-vetor). Esta dificuldade estd relacionada com a ambiguidade dos potenciais e
resolve-se escolhendo uma dada condigdo de gauge. A condicdo na Eq. (5.16) ja
retira um grau de liberdade. Para fixar completamente os graus de liberdade escolhe-
se muitas vezes a gauge de Coulomb, que é uma restricao da classe de gauges de
Lorentz onde

A'=0, V-A=0 (5.17)
Nesta gauge

=0, €p=0 (5.18)
o que quer dizer que as polarizacoes sao perpendiculares a direcao de movimento.

Se tomarmos essa direcao como o eixo dos zz entao os dois vetores independentes
sao

e(p,1) =(0,1,0,0), €(p,2) =(0,0,1,0) (5.19)
Estes vetores obedecem as relacoes gerais
e =0, €eup,1)e"(p.2) =0, €ulp, N)e"(p,A) = —1 (5.20)

5.2 A eletrodinamica quantica (QED)

A Eletrodinamica Quéantica (QED) é a teoria quantica da interacao de eletroes
(e positroes) com fotoes. No capitulo 7 discutiremos em detalhe a construcao do
lagrangeano de QED. Aqui vamos somente discutir a forma da interagao. Vimos
no capitulo 4 que para a equagao de Dirac temos uma corrente de probabilidade
conservada dada por,

3 =", 9t =0 (5.21)
Se multiplicarmos pela carga do eletrao, ¢ = —e, onde e é a carga do protao,
obtemos a corrente eletromagnética

JH = —ejt = —ehpyH ) (5.22)

Esta é a corrente que aparece na Eq. (5.13). Como é que esta corrente interatua
com o fotao? Do eletromagnetismo classico sabemos que o lagrangeano para uma
particula nao relativista com carga ¢ em interagao com o campo eletromagnético é

1 B}
L= §m1)2 —qo+qA-T (5.23)
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o que com a identificacdo (ver capitulo 7)
L= /d39:£ (5.24)

da
Eint - _J“A,u = 6@7“1?14# = _eQeEfyuwAu (525>

onde definimos (). = —1. Na linguagem dos diagramas de Feynman descrevemos a
interacao da forma seguinte

—ie Q" (5.26)

Vemos assim que a regra de Feynman corresponde a tirar os campos do lagrangeano
de interacao e multiplicar o resultado por 7.

5.3 Regras de Feynman para QED

Vamos agora indicar o conjunto completo de regras de Feynman para QED. Elas
seguem o que vimos para o modelo ABC com as modificagoes necessarias devido a
termos spinores e antiparticulas.

1. Para num dado processo desenhar todos os diagramas topologicamente distin-
tos.

2. Para cada eletrao que entra no diagrama um fator u(p, s). Se sai do diagrama
um fator u(p, s).

3. Para cada positrao deixando o diagrama um fator v(p, s). Entrando o diagrama
um fator 7(p, ).

4. Para cada fotdao no estado inicial o vetor polarizacao €,(k) e no estado final

e* (k).

I

5. Por cada linha fermidénica interna o propagador

BCARICE (5.27)

SFa =1
a Fap(P) PR

=
Y
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6.

Por cada linha interna do fotdao o propagador (na gauge de Feynman)

UANNNNANNNNY . Guv
Dg,, (k) =— , 5.28
k v (K) "k +ie (5.28)

7. Por cada vértice o fator

10.

11.

(—ieQeY")as (5.29)

onde passamos a usar a notagao, mais convencional, de introduzir o sinal da
carga explicitamente. Portanto, a partir daqui, e = |e|, é a carga do positrao
ou do protao e claro que para o eletrao ), = —1.

Por cada momento interno nao fixado por conservacao de energia-momento
(loops) um fator

/ (;ZT‘J)AL (5.30)

Por cada loop de fermides um sinal (—1).

Um fator -1 entre diagramas que diferem por permutacoes impares de linhas
fermiénicas (estatistica de Fermi dos fermides).

O resultado da aplicacao das regras anteriores da —i M, por isso para obter
M multiplique o resultado final por 7.

Comentarios

1.

As regras 9) e 10) sdo um pouco dificeis de explicar sem operadores e teorema
de Wick. A este nivel aparecem mais como uma receita.

Para escrever corretamente as linhas fermiénicas devemos notar que elas no
final devem dar um ntimero, isto é uma matriz 1 X 1 no espaco de Dirac. Para
obter isso deve-se usar a regra empirica que se comeca a escrever cada linha
do diagrama pela ponta da seta.

Os denominadores dos propagadores tém a mesma forma do que no caso da
teoria escalar ABC'. Os numeradores diferem para eletroes e fotdes (gauge de
Feynman) da maneira indicada.
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5.4 Exemplos

Se nos ficarmos por duas particulas no estado final, o nimero de processos em causa
¢ muito reduzido. Na tabela 5.1 estd feito um resumo.

Processo Observagao

vy+e = y+e” Efeito Compton
wo+e —pu +e” Em QED

e +et e +et Difusao Bhabha
e~ + Nucleo(Z) — e+ Niucleo(Z) +vy Bremsstrahlung

e et =5 y+7y Aniquilagao de pares
e +e —e +e Difusao Moller
y+y—e +et Criacao de pares

v+ Ncleo(Z) — Nicleo(Z) +e~ + e Criacao de pares

Tabela 5.1: Processos simples em QED.

Vamos analisar os trés primeiros casos.

5.4.1 Colisao elastica eletrao-muao

Consideremos primeiro a colisao eléstica eletrao-muao. Embora este processo nao
seja em QED no sentido restrito, o muao é em tudo, exceto na massa, igual ao
eletrao e tem a vantagem de haver s6 um diagrama que se mostra na Fig. 5.1. Com

P . D3
e T e
M_; R B
P2 y2

Figura 5.1: Difusao e"e™ — p~pt em QED.
a cinematica da figura obtemos para a amplitude,

M =i ﬂ(ps)(’iev”)U(pl)ﬁﬂ(m)(iev”)ﬂpz)

62

= — ———5u(ps)y" u(p1)u(pa) vuu(p2) (5.31)
(p1 —p3)? g

Para prosseguir e calcular a secgao eficaz, Eq. (2.31), temos de calcular | M]?. Antes

de fazer isso vamos ver mais dois processos e voltaremos entao ao calculo das secgoes

eficazes.
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5.4.2 Colisao elastica eletrao-positrao

Neste processo, conhecido por difusao Bhabha, temos dois diagramas conforme in-
dicado na Fig. 5.2. Temos ainda uma situagao em que existe um sinal menos entre

e e, p17 > > p3_
e e
+ +
e e
et et < <
P2 Pa

Figura 5.2: Difusao Bhabha e™ +et — e~ +e™.

os dois diagramas, uma consequéncia da regra 10. A amplitude escreve-se

M= M; + M, (5.32)
onde
M, = _%@(pz)V“U(Pl)ﬂ(ps)%v(m), My = %U(p3)7uu(p1)5(292)%v(P4) (5.33)

onde as variaveis de Mandelstam s, t sao

s=(p1+p2)’, t=(p1—ps)°. (5.34)

5.4.3 Efeito de Compton

Consideremos finalmente o efeito de Compton. Com a cinemadtica indicada na
Fig. 5.3, obtemos para a amplitude

ek e kK ek e K

> 3
> > > > > >

p p’
Figura 5.3: Diagramas para o efeito de Compton, e~ + v — e~ + 7.

> 3 3 >

M = My + M, (5.35)
My = )0, ) ()8 (5.36)
My = U0 )7, — '+ m)u(p)e” (k)" (K') . (5.37)
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5.5 O truque de Casimir

Na seccao anterior calculamos as amplitudes para trés processos em QED. E claro
que para quaisquer dos processos na Tabela 5.1 se pode prosseguir de maneira se-
melhante pelo que nao continuaremos por ai. Vamos antes usar as amplitudes para
calcular as secgoes eficazes. Tomemos a difusao Bhabha pois normalmente é calcu-
lada no referencial do CM (para anéis de colisao e~ e™) e nds ja deduzimos a férmula
para a secgao eficaz diferencial para esse caso, Eq. (2.31),

do _ 1 |ps]
dQ)  647n3s |pi|

M (5.38)

onde ja estamos a usar o sistema de unidades em que h =c = 1.

Em geral a amplitude depende dos spins do estado inicial e do estado final
M(s;, s7). Na maior parte das experiéncia nés nao escolhemos o spin dos estados
iniciais nem medimos os spins do estado final. Devemos por isso, para comparar
com os resultados experimentais, somar sobre todos os spins do estado final e tirar a
média sobre as combinagoes de spin possiveis para o estado inicial, isto é, devemos

calcular,
(IM*) = Z Z M| (5.39)

onde o ng, é o numero de polarizagoes de spin do estado inicial (1/4 para a difusao
de Bhabha). Para evitar para j& a complicagdo de antiparticulas, consideremos a
amplitude do processo eletrao-muao, na Eq. (5.31). Obtemos numa notagao ébvia

64

M| = @@ u(D)]fa(4)yu2)][@@) u(D] (@) yu2)] (5.40)

(]91 - ps)

Vemos portanto que vamos ter de lidar com expressoes do tipo
G=> Z a)Tyu(b)] [a(a)Tau(b)]” (5.41)

Mas calculando o complexo conjugado da matriz 1 x 1 devemos usar o conjugado
hermitico. Assim

[@(a)T2u(0)]” =u(b) T u(a) = w(b)y°Ti u(a)
=2 (b)[yu(a) (5.42)
onde usamos o facto de que (7°)7 = 1% e definimos
T =1T7y° (5.43)
Obtemos portanto

G = ZZ a)T1u(b)] W(b)Tou(a) =Y u(a)l, [Zu(b)ﬂ(b)] Tou(a)

Sa
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—Z )Ty (hy + mp)Tou(a) = > w(a)a [T1(h + me)Ts]  ula)s

Sa

= Z u(a)gti(a) [L1(Po + mo)Ta] 5 = (ba + ma)pa [L1(fo + me)T]

=Tr [(a + ma)T1 (P + mp)T2] (5.44)

onde usamos a relagao

> ul@)atla)s = (Pu + Ma)as (5.45)

S

Comentarios e generalizagoes

1. Este método foi utilizado pela primeira vez por Casimir e veio a ser conhecido
por truque de Casimir.

2. A matriz I' é sempre um produto de matrizes . Assim para calcular I', é
conveniente usar o resultado

7 =7 (5.46)

que pode ser verificada diretamente a partir da definicao. Em particular ob-
temos o resultado importante y# = y*.

3. Para spinores v (para as antiparticulas) devemos usar

> v(@)ad(a)s = (e = Ma)ap (5.47)

s

em particular

G= ZZ a)l1o(b)] B(b)Tov(a) = Tr [(Pa — ma)T1(hy — mp)Ta]  (5.48)

5.5.1 Teoremas de tracos de matrizes vy

Para usar o truque de Casimir temos de saber calcular tragos de matrizes 7. Va-
mos aqui dar os resultados sob a forma de Teoremas, deixando a maior parte da
demonstracao para os exercicios.

Teorema 5.1 O trago dum niumero impar de matrizes v € zero.
Dem:

Tr [¢i1¢i2 e ﬁn] = Trid - '¢in7575]
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= Tr[ysdy - - gt 7]
= (=1)"Tr[d; - ¢,] (5.49)
Entao para n impar o traco € nulo.

Teorema 5.2 Os tracos de 0 e 2 matrizes v sdo

Tl =4
Trigh] = Zl"[(lzﬁ)] = 5 To[(dp + p)] = a - b Trl (5.50)

Teorema 5.3 O traco de n matrizes v obtém-se por recorréncia a partir de tragos
de n — 2 matrizes .

Teldy -] = ar-ap Tr[dy---d,] —ar-ag Trdyd, - - dt,]

+--+ay-a, Tr [¢2...¢n_1} (5.51)

Este teorema tem um coroldrio importante,

Corolario: Para 4 matrizes v temos:

Tr [¢i1¢i2¢i3¢i4] = ar-ap Ir [¢i3¢i4] —ap-az Ir [¢i2¢i4] +ar-aq Tr [¢i2¢i3]

= 4[a1~a2a3~a4—a1-a3a2~a4+a1-a4a2-a3] (552)

Teorema 5.4 Os tracos com a matriz s obtém-se a partir dos sequintes resultados
Trly] =0

Tr [ysgp] = 0 (5.53)
Tr [ysdpid] = —dieywpoatt”cPd”

O teorema seguinte nao é sobre tragos mas é importante pois permite reduzir o
numero de matrizes v em alguns tragos:
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Teorema 5.5

Yy =4
YY" = —24
Tudtpy" = da.b (5:54)

Tuftby = —2(pd
Tustbfdr = 2 [dabf + (hid]

e finalmente um tltimo resultado muito til,

Teorema 5.6

Tr [¢i1 e ¢i2n] =Tr [¢i2n e ¢i1] (5.55)

5.5.2 Difusao Bhabha

Estamos agora em posicao de calcular a seccao eficaz no referencial do CM. Para
simplificar vamos considerar que /s > m, e vamos desprezar as massas do eletrao
e positrao. Um calculo simples da entao

000+ AP) = { G G p T i)

+éT1" [Py 017" ] Tr [P3yupayi] — %Tl" [P37" 7517"752%154%]} (5.56)

Usando os teoremas sobre os tracos podemos obter

v 2+ (s + 1)
T T ] =8 =5
v s+ (s +1)°
T ) e o] =8 =50
Y s+ t)?
Te [y o] = — 8 5 (557
e portanto
1 ) L[5+ S+ (s+1)r _(s+1t)?
1 (|IMy + Ms]?) = 2e { = + 2 +2 ”; (5.58)
para a seccao eficaz obtemos finalmente
do a? [t*+ (s+1t)* 2+ (s+1)* _(s+1t)?
70 = e 2 : 5.59
ay  2s [ s? * 12 + st } (5.59)
onde se usou a Eq. (5.38) com |p}| = |p3| e fizemos (h =c=1)
2
o= (5.60)
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5.5.3 Efeito de Compton

Vamos agora considerar o efeito de Compton. Na experiéncia usual o eletrao é
considerado em repouso, pelo que se trata duma colisao no referencial do laboratério.
Vamos considerar a cinematica da Fig. 5.3. Nao vamos deduzir a expressao para a
seccao eficaz diferencial desde o inicio pois ja o fizemos para um caso parecido no
problema 2.4, Eq. (2.48). Adaptando essa equagdo a nossa cinemadtica,

pr=k=(k0,0,k), ps =k = (K,k'sin6,0, k' cos0)

p2:p:(m6707070)7 p4:p/:p+k_k/ (561)
escrevemos
do 1K (MP)
dQ  64m2m, k |(k +m.)k — kk' cosd)|
1 2
~ a2 (IMP%) (5.62)
onde no ultimo passo se usou a cinematica do efeito de Compton,
k
K = 2 . (5.63)
1+ —(1—cosb)

Me

Para prosseguir com a nossa soma sobre as polarizacoes do estado final e média
sobre as polarizacoes do estado inicial, temos de explicar o que se passa com o fotao.
O resultado geral é (ver Problema 5.8),

Z eu(p, Ne,(p, A) = —g,u + termos proporcionais a p,ou p, (5.64)

Como a invariancia de gauge do eletromagnetismo assegura que os termos propor-
cionais a p, ou p, nao contribuem (ver Problema 5.9), podemos simplesmente usar,

Zeu (P, NS, A) = =gy (5.65)

O célculo agora resume-se ao calculo dos tragos. E algo laborioso mas o resultado
final é simples. Obtemos

64

(2p- k)2

(2p - k)?

(M) =3 TX [+ m(f+ -+ m)(+ m) (b + -+ m)']

=8 [2 m*+m(—p-p —p - k+2p-k)+ (p-k)(p - k)} (5.66)
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[gualmente

4

(IMo|?y =8 [2m* + m*(—p-p'+p - K —2p-K)+ (p- K - K)] = (5.67)

@ PP

e finalmente para os termos cruzados

(1300] + MME]) = s (k- )0 1) = 20k K) 0
=20p-p)p-K)+m*(—2k-p—k-p+k-K —p-p+2p- K +p - k)—m'] (5.68)

Pondo tudo junto, e usando a nossa cinematica, obtemos a formula de Klein-Nishima,

b (O[O o

5.6 Producao de hadroes em colisoes ¢~ + e

5.6.1 Hadronizacao

Na colisao e~ + e* podemos produzir um grande nimero de estados finais: e~ + e™
(Bhabha), p~ + u*, v+ v e em geral qualquer par de fermides ff. Podemos por-
tanto ter também a producao de pares quark-antiquark, e~ + et — ¢+ 7. Se as
energias foram baixas isso ocorre através do diagrama de QED indicado na Fig 5.4
Como os quarks nao sao estados livres (confinamento), quando estao a distancias

Figura 5.4: Difusao e™ +e™ — ¢+ 7.

da ordem da dimensao dos hadroes (1 fm = 107! m) a interacao forte vai produ-
zir muitos novos pares ¢q e gludes que finalmente se combinam para produzir os
hadroes que sao medidos no detetor. Este processo chama-se hadronizagao e esta
representado na Fig. 5.5 Quando estes acontecimentos sao observados nos deteto-
res eles mantém a memoria do acontecimento original e aparecem como dois jatos
de particulas que aparecem em sentidos opostos (back-to-back) e apontando para
as direcoes dos quarks inicias que lhes deram origem, como representado no lado
esquerdo da Fig. 5.6. Por vezes parecem acontecimentos com trés jatos que podem
ser interpretados como resultado da hadronizacao do gluao, um processo de ordem
mais elevada, desde que esse gluao leve uma percentagem significativa da energia,
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Jet 1

|
\ 4
v

> Jet 2

/

Figura 5.5: Processo de Hadronizacao

Fig. 8.2 A typical two-jet event. [Source: |.  Fig. 8.3 A three-jet event. (Source: |. Dorfan,
Darfan, SLAC) SLAC)

Figura 5.6: Acontecimentos com dois e trés jets.

como representado na Fig. 5.7. De facto a observacao deste acontecimentos sao
uma prova experimental da existéncia dos gluodes, os portadores da forga forte na
chamada Cromodinamica Quantica (QCD).

5.6.2 Processo elementar

Apesar de todas as complicacoes anteriores o processo elementar que estd na base
de todas estas consideragoes é um processo simples em QED (desde que as energias
sejam tais que /s < My),

e +et = q+7 (5.70)

que corresponde ao diagrama da Fig. 5.4. A amplitude é entao
Q€

M = s [P}y ulpn)]) [a(s )"0 (pa)] (5.71)

onde @, ¢ a carga do quark em unidades de e, isto é, Q,, = 2/3, Q4 = —1/3. Usando
o truque de Casimir obtemos para a amplitude nao polarizada, isto é, somando todos
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Figura 5.7: Processo elementar com emissao dum gluao

os spins finais e fazendo a média sobre os spins iniciais,

2.4
(M) = 25Ty — )i+ o T G+ moon s = m] (572
onde s = (p1 + p2) . Usando os teoremas dos tragos podemos obter,
2,4
(M%) SQ [(p1 - p3)(p2 - pa) + (p1 - pa)(p2 - p3)

+mZ(ps - pa) + mz(l?l “p2) + 2mgmﬂ
Am?  4m? Am? 4m;
=Q2e" |1+ e | Ty ( me) ( — —q) cos? 9} (5.73)
s

S S S

onde usamos a cinematica para obter

= ?(1?0707/86)? b2 = ?(1’0’0’ _56)

p3 = \/7( 1, B,sin 6,0, 5,cos8), p \/g( —B,sin 0,0, —pB, cosh)

= y1- T g, = \/1—4—7"2 (5.74)

onde S, B, sao as velocidades do eletrao e do quark no referencial do CM, respeti-
vamente. Usando a Eq. (2.31) obtemos

do
dQ 64%256 <| |>

204 1 —4m?2/s A4m2  4m? 4Am?2 4m
:Qq o/ 1+ me—l——q—l— Me 1——2)cos?6
64m2s \| 1 —4m2/s s s s s

(5.75)

4

A seccao eficaz obtém-se fazendo a integracao final nas varidveis angulares com o

resultado
Ama?Q2 |1 —4m2/s 2m? 2m;
= 1 <1+ — 5.76
7 3s 1—47712/8{jL s}{jL s} (5.76)
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Notar nesta equacao o limiar de producao. A energia no CM tem de ser maior que
duas vezes a massa do quark para a reacao ter lugar, isto é, \/s > 2m, assegurando
que as raizes quadradas sdo bem definidas. Quando /s > m.,m, a expressao
simplifica-se enormemente para dar,

_ 4%@2623

= (5.77)

g

5.6.3 A razao R

Quando comegamos com uma energia do feixe minima para aparecer o primeiro
par de quarks e comecamos a aumentar essa energia vamos passando os diferentes
limiares de produgao para as diferentes espécies de leptoes e quarks. Este efeito
pode ser descrito duma forma muito conveniente definindo a razao R,

o(e” + et — hadrons)

R
ole+et =y +put)

(5.78)

Se usamos a expressao aproximada na Eq. (5.77) devemos obter

R(Vs) =3 Z@? (5.79)

onde a soma ¢é sobre todos os quarks tais que /s > 2m,. O fator 3 vem porque cada
quark aparece em 3 cores. Assim se estivermos a uma energia onde sé podem ser
produzidos os quarks u, d, s temos

(-GG om

Acima do limiar de produgao do quarks ¢ devemos ter

R=3

2\% 10
R=24+3(-] =— =3.33 5.81
n <3) ! (5.81)
e acima do limiar do b
10 ~1\* 11
_ v ) 2 _3 82
R 3+3(3) 5 =367 (5.82)

Se houve energia suficiente para produzir o quark top tinhamos R = 5. Temos assim
um efeito de escada em que ha medida que a energia aumenta o R vai subindo a
escada.

Como compara isto com a experiéncia? Vemos na Fig. 5.8 o grafico de R base-
ado em dados experimentais. Vemos que o andamento em patamares se confirma,
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Figura 5.8: Grafico de R baseado em dados experimentais. Tirado do Griffiths.

incluindo o fator 3 da cor. No entanto ha zonas de ressonancias que nao sao expli-
cadas pelo argumento acima. Quando a reagao tem a energia exata podem ser pro-
duzidos estados ligados quark-antiquark que aparecem como ressonancias na figura:
p,w, ., -+ -. Mas se excluirmos estas ressonancias o andamento geral confirma os
calculos e em particular constitui uma demonstracao experimental da existéncia de
tripletos de cor, a base para a construcao da Cromodinamica Quantica, a teoria das
interacoes fortes. Voltaremos a esta teoria depois de vermos as teorias de gauge no
capitulo 7.



86 Capitulo 5. Teoria Quantica dos Campos e Diagramas de Feynman

Problemas capitulo 5

5.1 Considere os processos em QED:
e +et v+, e +e —e +e, y+y—oe +ef
a) Desenhe os diagramas de Feynman para cada um destes processos.
b) Escreva as respetivas amplitudes.

5.2 Utilize as expressoes explicitas dos spinores u e v, Eq. (4.76) e Eq. (4.77) para
mostrar as seguintes propriedades

u(p, s)u(p, s') =v(p, s)v(p, s’) = 2mdsy (5.83)
u'(p, s)u(p, s') = —v'(p, s)v(p, s') = 2E6,y (5.84)
Y ulp)atil(p. s)p = (b + m)as (5.85)

s

> v(p,5)aT(p, 8)s = (P — m)ap (5.86)

s

5.3 Considere o processo p; + p2 — ps + p4. Defina as varidveis de Mandelstam
s=(p1+p2)’, t=(p1—ps)°, u=(p1—ps)° (5.87)
Mostre que satisfazem a relagao
s+t +u=mi+ms+mj+m; (5.88)

isto é, s6 duas delas sao independentes.

5.4 Considere a definicdo I' = 7°T'T4° para qualquer combinacdo I' de matrizes de
Dirac.

a) Para as matrizes da base I'4 calcule T'4.
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b) Considere a matriz I" definida por

I'=~"(gv — ga7s) (5.89)

onde gy e g4 sao constantes. Mostre que

T="T (5.90)
c¢) Calcule v* Py, e y*Pkg.

5.5 Em relagao aos teoremas de tracos de matrizes gama:
a) Demonstre o teorema 5.3
b) Demonstre o teorema 5.5

¢) Demonstre o teorema 5.6

5.6 Este problema destina-se a aprender a calcular os tracos simples que foram
usados no texto. Comegamos por definir o seguintes tragos:

™ =Ty, S =Te[pipr”], A" =Te[piy Py vs] (5.91)

a) Usando os teoremas dos tragos, em particular as Egs. (5.50), (5.52) e (5.53)
mostre que

TH =4 g
S* =4 [pips + pipy — 9" (p1 - p2)]
AR — — 44 1PV ) o (5.92)
b) Verifique que T" e S* sao tensores simétricos, S* = SV e que A", é um

tensor anti-simétrico, isto é A" = —A"F. Verifique que a contracao dum
tensor simétrico com um tensor anti-simétrico é sempre nula.

¢) Mostre que se tem
e‘wﬁ”epwy = -2 (go‘pgﬁg — go‘ggﬁp) (5.93)

Nota: Nos testes e exames as Egs. (5.91), (5.92) e (5.93) serao sempre dadas
no enunciado, se forem necessarias.
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5.7 Calcule os tracos da difusdao de Bhabha, Eq. (5.57). Use os resultados do
Problema 5.6.

5.8 Para entender a Eq. (5.64), veja o Complemento 4.1 de Introducao a Teoria de
Campo [2].

5.9 Mostre que a amplitude do efeito de Compton se pode escrever na forma

M = M"e,(k)e, (k) (5.94)
Use MM para mostrar que as relagoes seguintes se verificam

k, MY =K MM =0 . (5.95)

Isto justifica desprezar os termos proporcionais aos momentos dos fotoes exteriores
na soma sobre as polarizagoes, Eq. (5.64). Sugestao: Se tiver dificuldades veja
Complemento 4.2 do livro Introducao a Teoria de Campo [2].

5.10 Para o efeito de Compton:
a) Calcule os tragos, Egs. (5.66)-(5.68).

b) Mostre que se obtém a férmula de Klein-Nishima, Eq. (5.69).



Capitulo 6

As Interacoes Fracas: do Modelo
de Fermi a Teoria V-A

Seguimos aqui as secgoes 7.1 a 7.4 do livro do Bettini [13] e as secgoes 4.1 e 4.5 do
meu livro FIE [5].

6.1 A teoria de Fermi

A teoria das interacoes fracas comecou com a teoria de Fermi para o decaimento (3.
n—pt+et+v (6.1)

Na altura eram conhecidos o protao, o neutrao, o eletrao e o neutrino que foi precisa-
mente introduzido para que a conservacao da energia fosse satisfeita. Para explicar
o decaimento 6.1 Fermi introduziu o seguinte lagrangeano

G
‘Cﬁ = 7% %ﬁa%z ¢erya¢u + h.c. (62)

que corresponde ao diagrama de Feynman da Fig. 6.1. Com este lagrangeano pode-se

Y

e

e
S

Figura 6.1: Decaimento 5 do neutrao
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calcular a largura do decaimento. Obtemos para a amplitude

= 7 (g1 )y u(p) w(k)yav(qe) (6.3)

De facto nao podemos descrever os nucledes por ondas planas, mas temos que usar
funcoes de onda nucleares. Isto resulta nalguma complicagao em que nao vamos
aqui entrar [14]. Com algumas aproximagoes obtemos para o espectro de energia do

eletrao emitido
ar - 2G3

N(E) = — E? —m? E(A - E)? 4
(B) = 7= = VBT —n B(A- E) (6.4)
onde F é a energia do eletrao e

A=m,—m, (6.5)

O espectro de energias esta representado na Fig. 6.2

dN/dE

10
0.8;
0.6;
04
o.zé
08,

Figura 6.2: Espectro de energias do eletrao no decaimento 5. As unidades sao
arbitarias

E(MeV)

Para a largura total vem entao

2G2
/ VE?2 —m? E(A - E)?
=3.6 x 107° G} todas as grandezas em MeV (6.6)
Conhecendo o tempo de vida média do neutrao obtinha-se um valor para Gy
G~ 1.4x10"°GeV 2 (6.7)

Notar que o valor de G5 é ajustado para se obter o valor de I'. O sucesso da teoria
estava em prever um espectro N(FE) em acordo com o que era na altura medido.
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6.2 A teoria V-A

6.2.1 Introducao

Depois do sucesso da teoria de Fermi, procurou-se estender o método a outros de-
caimentos radioativos. Para isso foi importante notar que o lagrangeano 6.2 se pode
escrever na forma

‘CB \Cjé J; ea 1+ h.c. (68)

onde Jg* e Ji' sdo as correntes definidas por

JE =9, JE =19, n (6.9)

Estas correntes sao semelhantes a corrente eletromagnética em QED. Como vimos
no capitulo 4, (ver a Ref. [2] para mais detalhes) estas correntes tém um cardcter
vetorial, isto é, numa transformacao de Lorentz transformam-se como um vetor.
O lagrangeano assim construido é portanto um escalar de Lorentz. Mas em 1936
Gamow e Teller [15] mostraram que a Eq. (6.2) nao é unica e que o lagrangeano
escalar mais geral deveria ser uma mistura da seguinte forma

L = atn bty xS
0210, Un VYot VxV
+31,0%y, Y 0apty TxT
+C4@p7a75¢n VeYarsthy AxA
5Py Y5t Ve sty PxP

e os coeficientes da combinacao linear s6 podem ser determinados pela experiéncia.
Na Eq. (6.10) estao indicadas as propriedades de transformacao para transformacoes
de Lorentz dos diferentes termos. Gamow e Teller mostraram que no limite nao
relativista se obtém

SS, VvV — AJ=0 (6.10)
AA,TT — AJ=0,%+1 (6.11)
Portanto, enquanto que a descri¢ao de Fermi (V' x V') poderia explicar transigoes
com AJ = 0, alguma parte de A x A ouT x T deverd estar presente para explicar as

transigoes com |AJ| = 1. Um grande trabalho experimental foi entdo empreendido
para determinar os coeficientes c¢;.

6.2.2 Violagao de paridade nas interagoes fracas

Todo o trabalho anterior foi feito tendo como hipdtese de base que a Paridade era
conservada nas interagoes fracas, tal como o é no eletromagnetismo. Contudo, como
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vimos no capitulo 3, em 1956 Lee e Yang [16] mostraram que esta ideia devia ser
abandonada para explicar o chamado 7 — 6 puzzle. Este consistia em compreender
porque é que os dois decaimentos

0 Kt —atr

T KT atrtaT (6.12)

podiam ocorrer simultaneamente quando as paridades dos dois estados finais eram
diferentes, isto é

P(rtn%) = +1 ; P(rtrtn™) = -1 (6.13)

Isto poderia acontecer se a Paridade nao fosse conservada nas interacoes fracas.
Eles propuseram entao um conjunto de experiéncias para testar esta ideia, e nos
dois anos seguintes foi mostrado que de facto assim é, em particular na experiéncia
de Wu et al., [17]. Assim a construcdo de Gamow e Teller tem que ser modificada
para incluir, por exemplo, termos da forma V x A,

L L P 1 (6.14)

Era preciso recomecar do inicio e comparar com a experiéncia de novo.

6.2.3 Neutrinos esquerdos e a corrente lepténica

Nesta busca experimental que levou a descoberta da violacao da Paridade nas in-
teracoes fracas uma descoberta importante que foi feita diz respeito aos neutrinos,
nomeadamente que eles tém helicidade negativa. Como o projetor da helicidade
negativa é

1—
P, = 2’75 (6.15)
isto quer dizer que
Yy = Pripy (6.16)
Como consequéncia disto a corrente leptonica para o eletrao devera ser
JE =0y (1 = 5)1, (6.17)

o que também foi confirmado experimentalmente. Convém aqui notar que para uma
particula qualquer com massa, como o eletrao, se pode sempre escrever

Ve = Pripe + Prie (6.18)

Entao a estrutura da corrente lepténica mostra que s6 a componente esquerda do
eletrao participa na interacao. De facto

VA Prib, = P, = ¥ Pry* Pri,
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=i Py "y Py, = (Pripe) v Priby (6.19)

Se tivermos uma interacao geral da forma V — A

Lint = 7" (gv — gays) (6.20)
e se introduzirmos
Y =1L+ Yr (6.21)

obtemos

Lint =, + Vp)v™ (gv — 9av5) (YL + ¥R)
=07 (9v — gavs)¥L + O (gv — 9a7s) ¥k (6.22)

pois os termos cruzados sao nulos. Mostremos isso para um deles. Obtemos

Vv (gv — gays)¥r =0 Py (g — gars) Pry
=Py (gv — gavs) Pr)
:@’Y“(QV — ga7s) PLPri
—0 (6.23)

onde se usaram as propriedades de ortogonalidade dos projetores Py, e Pg. Isto quer
dizer que uma corrente vetorial ou vetorial axial conserva a helicidade. Por outras
palavras quer também dizer que pode ser construida para particulas que tenham so
uma helicidade, como é o caso dos neutrinos. O mesmo nao se passa para o termo
de massa. O termo de massa usual de Dirac é

Lmassa = — m@?ﬂ
=—m (Y +vg) (WL +vYg)
== mEL@DR - m@R@bL (6.24)

pois

Y =(Pryp) Py = TPy Prap = 1y PrPrap
—0 (6.25)

e de igual modo para ¥ p1r. Como conclusao, o neutrino nao podera ter um termo
de massa do tipo acima indicado’.

'De facto h4 a possibilidade de ter termos de massa do tipo de Majorana, que nio serao
discutidos aqui.
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Figura 6.3: Decaimento do muao.

6.2.4 A interacgao corrente-corrente de Feynman e Gell-Mann

Fazendo a sintese de todo o trabalho iniciado com a teoria de Fermi, em 1958 Feyn-
man e Gell-Mann [18] propuseram que as interagdes fracas deveriam ser descritas
pelo lagrangeano

L= % J JH (6.26)

onde
JH = F + M (6.27)

sendo ¢* e h* as partes leptonica e hadrénica dessa corrente. Os resultados experi-
mentais mostraram que a estrutura da corrente lepténica deveria ser do tipo V — A,
isto é

=YL= v)%, + 9,7 (1 = ¥5)8, + (1 —¥5)0, (6.28)

Quando a teoria foi proposta nao existia o 7. Mas experimentalmente foi verificado
que a estrutura para o 7 era a mesma e que a intensidade relativa das trés partes da
corrente era igual. Este resultado é conhecido por universalidade da corrente fraca
lepténica. A constante G que aparece em 6.26 é de facto ligeiramente diferente de
G da teoria de Fermi. O seu valor podia ser determinando calculando o decaimento
do muao descrito pelo diagrama da Fig. 6.3 e que nao tem as complicacoes da fisica
hadrénica referidas a propésito do decaimento do neutrao.
A amplitude que resulta de 6.26 é

M = £ )10 = 99)u(p) TR0~ 25000 (6.29)

e um célculo simples (ver por exemplo a Ref. [2]) dd (desprezando m.),

G7m?,
19273

I'(p~ = e veyy,) = (6.30)

donde se conclui que
Gp=1.166 x 107° GeV ™2 (6.31)



6.2. A teoria V-A 95

A parte hadrénica da corrente fraca, h®, serd estudada mais adiante. Vejamos
aqui com um pouco mais de detalhe a corrente lepténica. Para isso notemos primeiro
que podemos escrever

0 =20, (ey*Pr(ve) + 20 (W YL (V) + 201 (T)7 " Yr (vr) (6.32)

isto é, a corrente escreve-se completamente em termos das componentes esquerdas
dos campos. Definimos agora um isospin esquerdo para os leptoes, agrupando o
leptao carregado e o seu neutrino num dubleto da forma

wo=(%) < umw=(1) ¢ oum=(7) o

Entao a corrente lepténica escreve-se

£ =2 [Rufe)yrXa(e) + X (T Xe() + Xe(rhr Xe(r)] (634
onde B
Yi(e) = |7, 7] (6.35)
e expressoes semelhantes para os outros leptoes, e onde definimos
T = <(1) 8) = % (! —ir?) (6.36)
Notar que

o (Y(),(), e

Somos assim tentados a definir uma corrente de isospin esquerdo através de

e 1 N o __1
it =3 [XL(e)y*T'X(e) + -+ -] (6.38)
Entao se introduzirmos a notagao

jia + ij%a

jEe = v (6.39)
vemos que

0 =2v2(j;)" (6.40)
e que

et =2v2 (j1)° (6.41)

Embora estejamos a introduzir um formalismo adaptado a SUL(2) o lagrange-
ano na Eq. (6.26) nao é invariante para esse grupo pois falta o termo? jiLJz“ . Dito

2De facto considerando sé a parte do eletrdo e seu neutrino obtemos

Gr =/ \ a_— — Gr (o 0,
Liep = 5 (€)1 Xz (0) Xelehar Xale) = 5 (78%jka +2"7E0)
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de outro modo, todos os resultados experimentais conhecidos até a década de ses-
senta indicavam que a corrente fraca era carregada pois AQ # 0. Um termo como
jiLJi“ que faria a Eq. (6.26) invariante para transformagoes de SUL(2), implicaria
a existéncia de correntes fracas neutras, o que so viria a ser descoberto mais tarde.
Vemos assim que a parte lepténica do lagrangeano de Feynman e Gell-Mann sugeria
ja que o grupo de simetria fosse SUL(2) e a descoberta das correntes neutras veio
confirma-lo, como discutiremos no capitulo 9.

6.3 As interacoes fracas dos hadroes

6.3.1 Universalidade e a teoria de Cabibbo

As interacoes fracas dos hadrdes s@ao um pouco mais complicadas. Parte dessa
complicacao resulta, claro, das proprias interacoes fortes e da sua propriedade de
confinamento, que quer dizer que a teoria fundamental é simples de escrever em
termos dos quarks mas que estes nao sao particulas livres, s6 aparecendo na natureza
como estados ligados. Assim todos os calculos de interagoes com hadroes sao muito
dificeis. Noés apresentaremos primeiro os resultados em termos das correntes dos
hadroes, mas depois traduziremos esses resultados para o lagrangeano ao nivel dos
quarks.

Do ponto de vista das interacoes fracas, ha dois tipos principais de correntes
hadrénicas. O primeiro é relevante para o decaimento [ do neutrao representado na
Fig. 6.1. Dizemos que este decaimento corresponde a AS = 0, isto é nao hé variagao
do nimero quantico estranheza (é zero para todas as particulas envolvidas). H& no
entanto outro tipo de decaimentos em que AS = +1, como por exemplo

A—=p+te+7, (6.42)

representado na Fig. 6.4. A parte da corrente lepténica é igual, mas a parte

D

A° e

Y
y

Figura 6.4: O decaimento A — p+ e+ 7,.

hadrénica tem agora AS = 1 (A = uds). Além disso, a parte hadrénica também
é carregada, tal como para o decaimento do neutrao. Os resultados experimentais
podem ser resumidos da forma seguinte

hy = gvh{? + gsh(!) (6.43)
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onde tanto a parte AS = 0, hff), como a parte AS =1, h,(}), tém a forma V — A,
isto é

0) 1) _ 40
hO =V — 4

o
B =V — A (6.44)

Consideragoes de simetria relativas ao grupo SU(3) para as interacoes fortes dos
quarks u, d e s, levaram Cabibbo em 1963 [19] a propor que

gy +95=1 (6.45)

o que foi verificado experimentalmente. Em vez de gy e gg, € mais normal introduzir
um angulo designado por angulo de Cabibbo, tal que

gy = cosb, ; gs = sind, (6.46)
Experimentalmente verifica-se que
sin 6, ~ 0.22 (6.47)

Em resumo o facto essencial é que ha uma diferenca de intensidade entre a cor-
rente lepténica e as duas partes da corrente hadrénica. Mais concretamente se to-
marmos a corrente lepténica como referéncia temos a situacao descrita na Tabela 6.1
o que mostra que a universalidade é menos perfeita no sector hadroénico.

Corrente | Intensidade
Ly 1
h((xo) cos 6,
h&l) sin 6,

Tabela 6.1: Intensidade relativa das correntes fracas leptonica e hadrénica.

Estes factos permitem-nos descrever agora as correntes hadrdénicas ao nivel dos
quarks. A corrente hadronica tem entao a forma seguinte

h® = cos 0.1, 7 (1 — 735)bq + sin 0,40, (1 — 75)s . (6.48)

A ideia é que a interacao que transforma um neutrao

2 1 1
= ; n== —=— —= =0 6.49
n=(udd) i Qu=z -3 -3 (6.49)
num protao
= (uud) Q_2+2_1_1 (6.50)
p = (uu ; r=3 t3 —3 = .
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U > Uu
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Figura 6.5: Decaimento n — p + e + 7, em termos de quarks.

deve ser aquela que leva um quark d — u (AQ = 1) e em termos de quarks o
decaimento 3 seria representado nesta aproximacao pela Fig. 6.5 Claro que o confi-
namento torna esta descricao demasiado simplista, mas a hipdtese é que a estrutura
da teoria ao nivel do lagrangeano em termos de quarks esta correta. Nao nos preo-
cupando mais com as complicagoes das interagoes fortes, vejamos melhor a estrutura
em termos dos campos dos quarks. Como o u e d diferem duma unidade de carga,
as correntes h(()? ) e hg) sao correntes carregadas, tal como acontecia para a corrente
leptonica. Por outro lado sao também correntes esquerdas. Vejamos se é possivel
dar-lhes uma forma onde aparecam sinais do grupo SUL(2). Para isso observemos
que

h® =cos 0. uy*(1 — v5)d + sin 0, uy*(1 — v5)s
=uy*(1 — v5)(d cos @, + ssiné,) (6.51)
onde passamos a representar os campos pelo seu nome, isto é, por exemplo para o

quark u, u = v,. Se olharmos para a equacao anterior somos levados a introduzir
um dubleto de quarks da forma

U _(u
QL= <d cos B, + ssin HC>L - <dc) . (6.52)

onde
d. = dcosf. + ssinéb, (6.53)

Entao a corrente pode ser escrita na forma
e =2Q,77Qy (6.54)

onde
0 1 Tl 4+ 4712

= (0 0) =5 (6.55)

Na Eq. (6.52) o indice L quer dizer

Qr = Gjﬁ) . (6.56)
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Mais uma vez para que o lagrangeano (6.26) tenha invariancia para SUp(2) falta
a componente neutra

h* = 2v2Q,7T3QL (6.57)

6.3.2 O mecanismo de GIM e a descoberta do charm

Como vimos a teoria de Cabibbo para as correntes carregadas permite escrever a
corrente hadrénica carregada através de

hE =2Q,7.77QL : QL = (Z;LL ) (6.58)

onde o sinal + em A7 quer dizer que a corrente aumenta a carga por uma unidade,
isto é

AQ =Q(u) — Q(d) = +1 (6.59)
De igual modo podemos introduzir a corrente que diminui a carga por uma unidade,
he =2Q177 Q1 (6.60)
e portanto o lagrangeano para a parte hadrénica serd?
Gp Gp
Lyad =—= hoh®t = — h h**
had \/5 \/5 @
G
="2 (hLn' 4 h2h*) (6.61)

V2

onde - '
hoy = Q1% Qr 5 i=1,2 (6.62)
Tal como para o sector lepténico somos levados a pensar se nao falta o termo

h3 h3® para ter o lagrangeano (6.61) invariante para SUL(2). Ora a corrente h3
escreve-se

hg’z :GL’}/&T?’QL

=UL Yol — ch’yach (663)

Esta corrente tem AQ = 0 e é portanto uma corrente neutra. A questao é entao
saber se existem correntes neutras na parte hadrénica das interacoes fracas. Expe-
rimentalmente verificou-se que sim, mas s6 com AS = 0, isto é, ndo havia, ou eram
extremamente suprimidas, as correntes neutras com mudanca de estranheza. Isto

poe um problema & interpretacio acima pois o termo d.;y*d.; contém partes com
AS # 0. De facto

dopy*d.r, = cos?® 0,dy*dy, + sin® 6.5.v%sy,

3Estamos a considerar neste ponto que ha sé os quarks u,d,s. Mais & frente veremos como
aparecem os outros.
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+ sin 0, cos 0, (dpy*sy, +5y*dy) (6.64)

e o ultimo termo tem AS # 0. Portanto se quisermos insistir na simetria SUL(2)
com a consequente introdugao de h3, temos que resolver este problema. Em 1970,
Glashow, Iliopoulos e Maiani [20] resolveram esta questdo duma forma muito ele-
gante. Para isso postularam a existéncia dum segundo dubleto de SUL(2) onde
apareceria um novo quark de carga ) = 2/3, designado por charm e a combinacao
ortogonal a d. designada agora por s,

S, = —sinf,. + scosb, : Q=—= (6.65)

Designemos esse dubleto por

Q= (CL) (6.66)

ScL

Entao a corrente neutra completa devera ser
hi :@LvaTgQL + @LVO:T?’QIL
=dYVadr, + S1YasL (6.67)

pois os termos cruzados na Eq. (6.64) cancelam agora exatamente. A este mecanismo
da-se o nome de mecanismo de GIM. Na altura em que o quark c¢ foi proposto nao
havia ainda evidéncia experimental para ele. Este facto foi atribuido por GIM a ele
dever ser relativamente pesado. E para crédito de GIM que eles nao sé propuseram
o quark ¢ como também forneceram uma estimativa para a sua massa. O argumento
¢ o seguinte. Tomemos o decaimento

K — utp~ (6.68)

E um decaimento com corrente neutra e AS # 0 pelo que nao deveria existir de
acordo com o mecanismo de GIM. Na realidade nao é assim e experimentalmente
verifica-se que existe, embora seja extremamente raro. De facto

D(K] = ptp”)
['(K? — tudo)

Como é que isto se enquadra no que dissemos acima? Muito simplesmente o meca-
nismo de GIM proibe interagoes de corrente neutra com AS # 0 somente ao nivel
arvore. Em ordem superior tais processos poderao existir. Assim para este processo
podemos temos os dois diagramas da Fig. (6.6). Comparando os acoplamentos nos
vértices o diagrama com o quark w tem uma amplitude

BR(KY — purpu™) =(63+£1.1)x107° (6.69)

M, o sinf, cos@, (6.70)
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W W _
—>— U —>— H
K’ K
u A + c A
—— u+ —€— u+
w* w*

Figura 6.6: Diagramas para K? — utu™.

enquanto que o diagrama com o quark ¢ tem a amplitude
M, < —sinf,. cosf, (6.71)

Tudo o mais é igual exceto a massa dos quarks. Se m, = m,. os dois diagramas
cancelariam exatamente dando uma contribuicao zero em conflito com a Eq. (6.69).
Se m. > m, o segundo diagrama serd muito pequeno (nao esquecer a massa no
denominador do propagador do quark) e GIM calcularam que a contribuigdo do
primeiro diagrama era demasiado grande para comparar com o valor observado
experimentalmente. Para satisfazer o valor experimental a massa do quark ¢ deveria
estar num intervalo nao muito largo. Eles encontraram

1 GeV <m,. < 3 GeV (6.72)
em comparagao com o valor hoje aceite
m. = 1.4 GeV (6.73)

Mais uma vez a via da simetria obtinha resultados importantes. Com o mecanismo
de GIM é possivel promover a simetria da parte hadronica do lagrangeano fraco ao
grupo SUL(2).

6.4 A hipotese do bosao vetorial intermédio

Como vimos a teoria de Fermi foi motivada pela analogia com QED. Mas essa
analogia é imperfeita pois nao hd o analogo do fotdao, o portador da interacao ele-
tromagnética. Assim, desde muito cedo apareceu a ideia de que deveria existir o
analogo do fotao para as interagoes fracas. Esse campo, designado por W, deveria
ser também vetorial e carregado, pois as correntes consideradas até entao eram car-
regadas. Na linguagem dos diagramas de Feynman, deviamos ter para o decaimento
do muao o diagrama da Fig. (6.7) e as interagoes fracas seriam entao mediadas pelo
W da mesma maneira que as interagoes eletromagnéticas sao mediadas pelo fotao.
Ao W foi dado na altura o nome de Bosao Vetorial Intermédio ou IVB atendendo
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Figura 6.7: Decaimento do muao com bosao vetorial intermédio.

as iniciais em inglés. A ideia seria entdo que o lagrangeano na Eq. (6.26) seria

substituido por um outro do tipo

Lopeat = Guw W + h.c.

(6.74)

onde g,, € agora uma constante de acoplamento sem dimensoes. Para tornar a teoria
completa precisamos de saber o seu propagador. Para isso necessitamos da equagao
de onda para particulas de spin 1 com massa. Essa equagao, designada por equacao

de Proca e escreve-se
(O+ m2)W“ —o*oWY = JH

O propagador é entao a funcao de Green solucao da equacao
[(O+m?)g" — 0"0"] G (x — o) = ig""6* (z — o)
Passando para o espaco dos momentos obtemos
[(—k:2 +m?)g" + k“k”] G (k) =ig"

que tem como solugao (ver Problema 4.2)

Entao o elemento de matriz para o decaimento do u~ sera da forma
M= g2 J,GY ],

e portanto se k? < m? devemos ter

Se g ~ e entao
mw ~ e/ Gp ~ 90 GeV

(6.75)

(6.76)

(6.77)

(6.78)

(6.79)

(6.80)

(6.81)

o que justificaria a aproximacao acima. Veremos mais a frente, no quadro do Modelo

Standard, qual a relacao exata entre Gp, g, € my .
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6.5 Problemas com a teoria corrente-corrente

6.5.1 Violagao da unitariedade na interagcao de Fermi

Apresentamos nas secgoes anteriores uma teoria que descreve toda a fenomenologia
conhecida das interacoes fracas em finais da década de sessenta. Contudo a teoria
apresenta uma série de dificuldades que passamos a rever brevemente. Comecemos
pela interagao pontual de 4 fermides de Fermi (modificada por Feynman e Gell-
Mann). Consideremos o processo

v, +p —U.+e (6.82)

descrito neste modelo pelo diagrama da Fig. (6.8). Como os problemas que vamos

Vu Ve

Figura 6.8: Diagrama para v, +u~ — V. +e".

exibir ocorrem para /s > m., m,, vamos desprezar essas massas. Entao

Gp _ _
M = 7; U(p2)7"* (1 = v5)u(pr) wlqr)yu(l = 75)v(g2) (6.83)
o que da
1
AFE =5 3 IMP
spins
=4G%5*(1 + cosf)? (6.84)
e o
do 1 f
_— = M 2 == 1 9 2 .
10 = oanzs MIP = g s+ cos) (6.85)
A secgao eficaz total serd entao
2
9r
= ZF 6.86
7 3T § ( )
Mas por outro lado, a seccao eficaz de difusao pode-se escrever na forma geral

_ % SO @I+ 1) (6.87)
J

g
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onde k£ é o momento no centro de massa e f; é a onda parcial correspondente ao
momento angular J. Pode-se mostrar em geral, usando argumentos de unitariedade
ou, o que ¢ o mesmo, de conservacao de probabilidade, que

fr =€ sind, (6.88)

e portanto
|fsl <1 (6.89)

donde se obtém

_Am(2J+1) _ 16m(20 +1)
- k2 N S
o que mostra que o; decresce com s. Mas pode-se mostrar que este processo corres-

ponde a J = 1 (ver problema 4.4) e para a seccao eficaz nao polarizada deveremos
ter

oy (6.90)

24
o< 8 (6.91)
S

o que entra em conflito com a Eq. (6.86) para
Vs> 1.5 x 10° GeV (6.92)

A dificuldade com a teoria pontual pode ser relacionada com o facto da constante
G r ter dimensoes. De facto
[Gpl = M2 (6.93)

mas

o] =L =M (6.94)

e portanto a energias acima das massas dos leptoes um argumento puramente di-
mensional da

o~G%s (6.95)

dado que a seccao eficaz devera ser proporcional a G%. Isto foi exatamente o que
encontramos.

6.5.2 Violagao de unitariedade no modelo IVB

O argumento anterior podia levar-nos a pensar que a dificuldade desapareceria no
modelo com o bosao vetorial intermédio (IVB). Isto porque ai

G~ Jo (6.96)

o~ S (6.97)
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Figura 6.9:

como acontece, por exemplo no processo et +e~ — pT+p~ em QED. Vamos mostrar
que embora o comportamento seja melhor no modelo IVB, ainda nao resolve todos
os problemas. Voltemos ao processo 7, + 1~ — U, + €~ que agora se representa na
Fig. (6.9).

A amplitude é agora

ok,
e T,
M = g2 B(p2)y" (1 = 7s)u(pr) gy =)y (1= 5)v(ge) (6.98)
w

Poder-se-ia pensar que os fatores de momento no numerador do propagador do W
iriam piorar o comportamento para valores elevados da energia no centro de massa.
Tal nao é verdade, pois uma vez utilizada a equagao de Dirac, esses termos vao
ser proporcionais a massa dos leptoes que desprezamos no limite das altas energias.
Entao para /s > my obtemos

M~ % U(p2) Y (1 — v5)u(p1) w(q)v*(1 — v5)v(g2) (6.99)

o que comparado com a Eq. (6.83) mostra que

g2
Gp — = (6.100)
s
Entao o calculo da seccao eficaz da
g2
oTy+p = Tete )~ ?“’ (6.101)

o que estd de acordo com a unitariedade. Como dissemos atras, embora deixe de
haver problema para este processo, outros ha em que os problemas persistem. Para
vermos isso consideremos o processo

e +et W+ W (6.102)

no quadro do modelo IVB. Temos entao o diagrama da Fig. (6.10). A amplitude é
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e —>— NN\ W

YV,

et —e—~ W
Figura 6.10: Colisao e” +et — W+ + W™,

proporcional a

b —fh

2 * * — v
M ~ gwe,u(chu )‘I)EH(Q% )\2) U<p2)fy (1 - 75) (pl - C]1)2

(1 —vs)ulp)  (6.103)

No limite /s > m., my obtemos (ver Problema 6.7)

4
M2 ~ nf’b—g sf(6) (6.104)
w

o que mostra que temos novamente o mesmo problema que na teoria pontual de
Fermi, como se vé comparando com a Eq. (6.84). Um estudo mais detalhado mostra
que o problema estd na polarizacao longitudinal dos W’s (ver Problema 6.8). Notar
que o processo semelhante

e +et = vty (6.105)

em QED nao tem qualquer problema. Podemos assim suspeitar que a invariancia de
gauge de QED, relacionada com a massa zero do fotao, e a auséncia de polarizacao
longitudinal, deve ser a chave do problema.
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Problemas capitulo 6

6.1 Mostre que da equacao de Dirac se obtém para as componentes 17, e g

'O = mig
iv“@,ﬂ/}R = m@DL (6106)
Comente este resultado.

6.2 Resolva a Eq. (6.77) para encontrar o propagador duma particula de spin 1
com massa. Para isso faga

GY (k) = g™ A(K?) + k"k” B(K?) (6.107)
e determine as fungoes invariantes A(k?) e B(k?).

6.3 Considere o processo ¥, + p~ — VU, + e~. Mostre que

L y v G (1+ cos)? (6.108)
—_— = = S COS .
dQ)  64n?s 1672
(§]
g 6.109
o=3_8 (6.109)

6.4 Considere o problema 6.3 Mostre que no referencial do centro de massa o
momento angular é J = 1. Explique entao porque é que

M o (1 + cosf) (6.110)

6.5 Considere o processo v, +e~ — v, + pu~. Mostre que
a) A secgao eficaz diferencial é

do  G?
i 4—71: s (6.111)
b) A seccao eficaz total é dada por
2
o= Grs (6.112)

™
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¢) Mostre que no C.M. temos s6 J = 0. Use esse facto para extrair um limite a
partir do qual a unitariedade é violada.

6.6 Considere o processo U, +u~ — U, + e~ na teoria IVB. Calcule a seccao eficaz
total e mostre que estd de acordo com a Eq. (6.101).

6.7 Considere o processo e~ + et — W~ + W™ na teoria IVB. Calcule do/d2 e o
e mostre que no limite /s > m., my, obtemos

o~ (6.113)
6.8 Mostre que o processo e~ + et — W~ + W™ s6 apresenta problemas no que

diz respeito a unitariedade, para a polarizacao longitudinal do W. Para isso calcule
separadamente a contribuicao das polarizacoes transversais e longitudinais.



Capitulo 7

Invariancia de Gauge

Aqui seguimos as secgoes 10.1 a 10.2 do Griffiths [1] e o capitulo 2 do meu texto
FIE [5].

7.1 Lagrangeanos em mecanica classica

Em mecanica classica a equacao fundamental é a lei de Newton,

dv

m— (7.1)

F=ma=

Se um sistema for conservativo entao a forga pode ser obtida duma funcao potencial,
U(r), através da relagao 5

F=-VU (7.2)

e portanto as equagoes do movimento escrevem-se

dv -

A mesma dinamica pode ser obtida num formalismo alternativo, designado por
formalismo lagrangeano. A{ comega-se por definir o lagrangeano (ou fungao de
Lagrange) através da relagao

L=T-U (7.4)
onde T' ¢ a energia cinética,
1
T = §mv2 (7.5)

e U a energia potencial. As equagoes da dinamica resultam de exigir que a acao
definida como o integral do lagrangeano,

ty

S = / dt L (7.6)
t;
109
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seja estaciondria (65 = 0) para a trajetéria da particula. Este requisito conduz as
chamadas equagoes de Euler-Lagrange, que se escrevem

d oL 0L
— (7.7)
dtdg; O
para um sistema com n coordenadas ¢;, ¢ = 1,2,...n e onde se definiu
. Jyg;
%= 2 (7.8)
Aplicando a um problema a trés dimensoes obtemos
L
gx'i =my; (7.9)
0L
= -V, 1
or, V.U (7.10)

e a Eq. (7.7) conduz a mesma Eq. (7.3).

A este nivel parece uma complicacao desnecessaria. No entanto, os lagrangeanos
sao muito tuteis por duas razoes. Primeiro porque alguns problemas sao mesmo mais
faceis de resolver usando este formalismo (por exemplo péndulos acoplados), e em
segundo lugar porque as simetrias conduzem naturalmente a leis de conservacao. De
facto ja discutimos no capitulo 3 esta relagao. Por exemplo, se L nao depender das
coordenadas, a Eq. (7.7) imediatamente nos diz que o momento linear é conservado.

7.2 Lagrangeanos em teoria de campo

Os lagrangeanos em teoria de campo relativista tém uma importancia fundamental.
Isto deve-se fundamentalmente a importancia que as simetrias tém na descrigao
das interacoes fundamentais da Natureza e essa simetrias sao implementadas duma
maneira muito mais simples nos lagrangeanos. Em mecanica classica as variaveis
dependem do tempo, z;(t), enquanto que em teoria de campo lidamos com campos
que dependem do ponto do espago tempo z# = (¢, Z), por exemplo para um campo
escalar, ¢(z).

Nao vamos aqui fazer uma deducao da passagem de sistemas com um numero
finito de graus de liberdade para a situacao em teoria do campo onde temos infinitos
graus de liberdade. Vamos sé dar o resultado sobre a forma de dicionério, conforme
indicado na Tabela 7.1. E facil de verificar que para o campo real de Klein-Gordon
a seguinte densidade Lagrangeana

1 1
L= 3 GO P — §m2¢2 (7.11)
reproduz a equagao de Klein-Gordon,

@O+m*p=0. (7.12)
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Sistemas Finitos | Teoria do Campo
graus liberdade

t x

q ¢(z)

q 8u¢($)
5= [dttia.q) | 5= [ 06,0,
dob oL _ |, oc or_
dt 9 dq u8(8u¢) ¢

Tabela 7.1: Dicionario para lagrangeanos em teoria de campo.

Para o campo de Dirac temos que tratar o spinor e o seu adjunto como graus
de liberdade independentes (tal como acontece no campo escalar complexo, ver
problema 7.4). Assim é ficil de ver que a seguinte densidade Lagrangeana

£ = i@y 0 — mipy

conduz a equacao de Dirac. De facto As equagoes de Euler-Lagrange sao, para o
caso do campo de Dirac,

oL oL oL oL

o ———— =0, O - —= =0 7.13
(o)) O o (0mp) O (7.13)

Do lagrangeano, Eq. (7.13), obtemos

oL oL
0, L& — 7.14
e portanto

(170 — m) & = 0, (7.15)

como queriamos mostrar. A densidade Lagrangeana de Dirac tem uma propriedade
notavel. E invariante para as transformacoes

() =e @) 5 Pa)=gee (7.16)

com « constante. Isto corresponde a redefinir a fase da funcao de onda, que certa-
mente ¢é arbitraria. Veremos na sec¢ao seguinte as implicacoes que esta observacao
tera.

Antes de terminar consideremos mais dois exemplos, o caso dum campo de spin
1 com massa e o caso do fotao, spin 1 sem massa.

Exemplo 7.1 Considere o lagrangeano de Proca para uma particula de spin 1 com
massa,

1 1
L= _ZFHVF“V + §m2AHA“ (717)
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Onde
F. = 0,A, — 0,A, (7.18)
Vamos deduzir as equagoes de Euler-Lagrange. Obtemos
oL
— = —F" 7.19
0(0,A,) ( )
oL 9
= m?AY 7.20
oL =" (7.20)
e portanto as equagoes de movimento $ao
0, F" +m*A” =0 (7.21)

que foi a equacao de movimento que usamos no capitulo anterior quando dis-
cutimos o bosao vetorial intermédio.

Exemplo 7.2 Considere o lagrangeano de Mazwell com intera¢ao com uma cor-
rente exterior,

1
L=~ FuF" — JA" (7.22)

Obtemos facilmente as equacoes de Mazwell,

0, F" = J . (7.23)

7.3 Invariancia de gauge. O eletromagnetismo

Nas transformacoes consideradas na secgao anterior o parametro « era constante.
A invariancia global queria entao dizer que a escolha das fases era arbitraria e que
se escolhéssemos as fases doutra maneira ao mesmo tempo em todos os pontos do
espago-tempo a teoria seria idéntica. Dissemos no capitulo 3 que a existéncia destas
invariancias implicava que houvesse quantidades conservadas no tempo.

Posta a questao nestes termos, a pergunta que surge naturalmente é saber se ha
teorias em que a escolha das convengoes das fases pode ser feita localmente, isto é,
diferente para cada ponto do espaco-tempo. Em principio, estas teorias se puderem
ser formuladas, deverao ser mais relevantes para a Fisica pois parece-nos logico que
dois experimentadores em laboratérios diferentes possam fazer escolhas diferentes
das convengoes e obter os mesmos resultados fisicos. Queremos portanto teorias em
que o lagrangeano seja invariante debaixo de transformacoes de simetria interna mas
que dependem do ponto do espaco tempo.

Estas teorias existem e sao as denominadas teorias com invariancia padrao ou
teorias de gauge na designacao inglesa. Usaremos esta ultima designagao por ser a
mais corrente entre os fisicos. Pedir que uma teoria possua invariancia local é uma
condigao muito restritiva. De facto se tivermos uma teoria que tenha uma dada
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invariancia global, normalmente nao serd possivel torna-la localmente invariante sem
adicionar mais qualquer coisa. Essa qualquer coisa é o conceito de forca traduzido
em teoria quantica dos campos por um campo que € trocado entre as particulas que
interagem. Consideremos como exemplo o caso do campo de Dirac. O lagrangeano
é dado na Eq. (7.13),

£ = (i — myp (7.24)

Esta teoria é invariante quando efetuamos transformacoes de fase constantes como
na Eq. (7.16). Vamos ver o que se passa quando as transformagoes sao locais, isto é,

a escolha de fase é independente em cada ponto do espago-tempo, e para simplificar

vamos considerar transformacoes infinitesimais?,

0 = ia(x)yY ; 6 = —ia(z) (7.25)
Temos entao

0L = —ia(@)P(if — m)y +ia(x) Y(i —m) — Py Oua(z)
= _E'Vu@b aua(x) (7‘26)

Portanto o lagrangeano deixa de ser invariante. E facil de ver que o problema esté
ligado ao facto de 0,1 nao se transformar como 1. Assim introduzimos o conceito
de derivada covariante D, tal que numa transformacdo de gauge, Eq. (7.25), se
transforme como os campos, isto é

0(Dytp) = ia(z) Dyt (7.27)
Definimos a derivada covariante pela relagao
D, =0, +ieA, (7.28)

e vamos ver que transformagoes deve ter o campo vetorial A, para satisfazer a
Eq. (7.30). Obtemos sucessivamente,

6(Dy) =6(ieAu )Y + D, (0v))
=ied A, + 0, (ia(x)Y) + te A, (ia(x)y)
=io(x) D, + ied Ap + i0,a(x)y (7.29)

Agora comparando a Eq. (7.29) com a Eq. (7.27), obtemos a lei de transformagao
do campo vetorial A, dada por

SA, = —% Do) (7.30)

!Para transformacoes continuas (grupos de Lie) o que se passa para transformacoes infinitesimais
também é verdade para transformacoes finitas. Ver problema 7.1



114 Capitulo 7. Invariancia de Gauge

Esta lei de transformacao é exatamente uma transformacgao de gauge do eletro-
magnetismo se A, for interpretado como o campo do fotao. Assim vemos que o
campo vetorial A, representa a forca de que tinhamos falado anteriormente que as-
segura que podemos escolher a fase de maneira diferente em diferentes pontos do
espaco tempo. A introducao do campo A, forga a introdugao de novos termos no
lagrangeano, em particular os termos de energia cinética? para esse campo. A tnica
combinacao quadrética nas primeiras derivadas do campo A, que ¢ invariante para
a Eq. (7.30) é o tensor de Maxwell,

F. = 0,A, — 0,A, (7.31)
De facto usando 7.30 em 7.31 obtemos trivialmente
0F,, =0 (7.32)

Por outro lado termos de massa da forma A*A, nao sao invariantes exigindo que o
fotao nao tenha massa. Portanto o lagrangeano

1 _
Lorp = — ZFHVFW + (AP —m)y (7.33)
=Liivre + ﬁinteracgéo (7.34)
onde )
‘Clivre = _ZF;,LVFMV + E(Z@ - m)’(/f (7.35)
€
Linteracgio = —eP P A" (7.36)

¢ invariante para as transformagoes de fase locais, Egs. (7.25) e (7.30). Diz-se que é
uma teoria com invariancia de gauge. O lagrangeano 7.34 descreve a interagao dos
eletrdes com os fotoes. E chamada eletrodinamica quantica (QED). Para aplicagao
posterior recordemos aqui os passos que nos levaram até ela.

i) Tinhamos uma teoria que era invariante para transformagoes globais. Neste caso
o grupo de transformagdes era abeliano, multiplicagdo por uma fase, U(1).

ii) O requisito que a invariancia se mantivesse quando as transformagoes fossem
locais levou-nos a introducao dum novo campo, o fotao A, com transformagoes
univocamente dadas por essa condi¢do. Fisicamente € o fotao que assequra que
as diversas escolhas de fase sao consistentes.

ii1) Foi necessdrio introduzir um novo termo no lagrangeano para nos dar a pro-
pagacao dos fotoes livres. Este termo deve possuir invariancia de gauge.

2Isto é os termos quadraticos nos campos.
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7.4 Teorias de Yang-Mills

Os mesmos passos que nos levaram a QED podem ser dados quando o grupo de
transformacoes das fases é nao abeliano. Neste caso dizemos que temos uma teoria
nao abeliana com invariancia de gauge ou teoria de Yang-Mills [21], embora este
nome se devesse s6 aplicar ao caso em que o grupo é SU(2). Como alguns conceitos
tém que ser generalizados vamos ver os passos em detalhe.

Comecemos pelo lagrangeano para campos fermionicos generalizando QED. Seja

L=V(i)—m)¥ (7.37)
onde ¥ é um vetor coluna
(G
U= ¢f (7.38)
n

num espaco vetorial de dimensao n, onde atua uma representacao do grupo nao
abeliano G
OV =i (2)QV, a=1,2,...m (7.39)

Q% sao m matrizes hermiticas n x n que obedecem as relacoes de comutagao de G,
[Q“, Qb} = faeQe (7.40)

sendo % as constantes de estrutura de G. Desta relacao resulta que m é a dimensao
da representacao adjunta de GG, pois esse é também o ntimero de geradores do grupo
que obedecem a uma relagao semelhante a Eq. (7.40).

O lagrangeano 7.37 nao ¢ invariante sob a acao das transformagoes 7.39. Para o
tornar invariante introduzimos a derivada covariante, generalizando a Eq. (7.28),

B, = DV = (9, + igA2Q") W (7.41)

onde Aj sao m campos vetoriais, que vao desempenhar um papel andlogo ao do fotao
no eletromagnetismo, e que sao designados por campos de gauge. As matrizes Q*
sao as apropriadas para a representacao de ¥ de dimensao n. A lei de transformacao
de Af, é obtida pelo requisito de que D,V se transforme como V. Para a calcular
introduzimos a notagao compacta

= Q" (7.42)
A, = A (7.43)

|

onde g e A, sao matrizes nxn e fungoes de (7,t). Entao 7.39 escreve-se simplesmente

U =icW (7.44)
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Calculemos entao a variagao de D, V. Obtemos

0(D,V) =0,(0W) +ig (6A4,) ¥ (7.45)
=ig OV +i(0,eV)—gA, eV +ig(dA,) ¥ (7.46)

Noés queremos que

§(D, W) =i ¢ D, (7.47)
=iedV—geA, V¥ (7.48)

Comparando as Egs. (7.46) e (7.48) obtemos

§A, =ilg,A] - éﬁug (7.49)

que é a transformacao dos campos de gauge escrita numa forma matricial. Em
termos das componentes A, a equacao 7.49 escreve-se

1
AL = —fhea &b A° - Ouc” (7.50)

i

Notar que no caso do grupo ser abeliano tanto a Eq. (7.49) como a Eq. (7.50) se
reduzem a expressao valida numa teoria abeliana como QED, Eq. (7.30) (nesse caso
m=1).

A derivada covariante, Eq. (7.41) tem algumas propriedades importantes para o
seguimento e que vamos aqui indicar.

i) A derivada covariante pode ser escrita na forma

. 0

D@ =0,0+g Ay

(7.51)

para um campo arbitrario ¢, fermionico ou bosénico. Esta expressao permite-
nos escrever a derivada covariante de qualquer campo, ou func¢oes de campos,
desde que se saibamos as suas propriedades de transformacao.
ii) A derivada dum produto pode ser facilmente calculada a partir de
o(ov) = (09)0 + ¢dv (7.52)
Entao a Eq. (7.51) implica

D,(6) = (D) v + ¢ Dyt (7.53)
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ii1) O comutador de duas derivadas covariantes pode ser facilmente calculado. De
facto nao é zero, nem mesmo para um grupo abeliano. Obtemos

(DHD,, — DI,DH)\II :(&L + 19 Au)(&, +ig A) ¥V — (u <+ v) (7.54)
—ig (0,4, — 0, A, +ig [A,A)]) Y (7.55)

Portanto
[DM, D,] U =ig EW\II (7.56)

onde F,, = Fy, Q° é definido por

Euu = 8# Au - 81/ AM + Zg [A;UAV] (757)

Vemos assim que F,, ¢ a generalizagao para o caso nao abeliano do tensor
de Maxwell. Podemos verificar que se transforma duma forma covariante (nao é
invariante) para as transformagoes dos campos de gauge, Eq. (7.49),

, 1 , 1
5(E;w) :8u (Z [éuAu] - E au§) - 81/ (7' [§7 AM] - E a,u§)
—9(le Al A)] —il0.e, Al —g A, e, Al —i A, O]

i[5, F,] (7.58)

Contrariamente ao caso abeliano, I, nao é invariante. De facto transforma-se como
um vetor num espago de dimensao m (a dimensao do grupo), isto é

a bea b e
SFC, = —fract e, (7.59)

onde
FSV =0,A;, — 8,,AZ —g be“AZAi (7.60)

A lei de transformagao, Eq. (7.59), permite mostrar que a generalizacao do lagran-
geano de Maxwell
1 a auyv
Lyy = _ZFHVF K (7.61)
¢é invariante para as transformacoes de gauge 7.49. Juntando todas as pecas, con-
cluimos que a generalizacao do lagrangeano 7.37 que possui invariancia de gauge
local é

i (4 1 a apy
L=V{ED—m)V — ZFWF e (7.62)

Antes de acabarmos esta seccao vamos fazer alguns comentarios sobre o que
acabamos de ver e as suas aplica¢oes. Primeiro que tudo o lagrangeano na Eq. (7.62)
descreve a teoria fisica para uma das interacoes fundamentais da Natureza, quando
o grupo G é SU(3). E a chamada Cromodinamica Quéantica (QCD) que descreve as
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interacoes fortes. Nessa teoria os campos de matéria sao os quarks que se encontram
na representagao fundamental do grupo (tripletos de SU(3)) e os campos de gauge
sado os gludes que se encontram na representacao adjunta de SU(3) que é aquela que
tem a mesma dimensdo que o grupo (8 para SU(3)). Outra observagao tem que ver
com a massa para os campos de gauge. Um termo de massa para os campos de

gauge teria a forma
1

Lmassa = 5 mzAZA““ (7.63)
e é facil de ver que as transformacgoes na Eq. (7.50) ndo deixam o lagrangeano
na Eq. (7.63) invariante. Assim o fotdo e os gludes aparecem naturalmente como
particulas sem massa. Contudo para as interacoes fracas este facto levanta problemas
pois nds sabemos que devido ao seu curto alcance, os portadores da forca fraca devem
ter massa. Este problema que persistiu na fisica de particulas durante varias décadas
so foi resolvido com a quebra espontanea da simetria e o mecanismo de Higgs que
veremos no capitulo seguinte. Finalmente um comentério sobre o caso do grupo G
nao ser simples, por exemplo

G =SU(2) x U(1) (7.64)

Neste caso a generalizacao da Eq. (7.62) obtém-se do modo seguinte. Para os campos
de matéria o lagrangeano tem a mesma forma mas a derivada covariante, Eq. (7.41) é
agora uma soma sobre todos os campos de gauge com uma constante de acoplamento
por cada grupo fator. O lagrangeano para os campos de gauge é simplesmente a
soma de lagrangeanos do tipo da Eq. (7.61) para cada grupo fator.

Para dar um exemplo concreto vamos considerar o grupo G = SU(2) x U(1) que
como veremos mais a frente vai ser precisamente o caso do modelo standard das
interacoes eletrofracas. Neste caso o lagrangeano sera,

_ 1 1
L= T(ip—m)¥; — (Wi W — B B (7.65)
f

onde a soma é sobre todos os fermioes da teoria. Os campos de gauge introduzidos
sdo convencionalmente designados por W¢ para SU(2) e B, para U(1), com os
tensores do campo dados por

Wi, = 0,Ws —0,We—g frowiwg (7.66)
B,, =08,B,—d,B, (7.67)

A derivada covariante tem agora uma contribuicao de cada campo de gauge com
uma constante de acoplamento diferente. Assim temos,

DU = (9, + z’gwg% +ig'V B,)U (7.68)

onde Q% = "2—a para SU(2) e Y, designada por hipercarga, uma matriz proporcional
a matriz identidade para o grupo U(1). Voltaremos a este assunto no capitulo 9.
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7.5 Regras de Feynman para a teoria de gauge

Consideremos uma teoria de gauge simples descrita pelo lagrangeano da Eq. (7.62).
Vamos aqui enunciar as regras de Feynman para essa teoria sem demonstragao. O
objetivo é comparar com QED para ver as semelhancas e diferengas. De facto essas
regras sé sao suficientes para calcular em ordem mais baixa de teoria de perturbacoes,
mas a quantizagao das teorias de gauge nao abelianas estd muito para além deste
curso elementar (ver o meu texto Advanced Quantum Field Theory [11]).

7.5.1 Propagadores

Comecemos pelos propagadores. Aqui nao hd nada de novo, para além do facto que

agora temos m campos de gauge. A estrutura dos termos quadraticos é a mesma

que a teoria de Dirac e de Maxwell e portanto obtemos?®,

o G
[y @ ANNANANANAN U, b —0ab ﬁ (7.69)
i(p+my)
—— m) (710
p my

7.5.2 Vértices

Os vértices vém dos termos com trés ou mais campos no lagrangeano. Da Eq. (7.62)
obtemos

1 _
Lint = M0, ALAP AT — S g? fO0 U AL AT AP — g QAL (TT1)

o que conduz a interacoes com trés e quatro campos de gauge, que nao existiam em
QED, para além da generalizacao da interacao entre fermides e campos de gauge.
As regras de Feynman estao descritas nas figuras seguintes.

Notar que para grupos abelianos as constantes de estrutura, f® = 0, e as
interagoes triplas e quarticas desaparecem, mantendo-se somente a interacoes entre
os fermides e o campo de gauge, como em QED.

3Tecnicamente na gauge de Feynman. Para mais detalhes sobre a escolha de gauges ver a
Ref. [11].
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Interacoes triplas de campos de gauge

p,c
Ips —g [ g"(p1 — p2)” + g"*(p2 — p3)*
D2
R +6P(ps — 1)
M, a v, b

Interagoes quarticas de campos de gauge

ag.d pc

p} »693 _292 feabfecd(gupgua - guagup)
P P2 + feac fedn (guogpv - g;wgpo)
w, a v, b _'_feadfebc(g;wgpo - g,upgyo)]

Interacoes de fermioes com campos de gauge

1, a

Tp:a
i oyt

P i gy e,

41

i J

(7.72)

(7.73)

(7.74)
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Problemas capitulo 7

7.1 Mostre que o lagrangeano de QED, Eq. (7.34), é invariante para transformagoes
finitas,

/ ra(x / 1
W=y A=A, — ~0u0(x) (7.75)

7.2 Mostre que o lagrangeano
1 a prapuv
Lyy = _ZF‘“’F (7.76)

é invariante para as transformacoes

1
JAT = — freu b AC = e (7.77)

Ty

7.3 Para o grupo das rotagoes num espago a n dimensoes, O(n), os = n(n — 1)

2
geradores independentes sao dados por

com L;; = —Lj;. Considere agora o caso de O(3).
a) Identifique
Ji=1Lys ; Jo=1Ls ; Jy=L (7.79)

Mostre que os J; tém as seguintes relagoes de comutagao

b) Um vetor de Ej5 transforma-se como

V' =ty (7.81)

Para uma transformacao infinitesimal encontre a lei de transformagao

SVi= .. (7.82)
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c) Verifique que esta lei para uma rotagao em torno do eixo dos zz da o resultado
conhecido

oVy =0V,
oV =—0V;
oV =0 (7.83)

d) Mostre que para transformacoes infinitesimais se tem

6(ViVi) =0 (7.84)
e) Considere agora transformagoes finitas

V=V (7.85)

Mostre que
VTV =vTv (7.86)
7.4 Considere o lagrangeano seguinte
L= 0,6"0"6 — me"o
a) Verifique que as equagoes de movimento sao as equagoes de Klein-Gordon.
b) Verifique que o lagrangeano é invariante para as transformagoes
¢ = e ¢ : a = constante

c) Considere a accao definida para campos reais, ¢;, i = 1,2. Mostre que se a
acao

S = /dﬁ‘xﬁ(qﬁz,ﬁugb,)
é invariante para uma transformagao

¢ = di —ichij ¢;

onde € ¢ infinitesimal e \;; sao constantes, entao existe uma corrente conser-
vada, isto é

0, J" =0
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onde

oL
T U de N
J (ONF 20,7 oF

Este resultado é conhecido pelo nome de teorema de Noether .

d) Aplique este resultado ao lagrangeano dado. Para isso faga

_9+¢ ¢~ ¢
V2 V2

b1 P2 = —i (7.87)

e) Mostre que se a = a(z) o lagrangeano
L= (au + ieAu)* ¢" (au - ieAu) o — m2¢*¢
¢ invariante para as transformacoes

¢/ _ 6—iea(x) ¢

se A, se transformar de forma apropriada. Qual? Comente.
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Capitulo 8

Quebra Espontanea de Simetria:
Mecanismo de Higgs

Aqui seguimos as secgoes 10.7 a 10.9 do Griffiths [1] e o capitulo 3 do meu texto
FIE [5].

8.1 Introducao

Vamos agora considerar o problema da quebra de simetria. A maior parte das
simetrias observadas na Natureza nao sao exatas. Por exemplo, o Isospin nao é uma
simetria exata da Natureza pois o protao e o neutrao nao tem a mesma massa. Uma
maneira de estudar em teoria quantica dos campos teorias com quebra de simetria
¢ introduzir no lagrangeano termos com coeficientes pequenos que explicitamente
realizem a quebra. Noés aqui vamos estar interessados noutro tipo de quebra de
simetria, dita espontanea, em que o lagrangeano é simétrico sob a agao dum grupo
de transformagdes mas o estado base (de menor energia) nao é.

Para vermos aquilo em que estamos interessados vamos comecar pelo exemplo
mais simples, uma teoria com um campo escalar complexo com auto-interacao e
invariante para o grupo U(1). O lagrangeano mais geral invariante de Lorentz e
renormalizavel! é entao

L=0,0"0"¢ — )’¢"¢ — A(¢"9)?
=0,0" "¢ = V(¢°9) (8.1)

O lagrangeano na Eq. (8.1) descreve um campo escalar complexo ou dois campos
escalares reais. Queremos estudar o espectro de massa da teoria. Normalmente, o

'Em termos muito simples pode dizer-se que uma teoria é renormalizdvel se nenhum dos termos
que constituem o lagrangeano tiver dimensao, em termos de massa, superior a quatro. Para esta
contagem uma derivada conta como uma massa, um campo escalar também como uma massa e um
campo fermiénico com dimensao de % em termos de massa. Para mais detalhes ver as Refs. [2,11].

125
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espectro de massa veé-se analisando os termos quadraticos da teoria. Mas isto contém
o pressuposto que o estado base (energia minima) corresponde a configuragdo em
que os campos sao nulos. Para campos escalares, pode suceder que o estado de
energia minima corresponda a uma configuracao em que

¢ = v = constante # 0 (8.2)

Neste caso as particulas sao associadas com oscilagoes de ¢ em torno do valor do
minimo, v. Se escrevermos

¢(x) = v+ x(x) (8.3)

as massas devem ser lidas da parte de lagrangeano quadratico em y. Vejamos para
a teoria descrita na Eq. (8.1) quais sdo os estados de energia minima. A densidade
hamiltoniana é (ver problema 8.1),

H=¢"¢+(0¢") - (D) +V (8.4)

Como os dois primeiros termos sao definidos positivos e a energia deve ser limitada
por baixo, o parametro A na Eq. (8.1) deve ser positivo. O sinal do parametro pu? é
deixado arbitrario. O minimo da energia corresponde a um valor constante para ¢
que minimize o potencial V. Este é dado por

V=160 + A (¢"9)” (8.5)
e as equacoes de minimizacao sao
o, oy
96 =o(® + 2)|9[%) = 0
av ok 2 2\ _
9 —=¢*(u? + 2\¢]?) = 0 (8.6)

Temos portanto duas possibilidades:

a) u> >0

Neste caso o minimo ¢é para ¢ = 0. Temos a situagao descrita na Fig. 8.1. A
teoria descreve um isodubleto escalar complexo de massa m = /2.

b) u? <0

Neste caso o potencial tem a forma da Fig. 8.2, e o minimo corresponde ao

valor
2

¢*6 = || = —% =12 (8.7)

Consideremos o caso b). Uma maneira possivel de vermos o espectro de massa da
teoria seria introduzir a condigao de minimo na Eq. (8.3) e depois fazer a substitui¢ao
no lagrangeano da Eq. (8.1). Contudo esta nao é a forma mais facil de proceder
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V(p)

Figura 8.1: Potencial classico para pu? > 0.

V(p)

N A

Figura 8.2: Potencial classico para pu? < 0.

neste caso. Como a condi¢ao do minimo é que |¢| = v, é mais conveniente fazer a
seguinte redefinicao do campo complexo ¢:

V2

com £ e o campos escalares reais. Esta parametrizacao corresponde a escrever o
campo complexo na forma

(z) = 7=t (v + @) (8.8)

¢ = ' *E@) g (8.9)
Entao
z —ié(o)
8,u¢ = E 8u§ (b + evay 8“0'
It = - 0 ¢ e VR g (8.10)

V2v
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e portanto

£:<i%-@gw+f—ﬁﬂ”ap)<—%—W§¢+eﬁﬂ@a%)
(% (%

e (H a<x>>2 ., (H o<x>>4
V2 V2
1 1 1 o2
:§@UWU+§@gmg+§@g&f(V%a+§) (8.11)

2 4
— 2 <v2 +V2v0 + %) - A <v4 +2v2v%0 4 3v20%0% + V2v0® + %)

Usando a condi¢cao do minimo podemos escrever, conservando somente até aos ter-
mos quadraticos,

1 1 1
L =5 o,0 0"o + 5 0, 0"¢ — 5 (—2u?) 0® + constante
+ termos de ordem superior (8.12)

O lagrangeano da Eq. (8.12) descreve portanto dois campos escalares reais, &
e 0, um com massa m, = y/—2 p? e outro com massa zero, mg = 0. Este facto
pode ser interpretado facilmente. Em primeiro lugar, notemos que o potencial V' é
no plano complexo do campo ¢ um potencial tipo fundo de garrafa de champanhe.
Com a parametrizacao da Eq. (8.8) o campo o refere-se as oscilagoes radiais e £ as
oscilacoes angulares. Ora enquanto que o potencial tem curvatura na direcao radial,
na dire¢ao angular o potencial é plano. Nao custa energia rodar ao longo do vale no
fundo da garrafa como indicado na Fig. 8.3. Assim as excitacoes radiais tém massa

-

Figura 8.3: Representaciao do potencial quando p? < 0.

e as angulares nao. O aparecimento de particulas sem massa é uma caracteristica
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geral destes fendmenos de quebra espontanea de simetria e é designado por teorema
de Goldstone. Na seccao seguinte faremos uma demonstracao geral do teorema.
Contudo antes de acabarmos esta seccao vamos dar outros exemplos simples.

O segundo exemplo que vamos considerar é de facto o mesmo exemplo noutra
linguagem. Se escrevermos o campo ¢ em termos das partes real e imaginaria

¢ = % (p+im) (8.13)
obtemos para o lagrangeano na Eq. (8.1)
L= % Lp 0" p + % O, Or — V(p* + ) (8.14)
onde 1, ] )
V= 5 H (p* + %) +7 A(p* +7°) (8.15)

Este lagrangeano continua a ter uma invariancia. De facto é invariante para o grupo
das rotagoes no plano, O(2). Este grupo tem a mesma &lgebra que U(1). E o grupo
abeliano das rotagoes em torno dum eixo de simetria. As transformagcoes podem

escrever-se / ) -
P\ [ cos sin p
<7r’) - <— sinfl cos 9) <7T> (8.16)

Para analisarmos a quebra de simetria temos de ver onde ocorre o minimo. As
equagcoes sao

8_V_ _ 2 2 2
95 =0=p [+ X(p*+7%)]
T o= n A (0 ) (8.17)

Novamente podemos ter as duas situacoes das Figs. 8.1 e 8.2. No caso em que
1% < 0, o minimo absoluto ocorre na circunferéncia

2
VRt = TM:” (8.18)

Para vermos o espectro tomemos os eixos no plano p — 7 de tal forma que

W=\ =v i (my=0 (8.19)

r=p—uv (8.20)

Entao definimos

e escrevemos o lagrangeano na Eq. (8.12) em termos de r e . Obtemos

1 1 1
L= 3 Oyr 0'r + 3 Oy ' + piPr? — Mo r(r* + 7%) — 1 Ar? 4+ 72)? (8.21)
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Obtivemos novamente um campo sem massa, 7, enquanto que o campo r tem
massa m, = \/—2u?. Para vermos que nao hé perda de generalidade na escolha
da Eq. (8.19) ver o problema 8.1.

Finalmente, como tltimo exemplo, consideremos uma teoria novamente com um
campo escalar complexo com auto-interacao mas em que a interagao é invariante
para transformacoes de isospin descrito pelo grupo SU(2), e o campo encontra-se na
representacao dubleto desse grupo. O lagrangeano mais geral, invariante de Lorentz,
invariante para o transformacoes do grupo e renormalizavel é entao

L=0,0'0"¢ — >¢'¢ — \(¢'¢)?
=0,0'0"¢ — V(¢'0) (8.22)

onde

¢1 + 102

o (@) |2 o
V2

O lagrangeano da Eq. (8.22) descreve portanto 4 campos escalares reais. Queremos
estudar o espectro de massa da teoria. O estado base vai corresponder ao minimo
do potencial. Estamos interessados na situacao em que ha quebra espontanea de
simetria, isto é o vdcuo (estado base) ndo tem a mesma simetria que o lagrange-
ano. Isto acontece quando ocorre a situacao da Fig. 8.2. Neste caso o potencial é
minimizado, para pu? < 0, quando

¢T¢ _ _% =2 (8.24)

Podemos sempre escolher um referencial de isospin onde o estado de energia
minima se possa escrever

Omin = constante = <S) (8.25)

O campo ¢(x) pode portanto escrever-se

0
v

o) = (1) +xt@) (8.26)

Para parametrizar convenientemente as pequenas oscilagoes x(x), notemos que em
cada ponto = podemos sempre escolher um referencial de isospin onde ¢(x) tenha a

forma
0
ww=@+£J (8.27)
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Este referencial serda ligado ao referencial definido pela Eq. (8.25) através duma
transformagao de SU(2), diferente para cada z,

U(z) = 0@ (8.28)

Podemos portanto escrever nesse referencial?

0
¢(z) = 0" ) - o(x) (8.29)
V2
e
0 0
_ iT90%(x) .
x(z)=e - o(x) <v) (8.30)
V2
Para pequenas oscilagoes temos
v(6* +i6")
~ 31
X@)=| o o (8.31)

As pequenas oscilagoes em torno do estado base sao parametrizadas por quatro
campos escalares reais, 0% e 0. O espectro de massa é lido dos termos quadraticos
nesses campos. Substituindo a Eq. (8.29) no lagrangeano da Eq. (8.22) obtemos

1
L =5 d,0 0o +v%9,0" 0" + u*o? + constante
+ termos de ordem superior
1 1 4 R
=3 d,o 0o + 3 9,0 9"0“ + p?o® + constante
+ termos de ordem superior (8.32)

onde
My =/ —2 pu? (8.33)

e redefinimos os campos 6* para que o termo cinético tenha a normalizacao canodnica.
0° = /200° (8.34)

Temos portanto trés particulas de massa zero e uma com massa /—2 p?. O apare-
cimento de particulas de massa zero, designadas por bosoes de Nambu-Goldstone, é
uma consequéncia do teorema de Goldstone que veremos na secgao seguinte.

2Comparar a forma da Eq. (8.29) com a da Eq. (8.8). A explicagao da Eq. (8.8) pode ser feita
exatamente da mesma forma, s6 que agora o grupo seria U(1) e ndo SU(2).
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8.2 O teorema de Goldstone

Comecemos entao pelo enunciado do teorema.

Teorema 8.1 Seja uma teoria invariante sob a a¢ao dum grupo de trans-
formagoes G, com n geradores. Se houver uma quebra espontanea da sime-
tria, de tal forma que o vdcuo (estado base) seja invariante somente sob a
acdo de G' com m geradores (G' C G), entdo aparecerdo particulas de spin
zero sem massa em numero igual ao dos geradores de G que mao deixam o
vdcuo invariante, isto €, hd n-m bosoes de Nambu-Goldstone.

Vemos portanto que o teorema nao sé nos diz que ha particulas sem massa mas
também nos diz o seu nimero. Nos dois primeiros exemplos anteriores tinhamos os
grupos U(1) e O(2) com 1 gerador, e o vicuo ficou sem simetria alguma e portanto o
nimero de bosoes de Nambu-Goldstone era igual ao nimero de geradores daqueles
grupos, isto é um gerador. O terceiro exemplo requer um pouco mais de atencao.
Isto porque embora tivéssemos sé falado do grupo SU(2), de facto a simetria do
lagrangeano na Eq. (8.22) ¢ maior do que SU(2) pois também ¢é invariante para
transformacoes de fase das duas componentes do dubleto ao mesmo tempo, isto é

¢ =e“p (8.35)

Este grupo é o grupo U(1), e é claro que as suas transformagdes comutam com as
de SU(2). Isto quer dizer que a invariancia total do lagrangeano é SU(2) x U(1). O
nimero de geradores é entao 34+ 1 = 4, o que quer dizer, de acordo com o teorema de
Goldstone, que o véacuo, Eq. (8.25), ainda deve ser invariante para algum subgrupo
abeliano de SU(2) x U(1). Isto é de facto verdade pois a combinacao

1+T3
2

Q= (8.36)

deixa invariante o vacuo 8.25. De facto

Qbmin = % (2) = (é 8) (S) =0 (8.37)
'@ (S) = (S) (8.38)

Este modelo serd a base do modelo standard das interagoes eletrofracas, e o gerador
que nao ¢ quebrado serd interpretado como a carga elétrica.

E conveniente, antes de apresentarmos a demonstragao geral do teorema, vermos
outro caso em que nem toda a simetria é quebrada. Seja uma teoria com um tripleto
de campos escalares ¢' com i = 1,2,3. Com estes campos podemos construir um

e portanto
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lagrangeano invariante para rotagoes no espaco de simetria interna, isto é invariante
para O(3). O lagrangeano ¢é

1 i i1 i L i )2
L=3 0,0 0" — 5 p*¢'¢" — — A (¢'¢) (8.39)
2 2 4
Com a experiéncia adquirida até aqui é facil de ver que se u? < 0 o potencial tem
um minimo se

2

i M
PP = 3 (8.40)

Esta condigao nao define a direcao da quebra de simetria. Escolhemos um referencial
no qual é a componente 3 que desenvolve um valor de expecta¢do no vacuo (vev).
Isto quer que podemos escrever

0
(¢)= [0 (8.41)

O grupo de simetria original O(3) tem § x 3 x (3 — 1) = 3 geradores. O facto
novo que aparece neste exemplo é que o vacuo ainda tem um grupo de simetria nao
trivial. Este é o subgrupo de O(3) que ndo mistura a componente 3 com as outras.
E claro que é O(2) com 1 x2x(2—1) =1 gerador. De acordo com o teorema de
Goldstone devemos ter 3 — 1 = 2 bosoes de Nambu-Goldstone. Vamos ver como isso
ocorre. Para isso convém recordar um pouco de teoria de grupos (ver problema 7.3).
Sejam L;; = —Lj; os 3 geradores de O(3) e [;; os do subgrupo O(2), isto é l;; = L;;
para i,j # 3 (é de facto sé um gerador, l12). Sejam k; = L;3,i = 1,2 os restantes

geradores de O(3). Em geral podemos escrever
(Lij)t = —1 (600 — 6i101) (8.42)
e portanto os geradores k; sao
(ki) = (Lis) = —i (6031 — dudar,) (8.43)
Entao k; atuando no vetor coluna v; = vd;3 da
(kiv); = v(ki) juois = v(k;)j3 = —ivdy (8.44)
Entao se definirmos o e &, i = 1,2 por

0
¢ = ei@ki/v 0 (8.45)
v+ o(z)

vemos que a ordem mais baixa é equivalente a subtrair o valor de expectacao para
definir os novos campos. De facto em ordem mais baixa



134 Capitulo 8. Quebra Espontanea de Simetria: Mecanismo de Higgs

0 0 &
p=| 0 | +i&@ki/v={ 0 |+[&
v+o v+o 0
0 S|
=10]|+[& (8.46)
v o

Em termos destes campos o lagrangeano escreve-se

1 1 1 1
L==0,00"0+ = 9,6 0" — = p*(v+0)* =~ ANv+o)
2 2 2 4
+ termos de ordem superior (8.47)

Observamos novamente que o campo ¢ tem massa —2u? e que hd dois campos &;
e &, com massa nula. Isto é precisamente o que diz o teorema de Goldstone. Este
exemplo generaliza-se facilmente ao caso do grupo O(n). Entao o ntimero de bosoes
de Nambu-Goldstone é, para o caso duma quebra de simetria do grupo O(n) para o
seu subgrupo O(n — 1)

#Bosoes de Goldstone =#Geradores de O(n) — #Geradores de O(n — 1)

:%xnx<n_1>_%x(n—1)x(n—2)

o que se reduz ao resultado anterior para o caso de O(3).
Voltemos entao ao teorema de Goldstone [22,23] para efetuar a sua demonstragao.

Dem.

Comecemos por escrever o lagrangeano em termos de n campos escalares reais
@i, que formam um vetor com n componentes,

$1
P2

6= (8.49)

On
Isto € sempre possivel, pois uma representacao complexa pode sempre ser tor-

nada real a custa de duplicar a dimensao do espaco vetorial. Entao o lagran-

geano escreve-se
1
L=50.00"9-V(o) (8.50)
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onde V(¢) é um polindmio em ¢ que € invariante sob a a¢ao de algum grupo
G. Este tem n geradores Q* e os campos ¢ transformam-se de acordo com

5o = 1“0 (8.51)

Como a representacao € real entdo, i)* deve ser uma matriz real, e Q% uma
matriz imagindria pura. Como os Q* sao matrizes hermiticas, entdo também
devem ser antissimétricas (comparar com o exemplo de O(3)), pois

Q= (Q)' = Q)" = - (8.52)
V' € invariante sob a acdo de G e portanto devemos ter

oV oo

Como os parametros €* sao arbitrdrios, obtemos n equacoes

ov .
Diferenciemos agora a equacdo anterior. Obtemos
0?V ov
Q%d: + —QO% =0 8.55
agbzadsk 2]¢J + a¢l ik ( )

Agora calculemos a Eq. (8.55) no valor ¢ = v que minimiza V', isto é

oV
=0 8.56
56, (8.56)
O resultado ¢ entao 52
v
0% — ,
a¢28k o Z]U] 0 (8 57)

Por outro lado se expandirmos V' em redor do minimo devemos ter

1

1%4 5 M7 (¢ — v)i(¢ — v); 4 termos de ordem superior (8.58)
Daqui se conclui que
oV
S = M? 8.59
a¢la¢j p=v ! ( )

onde M, é a matriz de massa (quadrada). Entdo

M2Q% v, =0 (8.60)

1§ g
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Seja agora G' o subgrupo de dimensio m de G que permanece como uma
simetria do vdcuo. O que isto quer dizer é que se Q% for um gerador de G’
entao

0% =0 (8.61)

e a Eq. (8.60) nao contém qualquer informagao sobre a massa. Pelo contrd-
rio, para cada um dos (n-m) vetores Q% que nao sao zero, entao a Eq. (8.60)
diz-nos que M? tem wm valor préprio zero. Se estes vetores Q% nao nulos
formarem a base dum espago vetorial de dimensao (n-m), mostramos que hd
(n-m) bosdes de Goldstone na teoria. Demonstremos entdo este ultimo ponto.
Para isso definimos

A% = (Q%, O) = (v, Q" Q) (8.62)
onde a ultima igualdade resulta de Q% ser hermitico. Entao
A% — Abe — (v, [Q“, Qb] v) = if% (v, Q%) =0 (8.63)

e a ultima iqualdade resulta do facto das matrizes Q* serem antissimétricas.
Seja agora A a matriz (n—m) x (n—m) obtida de A por restri¢io dos valores
de a e b para os quais Q% # 0. Entio A é uma matriz simétrica e pode ser
diagonalizada. Seja O a matriz (n —m) x (n —m) que diagonaliza A, isto é

A/ab _ (OAOT)ab _ (OGCQC’U, ObdeU) (864)

Mas O*Q # 0, e os elementos diagonais de A’ sdo todos positivos e o espaco
gerado por O®0° e portanto por Q° tem dimensdio (n-m). Entdo os Q° que
nao aniquilam o vdicuo sao independentes, o que completa a demonstracao de
que M? tem (n-m) valores préprios nulos.

8.3 O mecanismo de Higgs

Chegados aqui, podemos perguntar porque é que estivemos a estudar em tanto de-
talhe teorias com quebra espontanea de simetria, pois & primeira vista o problema
de necessitarmos de particulas com massa para descrever as interagoes fracas nao
parece ser resolvido com estas teorias, pois a quebra de simetria da origem a novas
particulas sem massa e os bosoes de gauge dessas teorias nao podem ter termos de
massa no lagrangeano, pois nao sao invariantes de gauge. A razao é que se tiver-
mos uma teoria com invariancia de gauge local e o fenémeno de quebra espontanea
de simetria, entao os bosoes de Nambu-Goldstone nao aparecem e é possivel dar
massa aos bosoes vetoriais dessa teoria. Este fenémeno é conhecido pelo nome de
mecanismo de Higgs, que passamos a explicar.

Nao vamos apresentar uma demonstragao geral mas sim dar dois exemplos. Va-
mos comegar pelo caso do campo escalar carregado com invariancia de gauge local

1

L = (D) (D"9) = 4260 = N6"9)* = 7 Fyu I (8.65)
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onde a derivada covariante é

D, =0, + 1A, (8.66)
Por construgao o lagrangeano é invariante para as transformagoes de gauge locais
o) = ¢'(x) = & §(x)
1
A (x) — A:L(x) =A,(z) - - 0,€(x) (8.67)
Se u? > 0, a Eq. (8.65) é simplesmente o lagrangeano da eletrodindmica escalar [2].
Se u? < 0 devemos ter o mecanismo de quebra espontinea de simetria e temos que
analisar o espectro com mais cuidado. Em particular temos que encontrar o vacuo

da teoria (estado base). Este serda dado pelos valores (¢) e (A,) que minimizem a
energia. A invariancia de Lorentz do vacuo requer que

(A) =0 (8.68)

mas o campo escalar ¢ devera ter um valor nao nulo

(p) =v = —5—; >0 (8.69)

Em vez de fazermos a mudanca de varidvel ¢(z) — v+ x(z), vamos parametrizar ¢
exponencialmente, isto é

é(z) = VA <v + %) (8.70)

Como vimos o campo &(x) estd associado com a quebra espontanea da simetria. Na
auséncia do campo de gauge A,, concluimos que ¢ nao tinha massa. Vamos ver
agora que isso nao é verdade para uma teoria de gauge. Substituindo a Eq. (8.70)
na Eq. (8.65), obtemos

1 1 1
L=- Z F;LVF‘LW + 5 8“0' oo + 5 8#£ ¢ —|—€2U2A“A‘u

+V20eA,0"¢ + pi*0® + termos de ordem superior (8.71)

Da equagao anterior resulta que o campo o tem massa —2u?, mas os campos A, e £
estao misturados ao nivel dos termos quadraticos. Assim a leitura do espectro nao
é imediata. A maneira mais facil de resolver esta situagao é aproveitar a invariancia
de gauge local do lagrangeano da Eq. (8.65). Se escolhermos para parametro da
transformacao de gauge

_ =)
€(z) = N7 (8.72)
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entao
¢(x) = ¢'(x) = €_i%2¢(x) =v+ L\/?
1

Ap(w) = AL(@) + ——0,¢ (8.73)

ev/2u

Como o lagrangeano ¢é invariante para estas transformagoes devemos ter

L(d, Au) =L(¢', A,)

1 , .
=5 [(@ —ieAl) (V2v + O’)} [(0“ +ieA™) (V2v + o)
1 2 1 4 1
—3 T (\/51) + O') 1 A (\/iv + O') 1 FFM(8.74)
onde
F,=0,A,—0,A, (8.75)
Agora o novo lagrangeano na Eq. (8.74) pode ser expandido facilmente. Obtemos
1 1 1
L=-— 1 B P 3 duo o + A A + 3 A Ao (2v2v + o)
1 1
b a2(6 0?4+ %) — V2 vo? — 2 Aot (8.76)

Nesta gauge nao ha, para os termos quadraticos, mistura entre os diferentes campos
e portanto o espectro pode ser lido diretamente,

My = \/6>\v2 +u? = \/—2,u2

ma = V2euv (8.77)

e o campo & desapareceu completamente da teoria. Esta gauge, onde o espectro
pode ser lido facilmente, é designada por gauge unitdria®. Para onde foi o campo &7
Para percebermos a resposta, facamos primeiro uma contagem de graus de liberdade.
No lagrangeano original, Eq. (8.65), temos dois campos escalares reais e um campo
vetorial sem massa, portanto outros dois graus de liberdade. No total temos quatro
graus de liberdade. No lagrangeano redefinido, Eq. (8.76), temos s6 um campo
escalar real, correspondendo a um grau de liberdade, mas temos um campo vetorial
com massa, correspondendo a trés graus de liberdade. A soma é de novo quatro.
Portanto a interpretacao é que o grau de liberdade associado ao £ corresponde a
polarizacao longitudinal do campo vetorial. Vemos assim, que contrariamente ao
que diz o teorema de Goldstone, nao s6 nao ha bosoes de Nambu-Goldstone, mas
além disso campos vetoriais podem adquirir massa no processo. Este fenémeno

3Pode-se mostrar [24] que a gauge unitaria, onde é facil de ler o espectro, existe sempre.
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designa-se por mecanismo de Higgs. Com a atribuicao do prémio Nobel de 2013 a
comunidade passou a chamar mecanismo de Brout-Englert-Higgs embora na verdade
tenha sido descoberto independentemente por varias pessoas [25-27].

O exemplo anterior é bastante simples e mostra o essencial do mecanismo de
Higgs mas é demasiado simples para ser util na fisica de particulas. Isto porque o
campo A, nao pode ser interpretado como o fotao, pois sabemos que este nao tem
massa’. Para considerarmos um modelo mais realista, (de facto a base do modelo
standard das interagoes eletrofracas), consideremos a teoria de gauge construida
sobre o modelo invariante para SU(2) x U(1) dada pelo lagrangeano da Eq. (8.22).
A versao com invariancia de gauge local escreve-se

L= (D) (D) ~ V(8l) — = W, W L BB (878)

onde V' é dado por

V(¢'p) = oo+ A (¢>T¢) (8.79)
e onde introduzimos os campos W, (a = 1,2,3) e B, correspondentes a SU(2) e a
U(1), respetivamente. Os tensores do campo sao entao

Wa, = 8,We — 9,We — ge"WoWe (8.80)

v =0,B,—0,B, (8.81)

A derivada covariante é para este caso

D,p = (8“ + ng — + ig' B ; ) o (8.82)
onde 7% sao as matrizes de Pauli e o fator % no terceiro termo da Eq. (8.82) foi
introduzido por conveniéncia (podemos sempre redefinir a constante ¢’). Note-se
que como o grupo é um produto de 2 fatores, ha uma constante de acoplamento
para cada grupo fator, g e ¢’. O passo seguinte na analise deste modelo é encontrar
o estado base ou vacuo. Devido aos requisitos de invariancia de Lorentz s o campo
escalar pode ter um valor constante diferente de zero e minimizar a energia. Esta
serd a situacao quando u? < 0.

Vejamos entao qual o espectro de massa neste caso. Escolhemos os eixos de

isospin tais que
(¢) = (0) (8.83)

onde como anteriormente

2_ _H
vi=-oy (8.84)

4Este exemplo é titil em supercondutividade onde o efeito de Meissner pode ser interpretado
como o fotao adquirindo uma massa. Na verdade as ideias que deram origem ao mecanismo vieram
da fisica da matéria condensada.
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Com a experiéncia do exemplo anterior podemos escolher uma gauge, designada por
gauge unitdria, onde

0
o(z) = ( 1) (3.85)
BV

Entao substituindo a Eq. (8.85) na Eq. (8.78), e conservando s6 os termos quadréticos,
obtemos para os diferentes termos,

1 1 1
(D.o") (D"9) =3 9,0 Mo+ <v2 +3 o? + \/5210) [Z 9> (W Wt + W3W2“)}

- (1)2 + % o + \/51)0) E (gW32—g'B,) (gW* — g’B”)}

1 1
=5 du0 0o + 1 (gv)* (W W™ + W2W2H)
1
1V (Wi = g'By) (gW™ — g'BY)
+ termos de ordem superior

1
V(¢*¢) =constante + 3 (—2p?)o? + termos de ordem superior

1

1 Wa, W =0,Wi — 0,W} + termos de ordem superior

1 174
~ BuB" =0,B, ~ 0,B,
(8.86)

Vejamos entao o espectro da teoria. Na parte dos campos escalares obtemos,
como anteriormente, s6 um campo escalar real com massa

My = \/ —24? (8.87)

Como a Eq. (8.86) tem produtos cruzados de Wg’ e B, para determinar o espectro
de massa dos bosoes de gauge temos que diagonalizar a matriz de massa

1 2 P
M2 — .2 g a9 )
50| 0 (8.58)

- 2 & 1,202 12 : S
Os valores préprios de M? sao 0 e 5 v*(g° + g’?). Se designarmos o vetor préprio de
massa nula por A, e outro por Z,, podemos escrever

A, =sin HWW5 + cos by B,
(8.89)

Z, = cos QWWi’ — sinOw B,



8.3. O mecanismo de Higgs 141

O angulo Oy ¢é determinado pelo requerimento que A, seja o vetor préprio de massa
nula, isto é

L 5[ ¢* —gd] [sinow]
3V {—gg’ 02 | costy | = 0 (8.90)
donde resulta
¢*sin by — gg’ cos by =0 (8.91)
ou seja
g/
tan Oy = = (8.92)
g

A parte livre (quadratica nos campos) do lagrangeano escreve-se entao

1 1
Liiyre = 9 (aua) (0t'o) — B (—2/12) o2

1 - = 1 /1
— Z ;VWI“" + 5 <§ g2’U2) Wj Wl'u
_lw2W2uu+1 - 2,2 W2w2u
g 2 \29"% )"
1 ~ - 1 (1
- 1 MVZMV + 5 |:§ U2(g2 + 9/2):| ZM A
1 ~ ~
~ 7 Aw A (8.93)

onde definimos as partes quadraticas dos tensores dos campso de gauge,
W2 =0 Wy2 =o,Wi? . Zu=0uZ, — 0,2y, Aw =084, —0,A, (8.94)

Vemos portanto que na presenca de campos de gauge, o fendmeno da quebra es-
pontanea de simetria nao conduz a campos escalares sem massa. O espectro de
massa é o seguinte. Um campo escalar, o, com massa m, = /—2u? como antes.

Dois campos vetoriais com massa My, = ,/% g%v?, um campo vetorial com massa

My = 4/ % v2(g% + ¢’?) e um campo vetorial sem massa. Vemos assim, que 3 dos

campos de gauge adquiriram massa devido ao fenémeno de quebra espontanea de
simetria. Este fenémeno é designado por mecanismo de Higgs. Repare-se que a con-
tagem do ntmero de graus de liberdade esta certa, pois um campo vetorial massivo
tem 3 polarizagoes enquanto que se nao tiver massa tem s6 duas. Assim se explica o
desaparecimento dos trés escalares da teoria. Em linguagem pictérica, diz-se que fo-
ram comidos pelos campos de gauge que entao ficaram com massas. Este mecanismo
tornou possivel aplicar as teorias com invariancia de gauge as interagoes fracas pois
passou a ser possivel dar massa aos portadores da forca fraca. Note-se ainda que
um dos campos de gauge nao adquiriu massa tornando-se portanto um candidato
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para ser o fotao. Isto deve-se ao facto da simetria nao ter sido toda quebrada, ha
ainda uma simetria residual U(1), isto é

SU(2) x U(1) — U(1) (8.95)

que, como veremos no capitulo dedicado ao modelo standard, correspondera ao
eletromagnetismo. O outro facto fundamental sobre o mecanismo de Higgs, é que
uma teoria com invariancia de gauge local, com quebra espontanea de simetria é
renormalizavel, enquanto que uma teoria de campos vetoriais com massa o nao é.
O modelo que temos vindo a descrever corresponde de facto ao modelo de Glashow-
Weinberg-Salam para as interagoes fracas e eletromagnéticas, que descreveremos em
maior detalhe no capitulo 9.
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Problemas capitulo 8

8.1 Considere o lagrangeano dedinido pela Eq. (8.14) com quebra espontanea de
simetria, isto é, u? < 0. Entao escolha o vécuo

(p) =wvcost ; (m) =vsinf (8.96)
Faca a redefinigao
p=vcosh+p
7w =vsinf + 7’ (8.97)

e analize o espectro da teoria.
8.2 Reproduza os passos que levaram a Eq. (8.86).

8.3 Verifique que obtém os termos quadraticos nos campos indicados na Eq. (8.93).
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Capitulo 9

O Modelo Standard Eletrofraco:
SU(2),xUy (1)

Aqui seguimos o capitulo 5 do meu texto FIE [5]. A matéria estd também coberta
no capitulo 9 do Griffiths [1].

9.1 Introducao

Vamos neste capitulo aplicar as ideias das teorias de gauge com quebra espontanea
de simetria as interagoes fracas de quarks e leptoes. Consideraremos o modelo es-
pecifico associado aos nomes de Glashow [28], Weinberg [29] e Salam [30], que devido
a0 seu sucesso experimental se veio a tornar conhecido como o modelo standard das
interacoes eletrofracas. Contudo antes de entrarmos em detalhes, tentemos respon-
der a trés questoes:

i) Porqué uma teoria de gauge com quebra espontanea de simetria?
i1) Qual o grupo de simetria relevante?
ii1) Quais as representagoes a escolher?

Comecemos pela primeira. Ha varias razoes. Talvez a mais importante resulte do
estudo da fenomenologia das interacoes fracas, onde aparecia claro que estas deviam
ser mediadas por uma particula de spin 1 (campo vetorial) e que esta particula
devia ter massa devido ao curto alcance das interacoes fracas (ver discussdo no
capitulo 6). Ora, depois de muito trabalho tedrico mostrou-se que as tnicas teorias
consistentes, isto é, renormalizdveis e unitarias, com particulas de spin 1 com massa
eram precisamente as teorias de gauge com quebra espontanea de simetria. Uma
evidéncia adicional vem da existéncia duma universalidade de intensidades entre as
interacoes de leptoes e quarks se descontarmos a rotacao de Cabibbo, efeito que,
como veremos, nao provém do sector de gauge da teoria, mas sim do sector das
massas. Uma tal universalidade seria precisamente o que seria de esperar duma

145
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teoria de gauge, onde uma constante g, desempenhasse um papel semelhante a
carga elétrica em QED.

As outras duas questoes podem ser respondidas em simultaneo. Vimos que a
estrutura das correntes fracas sugeria a ideia dum grupo de isospin fraco SUL(2)
para as componentes esquerdas que participam na corrente carregada. Dal resultava
que as componentes esquerdas deviam ser agrupados num dubleto. As componentes
direitas dos campos carregados deveriam ser entao singletos de SUpL(2) para nao
participarem na interacao fraca das correntes carregadas. Poderia o grupo ser entao
s6 SUL(2)? Pensando um pouco logo se conclui que ndo. A razdo prende-se com
o facto da estrutura das correntes de SUL(2) ser V — A. Entado a componente 3
(neutra) também teria essa estrutura e nao poderia ser identificada com a corrente
eletromagnética que, como sabemos, tem acoplamento vetorial ao fotao. Portanto o
bosao Wj nao pode ser o fotao. Assim surgiu a ideia de alargar o grupo da forma
minima com um produto por um grupo Abeliano obtendo-se portanto SU(2) x U(1).
Como vimos no capitulo 8, havia neste caso dois bosoes Wi’ e B, que se misturavam
para dar um campo com massa a que chamamos Z, e outro, sem massa, designado
por A, e que, como veremos no seguimento, se identificard com o fotao.

Este modelo prevé portanto, para além da corrente eletromagnética a existéncia
de correntes fracas neutras, o que foi verificado experimentalmente. Os resulta-
dos experimentais mostram que a Natureza escolheu a hipotese mais simples. Nas
secgoes seguintes descreveremos os varios aspetos do modelo.

9.2 O sector de gauge

O sector de gauge e de Higgs do modelo standard ¢é aquele que ja descrevemos no
final da sec¢ao 8.3. Vamos aqui apenas resumir os resultados. Consideremos entao a
teoria de gauge para SUL(2) x Uy (1) com invariancia local. O lagrangeano escreve-se

£ = (D) (D) — V(610) — 1 W, W™ — 1 B, B (9.1

onde V' é dado por

V(6') = 12610 + A (¢19)” (9.2)
e onde introduzimos os campos W, (a = 1,2,3) e B, correspondentes a SUL(2) e
a Uy (1), respetivamente. Os tensores do campo sdo entao

Wi, = 0,W5 — 9,W; — ge™ W W (9.3)

By = 8,B,, — 0,B, (9.4)

A derivada covariante é para este caso

D,p = (EL + ng“— +1ig'B ; ) o (9.5)
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onde 7% sao as matrizes de Pauli. Depois do mecanismo da quebra espontanea de
simetria vimos que a parte livre do lagrangeano se podia escrever

1 1
Liiyre = 9 (8“0) (8“0-) T 9 (_2/~L2) o’

1 = 1 15/ 1uv 1 1 2.2 1 1u
1 W,,WH+ 5 (2 gt | W, W
1 = 2 Y17 2uv 1 1 2,2 2 2

- Z W,u,l/W K 5 <§ qgv VV‘u WeH

. 1 Z Zuu + 1 - U2(g2 + g/2) VAL
4 2 |2 .
1 v

- 1 AMVAM (96)

onde introduzimos os campos A, e Z,, através das relacoes

A, =sin GWW3 + cosOw B,
(9.7)

Z, = cosOwW —sinfw B,

O angulo 6y foi determinado pelo requerimento que A, seja o vetor préprio de

massa nula e obtivemos ,

tan Oy = g (9.8)
g

Do lagrangeano na Eq. (9.6) resulta que temos um campo escalar com massa o,
que passaremos a designar por H. E o bosao de Higgs e a sua massa é dada por

my =/ —2pu? (9.9)

Além disso existem dois campos vetoriais W/}’z com massa

/1
Mwl’WZ = 5 g2U2 (910)

e outro campo vetorial Z, com massa

My, = v2(g% + g'?) (9.11)

1
2
Em vez dos campos W} * é usual introduzir um campo vetorial complexo W através
das relacoes
1
W= —
M ﬂ

1

(Wy+iW2) 5 Wi = 7

(W, —iW};) (9.12)
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Entao a massa deste campo serd

1
My = 3 g2v? (9.13)

Comparando a Eq. (9.13) com a Eq. (9.11) e usando a defini¢do 9.8 obtemos uma
relacao importante entre as massas do W e do Z

MW = MZ COS HW (914)
Finalmente o outro campo vetorial A, nao tem massa
My=20 (9.15)

Vemos assim que o campo A, deve ser identificado com o fotao. Esta identificacao
permite eliminar uma das constantes g e ¢’ (ou equivalentemente g e fy,) em termos
da carga elétrica que corresponde ao gerador conservado
147 3

2

Para isso escrevemos a derivada covariante em termos dos campos fisicos, isto é,

Q=

(9.16)

Ceea T 1
DN = ((% + ZQWME + ZQ,BN§ ) qb

. g g - -
:|:8u+ZEW:T++EW T
_— . g 73 .
+igsin Oy QA, + L o (5 — sin? GWQ>] ¢ (9.17)

o que permite identificar
gsinfy =e (9.18)

Como a carga elétrica é conhecida o tnico parametro a determinar é o angulo 6y .

9.3 As interacoes fracas dos leptoes

A beleza das teorias de gauge é que as interagoes dos campos de matéria com os
bosoes de gauge ficam completamente determinadas pela invariancia de gauge. Vi-
mos isso ja para o caso da interacao com os campos de Higgs e o mesmo se passa
para os fermioes. De facto no final do capitulo 7, ja dissemos que forma devia ter o
lagrangeano de qualquer fermiao para a teoria SUL(2) x Uy (1). Este era dado pela
Eq. (7.65), da qual reproduzimos aqui a parte dos fermies (os campos de gauge ja
foram discutidos na sec¢ao anterior). Obtemos

L= Tip—m)¥,; (9.19)
f
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onde
D, = (0, + z'gW/j‘Q“ + ig’YBM)\If (9.20)

onde as matrizes (2* sao as apropriadas para a representacao em que os fermioes
se encontrem. Temos portanto, antes de escrever as interacoes, descobrir quais as

representagoes de SUL(2) X Uy (1) em que se encontram os diferentes fermioes!.

9.3.1 As representagoes e niimeros quanticos

Os leptoes conhecidos distribuem-se por 3 familias com propriedades idénticas s
diferindo na sua massa. Esta repeticao que se verifica experimentalmente nao é
explicada pela teoria, mas introduzida para estar de acordo com a fenomenologia
conhecida. No seguimento falaremos somente da familia do eletrao (o eletrao e o
seu neutrino), mas tudo o que dissermos e aplica as familias do muéo e do tau.
Como vimos no capitulo 6, as correntes carregadas que medeiam a interagao
fraca (troca do Wj) sao exatamente V' — A, ou seja, nelas tomam parte somente
a componente de helicidade esquerda dos leptoes carregados. Para se obter isto é
necessario tratar de forma diferente as duas helicidades das particulas carregadas.
Assim e tendo em conta que o grupo que emerge da fenomenologia é SUL(2) x Uy (1),
distribuimos o eletrao e o seu neutrino pelas seguintes representagoes de SUp(2), dito

1sospin fraco
_ 1— V5 Ve
B =1 (6)

Portanto as componentes de helicidade esquerda do eletrao e do seu neutrino formam
um dubleto de SUL(2), enquanto que a componente de helicidade direita do eletrao
é um singleto do isospin fraco. A escolha na Eq. (9.21) determina as transformacoes

de SUL(Q)

Ver, . :1+75
(eL) =5l (9.21)

a

(SEL = e T— EL
2
Sep =0 (9.22)

Falta-nos entdo determinar as transformagdes sob a agao do grupo Uy(1). Estas
serao em geral

50 = z% Y, ¢ (9.23)

onde ¢ é qualquer componente de helicidade dos leptoes, isto é ¢ = er,€egr, Ve, €
Y, é um numero, designado por hipercarga fraca diferente, em principio, para cada

INao fizemos uma grande discussdo deste ponto para os campos de Higgs, pois admitimos &
partida que eles estavam em dubletos como tinha sido sugerido na discussao do mecanismo de
Higgs no capitulo 8.
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helicidade do leptao. Notar que isto exclui logo termos de massa para os leptoes,
pois estes sao da forma

Emassa = —m (ZLgR + ZRgL) (924)

e portanto nao seriam invariantes nem para SUp(2), pois nao é um singleto, nem
para Uy (1) se as hipercargas fracas de ¢, e (g forem diferentes. O valor Y nao é
arbitrario pois o fotao deve acoplar com a corrente eletromagnética. Assim, usando
as Egs. (9.19) e (9.20), vemos que para uma dada helicidade do leptao ¢ devemos
ter a seguinte interacao

_ 1 ,
Eint :67“ [QW3T3 + 59 BHY} €

_ 1 1
=— " [Au <gsin6’w T3 + §g'cosew Y) + 4, <gcos€w T3 — §g'sin9W Y)] l

_ 1 g . 1
= Ate [ T? + 2Y A T3 — sin? T3+ 2Y 2
EW{ e( —|—2 )+ - [ sin® Oy ( +2 )}}6(9 5)

onde T? ¢ o valor numérico do isospin fraco?, (ver Tabela 9.1), para o leptao /.
Comparando a Eq. (9.25) com o que deviamos ter para a corrente eletromagnética,

LD iy A, (9.26)

nt

onde e = |e| e portanto () é o valor da carga da particula em unidades da carga do

protao, obtemos entao
1
Q=T+ §Y (9.27)

o que determina Y.

€L €r v
T | =1/2| 0 | +1/2
Y -1 | =2 -1
Q -1 | -1 0

Tabela 9.1: Numeros quanticos para os leptoes.

Esta tabela implica a seguinte forma para as derivadas covariantes,

/

B
D,E = (QL — zg?WH — Z§BH> Er

. . 7’ 7’ . . 3 .
2Mais rigorosamente é o valor préprio da matriz T3 = 5 no dubleto Fr, e zero no singleto eg.
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V2 cos by \ 2

D,er = (0, —ig'B,)er = (0, — ieA, +ietanby Z,) er

Zg 4+ o+ _ . . qg 7'3 . 9
=0y ——= (Wit + W, T7) +ieQA, + i — —sin"Ow Q) Z,| Ep,

(9.28)

Das expressoes anteriores é facil obter as interagoes dos leptoes com os campos de
gauge, as chamadas correntes fracas carregada e neutra. O lagrangeano dos leptoes
no limite em que as massas dos leptoes sao nulas é

Lieptoes = 1B L) By 4 i€} ep + termos iguais para o e para o 7. (9.29)
Usando a Eq. (9.28) podemos escrever os termos de interagao

g _ g _ _
Ling = — == A" (1 = 75)e W, — —=&y"(1 — y5)v. W,

22 2v/2

— m [ﬁe (1 = v5)ve —EYH(1 — 4sin? Oy — ’)/5)6] Z,

— (—e)erre A, (9.30)

O termo proporcional a A, representa a interacao eletromagnética como descrita em
QED. Daremos alguns exemplos das outras interacoes mediadas por Wf e Z,.

9.3.2 As correntes carregadas

Do lagrangeano de interacao na Eq. (9.30) concluimos que os vértices relevantes sao
os indicados na Fig. (9.1).

Ve e

Figura 9.1: Vértices da corrente carregada.
Um exemplo tipico é o decaimento do muao
pwo—=e +v. 4, (9.31)

que, como vimos, corresponde ao diagrama da Fig. (9.2). O célculo deste processo
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Figura 9.2: Decaimento do muao.

no limite das baixas energias da uma amplitude

2
g — « —
M= —— 7,71 — 75),14 [eya(l — 75)%] (9.32)
8 My,
que coincide com a amplitude do modelo fenomenolégico das interagoes fracas de
Feynman e Gell-Mann, descrito no capitulo 6, se identificarmos
Gr . g9’

V2 8ME
onde G é a constante de Fermi. Isto permite obter uma estimativa de massa do
W. De facto usando a Eq. (9.18) obtemos

(9.33)

2 2
9 e 1

g
M, = = GeV
v 42Gr  4V2GF sin® Oy, ¢

2
- <\/7§TZF) sin219W a (35252(;:;/‘7) (9:34)
Para o presente valor sin 6y, =~ 0.23 obtemos
My ~ 78 GeV (9.35)
Este valor estd um pouco abaixo do valor experimental atualmente aceite
My, = 80.37 £ 0.17 GeV (9.36)

A diferenga estda no facto de que a Eq. (9.34) é somente vélida na aproximagao
de Born (nivel arvore). Com a introducdo das corregoes radiativas ela passa-se a

escrever 1 1
T
M2, = 9.37
W <\/§GF) sin? @y, 1 — Ar (9:37)

onde Ar encerra as correcoes de ordem superior. Atualmente o valor para Ar é

Ar = 0.06 (9.38)
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o que faz subir My, para o valor para o indicado na Eq. (9.36). Uma maneira de
entender estas corregoes é dizer que a intensidade da interacao eletromagnética a
escala da massa do Z ¢ maior que no limite de baixa energia onde « é medida. Mais

precisamente
o 1

(1—Ar) ~ 1288

a(My) = (9.39)

9.3.3 As correntes neutras

E usual escrever a interacio do Z° Eq. (9.30), numa forma aplicavel a qualquer
fermiao f. Para isso escrevemos

Lz =_

int —

— [ﬁev“(gﬁ — g4Ys)Ve V' (gy — gavs)e| 2"

+ termos iguais para os outros leptoes

— 9 b f_
=~ oot ; V" (gl — 9475001 Zu (9.40)

onde ) )
gl = 3T Q' sin* 0w 5 gi=T) (9.41)

O lagrangeano na Eq. (9.40) da entao origem ao vértice da Fig. (9.3). Um exemplo

0
Z g
g V(g — ghvs)

cos By

Figura 9.3: Vértices da corrente neutra

tipico é a difusao elastica
vpt+e—v,+e (9.42)

a que corresponde o diagrama da Fig. (9.4). A amplitude para baixas energias é

Vu Vi

e e

Figura 9.4: Diagrama para o processo v, +e — v, + e.
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g2

M= posgmim P00 =09m] [Prall — diowre]  (0.43)
Usando a Eq. (9.14) conclui-se que
M3, = M} cos® Oy (9.44)

e portanto as Egs. (9.34) e (9.44) permitem escrever a Eq. (9.43) na forma

M =V2G5 [ﬁu(l - 75)1/4 [E%(g‘e/ - gj%)e] (9.45)
Foi a descoberta experimental do processo na Eq. (9.42) e também do processo
Ve+e—ve+te (9.46)

mediados pela corrente neutra que constituiram a primeira validagao, antes da ex-
periéncias do LEP, do modelo de Glashow-Weinberg-Salam.

9.4 A introducao dos quarks

As interacoes fracas dos hadroes podem ser explicitadas a partir das interacoes fracas
dos quarks que sao os seus constituintes. Nos faremos as seguintes hipoteses:

i) Os quarks aparecem em diferentes sabores. Experimentalmente necessitam-se de
6: u,d,s,cb, et.

ii) Para cada sabor os quarks aparecem em 8 cores distintas, mas os hadroes sao
singletos de cor.

ii1) As correntes eletromagnéticas e fracas sao singletos de cor e atuam somente no
espaco dos sabores.

Uma vez expostas as nossas hipoteses, que incorporam o que é conhecido experi-
mentalmente, vamos agora especificar as propriedades de transformacao dos quarks,
de helicidades esquerda e direita, sob a agao do grupo SU(2) x U(1). Para isso
damos os valores de T e Y na Tabela 9.2. Nesta tabela d. e s. sao as seguintes

Uy, der, cr, Sel UR dr CR SR t b

T3 1/2 | —=1/2|1/2| =1/2| 0 0 0 0 |1/2]—-1/2
1/3 1/311/3 1/34/3 | —2/3|4/3|—-2/3|4/3| —2/3
Q 2/3|-1/32/3|-1/3|2/3|-1/3|2/3|-1/3|2/3| —1/3

)~<

Tabela 9.2: Ntumeros quanticos dos quarks.



9.4. A introducao dos quarks 155

misturas de d e s

(9.47)

d. = cos0.d-+sinb.s
S, = —sinf.d + cosb.s

onde 6. é o angulo de Cabibbo, conforme introduzido na seccao 6.3.1. De facto
estamos aqui a simplificar. Com a introducao dos quarks b e £, a matriz de rotacao
2 X 2 entre d e s deve ser generalizada para uma matriz de rotagao 3 x 3 no espaco
d, s e b, a chamada matriz de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa(CKM) [19, 31]. Isto
sera explicado mais a frente quando falarmos das massas dos quarks. Em primeira
aproximacao é contudo verdade que o efeito dominante é a rotacao de Cabibbo, isto
é, consideramos s6 a mistura entre d e s. Dentro desta aproximagao as representacoes

de SUL(2) sao

U c t
( ) 7 ( ) 7 ( ) 7 UR, dR7 CR7 SR7 tR7 bR (948>
d. L Se L b L

Usando a Eq. (9.28) como analogia e os valores da Tabela 9.2, é ficil escrever o
lagrangeano de interagao

k g _ g = _
E?Iiar R —2\/5 (1 — vs)d, W: — —2\/5 dey*(1 = y5)u W,

2 1 =
+ <§6ﬂv“u — ge dcv“dc) A,

g 1_ 1-
— — — —dgYd. | Z
cos By (2 vy er 2 Ly L) H

2 1 =
+ tan 6y <§eﬂ7“u —3€ dcy“dc) Z,

u —c u —t
+ (dc o sc) t (dc o b) (9.49)

O que se escreve na forma

ﬁquarks _

q - _ _
int ﬁ [U’y”(l - ’75)dc + C’Y”(l - 75)80 + W”(l - 75)6] W;j_

[367“(1 — Y5)u + 5 (1 — 75)c + by (1 — 75)15] %

_ 9
2v/2

2 _ 2 2_ 1- 1_ 1-
+e [g uy u + gcv“c+ gtV“t— gdv“d— gsv“s— gbv“b} A,

g —
- > el — ghs)f 2, (9.50)
cos Oy
f=quarks
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com g{; e gf; dados pela Eq. (9.41). Notar que a interagao mediada pela corrente
carregada tem exatamente a forma encontrada fenomenologicamente por Cabibbo
para os acoplamentos semi-lepténicos AS = 0,1. Por outro lado a corrente neutra
obedece a regra de selecao AS = 0, isto é, o mecanismo de GIM esta incorporado
no modelo.

O lagrangeano da Eq. (9.50) descreve portanto as interagoes fracas e eletro-
magnéticas dos quarks, isto é as correspondentes ao grupo de simetria SU(2) x U(1).
As interagoes fortes sao explicadas pela teoria de gauge da cor, isto a Cromodinamica
Quantica (QCD). Esta é a teoria de gauge do grupo SU(3)cor. De acordo com as
nossas hipéteses os geradores de SU(3)¢or devem comutar com os de SUL(2) x Uy (1).
Portanto o grupo fenomenologico que descreve as interacoes fracas, eletromagnéticas
e fortes é

G = SU(B)Cor X SU(Q)L X U(l)y (951)

9.5 A massa dos Leptoes

Como as transformagoes do grupo SU(2) xU(1), (ver as Egs. (9.22) e (9.23)), tratam
de forma diferente as duas helicidades, um termo de massa para os leptoes nao é
invariante sob a ace¢do de SU(2) x U(1). De facto

ﬁmassa electrao = — Me €€ =
= —me (€reL + eLenr) (9.52)

e numa transformagao de U(1), por exemplo, obtemos

(A _
5Y£massa electrao — _me§5 (eReL - eLeR) #0 (9-53>

A maneira de resolver esta dificuldade é exigir que antes da quebra espontanea de
simetria os leptoes nao tenham massa e que seja o préprio mecanismo de quebra de
simetria que dé origem a massa. Isto é possivel mediante novas interagoes a juntar ao
lagrangeano entre os leptoes e os escalares, ditos campos de Higgs. Para formarmos
termos de massa para os leptoes carregados, temos portanto de construir primeiro
um termo no lagrangeano que seja invariante para SUp(2) x Uy (1). Facamos isso
primeiro para o eletrao. Com o dubleto E, e o dubleto de Higgs ¢ podemos formar
um singleto de SUL(2). Por outro lado

Y(EL) =-1
Y(p) =+1 (9.54)
pelo que um termo de forma E} ¢ é singleto de SUL(2) e tem hipercarga fraca

Y(E @) =Y (E})+Y(¢) = +2 (9.55)
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Mas Eng nao é invariante de Lorentz, pois falta um spinor de helicidade direita.
Notando que
Y(er) = -2 (9.56)
concluimos que o lagrangeano invariante de Lorentz e invariante para SUL(2) x U(1)
é
Lyukawa = —JeErder + h.c. (9.57)
onde f, é uma constante de acoplamento sem dimensoes. Para vermos que este
lagrangeano da massa ao eletrao, notemos que quando se da o fenémeno de quebra

espontanea de simetria temos
0
¢:<>+-~- (9.58)

pelo que obtemos (tomamos f, real)

Lyukawa = —fev(€rer) + - - (9.59)

donde se conclui que
M _
fo=—"2=28x10"° (9.60)
v

A introducao do muao e do tau é agora trivial. H4 contudo um detalhe que vale a
pena explicar. O lagrangeano mais geral que da massa aos leptoes carregados é

'CYukawa Z fzg ¢6R ) (9.61)
i,j=1
onde usamos a notagao
e(l)=e; e2)=p; ed)=r (9.62)

Em geral a matriz f;; nao é diagonal. Para encontrarmos os estados fisicos
terifamos de diagonalizar a matriz de massa e rodar os campos das interagoes para
os campos fisicos. Contudo, se os neutrinos nao tiverem massa é sempre possivel
redefinir os campos dos neutrinos e acabar com novos campos que sao diagonais
tanto na matriz de massa como nos termos de interacao. Portanto podemos desde
logo escrever 9.61 na forma diagonal

3
Lyukawa = — Y _ Ji EL(i) er(i) (9.63)
i=1
Para este argumento é essencial que os neutrinos nao tenham massa. Como ve-
remos no capitulo 10 nao é possivel utilizar o mesmo argumento para os quarks
resultando dai a matriz de Cabibbo (ou mais geralmente a matriz de Cabibbo-
Kobayashi-Maskawa (CKM)). Hoje sabe-se que, embora muito pequena (menor que
1 eV), os neutrinos tém massa. Para explicar a massa dos neutrinos é preciso ge-
neralizar o modelo standard. Nessas generalizacoes aparece entao o equivalente a
matriz CKM. Nés neste curso introdutorio vamos continuar a considerar que os neu-
trinos nao tém massa o que é uma aproximagao muito boa para as experiéncias nos
aceleradores.
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9.6 Exemplos

9.6.1 Decaimento 7 — f?

Depois desta introducao e de conhecidos os propagadores e os vértices relevantes
do modelo padrao das interagoes eletrofracas, estamos em condigoes de efetuar um
primeiro exemplo. Consideremos entao o processo

2 ff (9.64)

onde f é qualquer fermiao do modelo standard com exclusao do quark ¢, pois esta
particula descoberta recentemente, tem uma massa [32] m; ~ 172.9 GeV e portanto
my > My o que quer dizer que o Z° nao pode decair em tf. O diagrama de Feynman
é o representado na Figura 9.5, ao qual corresponde a amplitude

f
ZO

f

Figura 9.5: Decaimento do Z.

M= eu(k, A) u(qu)v" (95 - g,{x%) v(q2) (9.65)

cos Oy
A largura de decaimento é entao dada por

Em

r= [ o (IMP) @0 - - a) (9.66)

(2m) 32E

=1

Para simplificar as contas, e porque ¢ uma aproximacao muito boa (Mz > my),
vamos desprezar as massas dos fermioes nos calculos. No referencial em que o Z°
estd em repouso obtemos facilmente

dl’ 1
dQ ~ 64r2 M

pelo que s6 nos falta calcular o valor médio do quadrado da amplitude.

(M) (9.67)

(IMP)y = 237 mP

spins

= © *v
<cosew) Ze ke (k)
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Ir [ﬂh% <g‘f/ N gﬁ%) f2 1 (9{/ - Qfx%ﬂ (9.68)
Usando agora

krEY

2 kN (R X) = —¢" + T

A

(9.69)

e calculando o trago das matrizes v (ver Problema 9.1)

Tr [ﬁl% (95 - gf;%) f2Vv (95 - gﬁ%ﬂ
=4 [(952 + gff) (G0 + Qwlop — Guw @1 - @2) — 20€” Q10028 gégﬁ] (9.70)

obtemos finalmente?

4 g 2
(M) =5 () o 5] 071
o que d& para a largura (a integragao em {2 d& 4r)
My g ?
I= 1o (COS HW) [962 + gﬂ (9.72)

Este resultado costuma ser apresentado em termos da constante de Fermi definida
por

Ge _ ¢* ([ g \ 1 (9.73)
V2 8ME  \cosby ) 8M?2 '

onde se usou a relacao entre as massas do Z° e do W+ no modelo padrio

MW = MZ COS GW (974)
Daqui resulta
2GEM} [ ¢y 5o
['=—= [ + ] 9.75
3\/§7T 9v 9ga ( )

o que d4, por exemplo, para os eletroes *,

['(Z — ete™) ~83.4 MeV (9.76)

30 ltimo termo na Eq.(9.70) ndo contribui pois é um tensor anti-simétrico em v e u que estd
contraido com um tensor simétrico nos mesmos indices, como resulta das Eqs.(9.69) e (9.68). Ver
Problema 9.1 para mais detalhes.

4Notar que este célculo é em ordem mais baixa de teoria de perturbacdes.
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que podemos comparar com o valor do PDG [32],

['(Z —ete”) =Tz xBr(Z —ete)
= (2.4952 £ 0.0023) x 10% x (3.363 £ 0.004) x 102 MeV
= (83.914 £ 0.127) MeV (9.77)

9.6.2 Colisao e v, — 1 7,

Como segundo exemplo consideremos a colisao e" v, — p~7,. Serd instrutivo para
ver como o W vem curar os problemas da teoria corrente-corrente. Para simplificar
vamos supor que a energia no CM é tal que se podem desprezar todas as massas dos
leptoes mas nao a massa de W nem a sua largura. Em ordem mais baixa de teoria
de perturbagoes temos o diagrama da Fig. 9.6. A amplitude escreve-se

Figura 9.6: Colisao e" 7, — u™7,.

quqv

. o4
s ﬁ _ “1—75 Zg,ulj M\%V . V1_75
M =i (ﬂ) U(p2)y 5 U<p1)q2 Ve +Z.MWFWu(p3)7 5 v(ps) (9.78)

onde ¢ = p; + p2 e 'y é a largura de decaimento do W. Usando o facto de que
estamos a desprezar as massas dos leptoes, o termo no numerador do propagador
do W anula-se por aplicacao da equagao de Dirac (por exemplo piu(p;) = 0, etc).
Usando ainda G/v/2 = g?/8MZ,, simplificamos a expressdo para

Gr M2,

M= =BT & iy Ty P27 (= 25)ulp)ulps)7" (L = 35)0(pa) - (979)

Calculamos agora (|M]?) nao esquecendo que o antineutrino tem sé uma pola-
rizagdo. Obtemos (ver Problema 9.1)

(mpy =Cr My L (1 = ) (1 = )]
2 (s— M2)2+M3T%, 2 7 o ’

X Tr[psy,(1 = 75)Pavo (1 — 75)]

G2, M,
=—= 128 (py - ps)?
2 (s— M2)2+ MZT%, (P~ p1)
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_Gr My, 8s*(1 + cos6)? (9.80)
2 (s— M2+ MATE, '

onde se usou a cinematica,

S S
p1:§(1707071>7 P2 =

Vs
2

(1,0,0,—1), (9.81)

ol

p3 = (1,8in6,0,cos0), py= ?(1,81119,0, —cos ) (9.82)

Obtemos entao para a secgao eficaz diferencial no CM

do 1 9
dQ  64n2s (MF)
_Gis i,
1672 (s — ME)2+ M2 T2,

(1+ cosh)? (9.83)

Finalmente integrando no angulo sélido obtemos

> 1GEs M,
3 7w (s—MzE)?+ MET%,

(9.84)

Vemos que temos dois regimes. Para m.,m, < /s < My a secgao eficaz cresce
COmo

_ 1Gps
37

g

(9.85)

Depois para valores maiores, o propagador do W comega a ser importante e a uni-
tariedade nao é violada. Para /s > My, temos

_icau
3 7s

o

(9.86)

Na Fig. 9.7 mostramos este comportamento. No painel do lado esquerdo, para
Me, my, < /s < My, a seccdo eficaz cresce como s e violaria o limite da unitarie-
dade se nao fosse pelo propagador do W como se mostra no painel do lado direito.
O modelo standard tem o comportamento assimptotico correto.
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40 I 10°

o(ub)
a(nb)

0 10 20 30 40 50 0 100 200 300 400 500
s? (GeV) st? (GeV)

Figura 9.70 o(e7. — p~7,). No lado esquerdo temos o comportamento da
Eq. (9.85) e no lado direito a equagao exata, que tem o limite correto na Eq. (9.86).
Notar as diferentes escalas.
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Problemas capitulo 9

9.1 Este problema destina-se a reunir os resultados mais importantes para calcular
tragos simples.

a) Use os resultados do Problema 5.6 para mostrar a Eq. (9.70), isto é,

Tr [ﬁm (gé - 93;75) o (95 - gﬁ%ﬂ (9.87)

=4 [(5152 + 93;2) (Q1u20 + Qo — Guw @1 - G2) — 2i€°? 1qi0Gos 910%

e) Use os resultados do Problema 5.6 para mostrar a Eq. (9.80), isto é,

Trlpay* (1 = 75)P17" (1 = ¥5)| Tr [Py, (1 — ¥5) P (1 — 75)] (9.88)
=64 [p5p} + pspl — 6" (p1 - p2) + 1 € paapig] (9.89)

P3P + PauPay — G (D3 - Pa) + 1 €puon VDS (9.90)

=256(p1 - pa)(p2 - p3) = 256(p1 - pa)’ (9.91)

onde na tultima passagem se usou, para o caso sem massa, (ps - ps) = (p1 - pa)-
Da segunda para a terceira linha também se usou a identidade da Eq. (5.93) e o
resultado sobre contragoes de tensores simétricos com tensores anti-simétricos.

Nota: Nos testes e exames as Egs. (5.91), (5.92) e (5.93) serao sempre dadas
no enunciado, se forem necessarias.

9.2 Considere a difusao eldstica
Ue+e —U.+et (9.92)

a) Considere apenas o diagrama do W. Mostre que no limite das baixas energias

M@ 2@; () (1 = 35 )0(®) T (1 = 5 )ule) (9.93)
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b) Considere agora o diagrama do Z. Mostre que

MO = S (1= 9900 (7) T 250 = 5 + 5 a)ue) (999
e portanto
Ié
M = M@+ M® = ()3 (1-75)0(7) T(e')3,(Cy —Cays Jule) (9.95)
2/ 272
com
1 1
CV = 2sin 9W§ 3 CA = 5 (996)

Este processo permite portanto distinguir uma teoria com V' — A puro (Cy =
C4 = 1) do Modelo Standard. O resultado experimental confirma a estrutura
do Modelo Standard com as correntes neutras.

9.3 Considere o processo v, +e — v, +e. Este processo ocorre via corrente neutra.
Mostre que a amplitude é

M = —i% u()y*(1 = ys)u(v) ule)yu(Cy — Clyvs)ule) (9.97)

co1m

1 1
Ci, = 5 2sin? by, ; C) = 3 (9.98)
enquanto que numa teoria sem correntes neutras seria
C,=C,=0 (9.99)

9.4 Considere os dois decaimentos do Z°

AR (9.100)
AR (9.101)
Mostre que . B
% ~9 (9.102)
9.5 Desprezando as massas de todos os fermioes mostre que
BR(Z° — e et) = Lz ?Ze_ ") ~ 3.4% (9.103)

onde I'y = T'(Z° — tudo).

9.6 Considere o processo ete™ — 1, V..
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a) Quais os diagramas que contribuem para esse processo ?
b) Escreva a amplitude correspondente ao diagrama dominante para /s ~ M,.
¢) Mostre que para /s ~ My temos

olete = v.D,)
olete” — ete)

~ 2 (9.104)

9.7 Considere o decaimento W~ — e~ 7,.

a) Calcule a velocidade do eletrao no referencial em que o W estd em repouso.
b) Escreva a expressao para a amplitude do processo.
c) Desprezando a massa do eletrao calcule a largura do decaimento. Compare
com o resultado experimental I'(W ™~ — e~ 7,) = 229 MeV.
9.8 Calcule o branching ratio BR(W~ — e~ v) definido por

BR(W™ — e v)

BR(W™ — e v) = W = tudo)

(9.105)

onde I'(W~ — tudo) = I'yy = 2.0 GeV.

9.9 Embora o mesao 7 (pido) seja uma particula composta (de quarks) para muitos
efeitos € uma boa aproximagao trata-lo como particula pontual com uma interagao
efetiva. Assim o vértice responsavel pelo processo 77 — et + 1, é

Ve

+ q1
_____ Gr

p q2 %

et

Vi f=" (1 = 75) Dy

a) Escreva a amplitude invariante para o processo.
b) Escreva uma expressao para a razao R dada por

L(rt — etr,)

= I(nt — pty,)

(9.106)

em funcao de m., m, e m,. Compare o valor que obtiver com o valor experi-
mental, Reg, = 1.23 X 1074,

c¢) Sabendo que o tempo de vida média do 77 é 7, = 2.6x1078 s e que V,4 = 0.974,
determine f.
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d) O resultado da alinea b) pode parecer estranho pois a largura de decaimento
no canal do eletrao é muito menor do que no canal do muao embora a energia
disponivel (espago de fase) seja muito maior. Mostre que R = 0 no limite em
que m, = 0. Explique este resultado.

9.10 Quando se desprezam as massas dos leptoes e se considera que a energia no
CM, /s, é muito inferior as massas do bosoes W e Z, as secgoes eficazes para os
processos da tabela seguinte

Processo Y
vyte = um + e 1
_ - R 1
Vete —pu +v, 3

32
Vyt+e —vy,+e | o= 3 [(9‘1}2 + 922) (932 + 95;2) + 29\”/9295’951]

v,te =v,+e

p+et - v, +7,

Ve t+€ — UV, + €

podem-se escrever na forma

Ai
T
Mostre que isto é verdade, verificando os valores dados na tabela e preenchendo as
entradas que faltam.

2
Gz s

g; =

9.11 Considere os processo H — f+ f, H - Wt*W~, e H — Z°Z° no quadro
do modelo padrao das interagoes eletrofracas, onde H é um campo escalar (spin 0)
neutro designado por bosao de Higgs, f é qualquer fermiao com massa do modelo,
W* e Z° sao os campos de vetoriais (spin 1) com massa do modelo, que juntamente
com o fotao v sao os responsaveis pelas interagoes eletrofracas.

a) Escreva as amplitudes para os 3 processos.

b) Calcule as larguras parciais ['(H — ff), [(H — W*W~) e I'(H — Z°2°)
em funcao das massas My, my My e M.

c¢) Considere que My = 125 GeV. Calcule a razdo de declinio (Branching Ratio)
para o canal H — bb definida por

['(H — bb)

BR(H = %) = Fr = ado)



Capitulo 10

Violacao de CP e a Matriz
Cabibbo-Kobayashi-Maskawa

10.1 A massa dos quarks

No capitulo anterior vimos como obter a massa dos leptoes considerando que os
neutrinos nao tém massa, o que é uma boa aproximagao para 0S processos em que
estamos aqui interessados.

Consideremos agora o problema de massa dos quarks. O problema é mais compli-
cado por duas razoes. Uma que tem que ver com a impossibilidade de diagonalizar
simultaneamente as matrizes de massa e as interagoes como foi afirmado atras e
sera discutido mais a frente. A outra é mais técnica. Para percebermos o problema
consideremos os quarks da primeira familia

u
Qr = (dL) ; UR,dg. (10.1)
L
Se considerarmos uma interagao da forma

Lyukawa = —ha @LQS dr +h.c. (10.2)

depois da quebra espontanea de simetria

o (") w03

Lyikawa = —hav (drdg + drdy) + - - -, (10.4)

isto é, um termo de massa para o quark d, mas nao para o quark u. E facil de ver
que para o termos envolvendo dr temos

obtemos

V(Quodn) = —3 + 12 =0, (10.5)

167
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0 que assegura a invariancia teste termos para SUpL(2) x Uy (1), enquanto que para
upr temos,

Y(Q b ur) = —% F14 % = 42, (10.6)

mostrando que o termo (Q¢ ug) nao é invariante para SUL(2)x Uy (1). Como resolver
este problema? Felizmente a solu¢ao nao é muito dificil. Numa transformagao de
SUL(2) x Uy (1) o dubleto transforma-se da forma seguinte

a

¢ = zga%¢ SUL(2)

56 = i%qﬁ Uy (1). (10.7)
Consideremos agora o dubleto ¢ definido por
QN * ¢0 . - = +\*
O =" = e ; o- = (7). (10.8)

Vejamos agora como se transforma ¢. Para SUL(2)

T

5o =it (0¢%) = imy <—i€a ;* ¢*)

1
=€y T 3 " . (10.9)
Usando agora a identidade
ToT" 179 = —7%, (10.10)
obtemos
5(;;:—6‘1%7'2¢* = i€ % (119 @)
:ie“%é, (10.11)

isto é, transforma-se exatamente como ¢. Mas numa transformagao de Uy (1) obte-
mos

56 =iry (36)" = iTy <+z§ gb)*

=~ i (in¢") = i b, (10.12)

0 que mostra que ¢ tem hipercarga fraca igual a —1. Entdo um termo

Lyukawa = — Pu @LéuR + h.c.
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:—huv(ﬂLuR+HRuL)+~-~ , (1013)
¢ invariante para SUL(2) x Uy (1), pois

Y(@LéuR) b id ) (10.14)

3 3
e d&d massa ao quark u. Precisamos portanto de ¢ para dar massa aos quarks com
T3 = —1/2 e de ¢ para dar massa aos quarks com T3 = +1/2. Notar que se trata
do mesmo dubleto, a construcao de ¢ destina-se a obter uma hipercarga oposta a
do ¢. Noutras teorias, como em supersimetria ou nos modelos com dois dubletos de
Higgs, este problema ¢ resolvido usando mais do que um dubleto com hipercargas
diferentes.
O termo mais geral que da massa aos quarks é portanto

Lyukawa = — Y haij Qr(D)0 dr(j) = huij QD)o ur(j) (10.15)
i

Z‘?j

numa notagao ébvia. Vemos assim que héd uma matriz de massa para os quarks de
baixo, e outra para os quarks de cima. E possivel diagonalizar estas matrizes e passar
o efeito para os termos de interacao. Os termos de corrente neutra continuarao
diagonais, mas nos termos de corrente carregada tal nao acontecerd. De facto a
corrente neutra liga os quarks de cima com os quarks de cima e os de baixo com
os baixo, e portanto teremos sempre termos diagonais se usarmos a unitariedade
das matrizes. Isso nao acontece para as correntes carregadas pois elas misturam os
quarks de cima com os de baixo que sao diagonalizados de maneira diferente. O
resultado é uma matriz de mistura, que convencionalmente se coloca nos quarks de
baixo, a chamada matriz de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa [19,31]. Como ha trés
familias de quarks trata-se duma matriz 3 X 3 unitaria. Para vermos o mecanismo,
consideremos primeiro o modelo s6 com duas familias de quarks deixando para uma
seccao seguinte o estudo do caso geral. Entao o lagrangeano de massa dos quarks
pode ser escrito

Lonassa = — Ryt 0T U — hyovTc — hgyv d, d. — hyav 3, Se
- hd12v (ac Se + gc dc) ) (1016)

onde se usou a liberdade referida atras para escrever os quarks u e ¢ diretamente na
forma diagonal. Olhemos para a matriz dos quarks de baixo. Escrevemos

- haiv  hgiov de.
Lot = — (de 5.) : (10.17)
hai2v  hgov Se

Agora o angulo de Cabibbo pode ser facilmente compreendido. De facto do ponto
de vista das interacoes fortes, a matriz de massa deve ser diagonal nos quarks d e s.



170 Capitulo 10. Violacao de CP e a Matriz CKM

Entao se introduzirmos

d cosf. sinf, d
( C) = , (10.18)
Se —sinf,. cos6, s
na Eq. (10.17) obtemos

e —— @) () (4. (10.19)
onde
mq1 = o8 0.(hg cos O, — hgiosind,) — sin O.(hg12 cos 0, — hgo sin6,.)
mig = sin O.(hgy cos 0. — hgiz2sinb,.) + cos 0.(hg12 cos 0. — hge sinb,)
ma1 = + o8 0.(hgia cos 0. + hgy sin ) — sin 6.(hgy cos 0. + hgi2 sin 6,.)
Moo = sin O.(hg2 cos 0. + hgy sin0,.) 4+ cos O.(hga cos 0, + hgi2sinf,.) . (10.20)

Como queremos que a matriz seja diagonal,

- (mqg O d
cdown —— (@ 3) (od ms) (s) (10.21)

devemos impor as condicoes mis = mo; = 0 € myy = my, Moy = my. A condicao
mis = mg; = 0 tem como solugao

tan(26,) = % (10.22)

isto é relaciona os parametros do lagrangeano com o angulo de Cabibbo. E usual
em vez de usar os parametros hy;; e hgj;, usar os valores experimentais das massas
dos quarks e os elementos da matriz de rotagao. Esta para o caso de trés familias de
quarks é a matriz CKM que vamos escrever com mais detalhe numa secc¢ao seguinte.

10.2 Violacao de CP no sistema K" — K°

10.2.1 A simetria CP

Como vimos as interagoes fracas nao sao invariantes para a transformacgao de pari-
dade P. Por exemplo no decaimento

™ = uty,, (10.23)
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os muoes tém sempre a helicidade esquerda. Também nao sao invariantes para a
operagao de conjugagao de carga (transforma particula em antiparticula), porque
entao a reagao

T = WUy, (10.24)

viria sempre com muoes esquerdos e de facto eles tém helicidade direita. No entanto
o produto das duas transformacoes, CP, parece ser uma boa simetria pois transforma
o antimuao esquerdo num muao direito que parece ser o que observamos.

Gell-Mann e Pais mostraram que a invariancia de CP tinha implicagoes estra-
nhas para os kades neutros. Eles observaram que o K° com estranheza +1 pode-se
transformar na sua antiparticula KO com estranheza —1 através dos diagramas de
segunda ordem representados na Fig. 10.1.

d U s d W s
> > > —_— NG
w w uy AU
< < < —— <
5 u d 5 w d

. . o~ —0 .. )
Figura 10.1: Diagramas para a oscilacio K°-K . H4 ainda os diagramas com u
trocado com c e t através da mistura na matriz CKM.

. . —0
Como resultado, as particulas que observamos no laboratério nao sao o K°, K

mas alguma linear combinagao dos dois. Podemos formar estados préprios de CP
da forma seguinte. Como os kaoes sao pseudo-escalares devemos ter

PIK") =~ |K%, P|E")=-|K"). (10.25)
Por outro lado sob a agao da conjugado de carga temos,
C|K°) = ‘FO> . )K°> = |K°) (10.26)
¢ obtemos portanto
CPIK’) = ~|K"), CP|R")=~|K"). (10.27)

Podemos portanto formar estados proprios de CP, corretamente normalizados, através

de
1

)= (}K0> - ‘F0>) LK) = % (}K0> + )F0>) , (10.28)
com os valores proprios de CP

CP|Ky) = |Ky), CP|K,) = —|Ky) . (10.29)
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Se admitirmos que CP é conservado nas interacoes fracas, entao K; s6 pode

decair num estado com C'P = +1 e Ky num estado com C'P = —1. Os kaoes
decaem em dois ou trés pioes. O estado de dois pides tem P = +1 e C = +1
enquanto o estado fundamental de trés pioes tem P = —1 mas também C' = +1.

Em conclusao, devemos ter
Ky —2r, Ky — 3m. (10.30)
O decaimento em dois pides é mais rapido pois o espago de fase é maior. Portanto,
se comecarmos com um feixe de K°
1
V2

a componente K decaira rapidamente e ficara somente um feixe quase puro de K.
Esta previsao foi confirmada experimentalmente, com

K%)= —= (|1K1) + | Ka)) (10.31)

71 =0895x10"""s, 7 =511x10"%s. (10.32)

Notar que K; e K5 nao sao antiparticulas um do outro mas antes as suas proprias

antiparticulas com C' = —1 para K; e C' = +1 para K. Tém mesmo uma diferenga
de massa,

my —my = 3.48 x 1079 eV . (10.33)

Em resumo, os kades sao produzidos nas interagoes fortes em estados préprios da

—0 , . - P
estranheza, Ky e K mas decaem através das interacoes fracas em estado préprios
de CP, Kl (§ Kg.

10.2.2 Violacao de CP no sistema K’ — K°

Os kaoes neutros sao um laboratério perfeito para testarmos se as interagoes fra-
cas sao de facto invariantes para o produto C'P. Usando um feixe suficientemente
longo sabemos que temos sé kades do tipo que tém um tempo de vida longa. Se
observarmos que estes decaem em 27 sabemos que CP é violada. Esta experiéncia,
descrita na Fig. 10.2, foi feita por Christenson, Cronin, Fitch e Turlay [33], em 1964
e eles descobriram uma fracao de 1 em 500 que decaiam em 27. O produto CP nao
é conservado nas interagoes fracas e o kaao que tem um tempo de vida longo nao é
um estado perfeito de CP, deve ter uma pequena mistura de K. Designamos esse
estado por K,

e = (e ) 1K) (1034

V14 e]?

De igual modo podemos definir o estado ortogonal que é predominantemente K; e
decai rapidamente por

1
|Ks) = VTS (1K) + €| K)) - (10.35)
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Figura 10.2: Experiéncia de Cronin e Fitch

O parametro € mede o desvio do estado Ky, em relagao ao estado de CP, isto é, mede
a violacao de CP no sistema K° — K°. Para a determinacdo experimental, é usual
definir a razao das amplitudes

M(Kp — ntrn)
M(Kg — mtm—)’

Nee = |l = (10.36)

Obtemos entao

, D(Kp—=atn)
"= NKg— mtr)’
O valor experimental atual é € = 2.24 x 1073.

A experiéncia de Cronin-Fitch, como veio a ser conhecida depois da atribuicao
do prémio Nobel a este dois fisicos em 1980, destruiu a ultima esperanca para uma
simetria exata que envolvesse a Paridade!. Mas as coisas ficaram ainda piores quando
se olhou para os decaimentos semi-lepténicos do K. De facto, cerca de 41% das
vezes o K decai semileptonicamente nos canais,

lel* = I+ (10.37)

a) K w77 +e +7,; b K, =71 +e +u,. (10.38)

Agora notemos que a operagao de CP leva o estado final em a) para o estado final
em b) e vice-versa. Entao se K, fosse um estado préprio de CP, os dois decaimentos
deviam ocorrer exatamente com as mesmas probabilidades. Experimentalmente
verificou-se que isso ndo acontecia, e que o decaimento do K em positrao (ou
leptao carregado positivamente) ocorria mais frequentemente, com uma diferenca
fracional, ¢, definida por

N(KL — 7T_Z+Vl) — N(KL — 7T+l_ﬁl)
N(KL — 7T_l+l/l) + N(KL — 7T+l_ﬁl)
onde [ = e, u. Ha assim uma distingao absoluta entre matéria e anti-matéria. Pode-
mos dizer que o positrao é o leptao que ocorre mais frequentemente no decaimento do

K. De facto esta distingao entre matéria e anti-matéria é mais profunda e permite
pensar em compreender porque somos feitos de matéria e nao de anti-matéria.

0 =

~33x1073, (10.39)

Tsto ndo é rigorosamente verdade, pois acredita-se que o teorema TCP seja vélido e que o
produto das trés transformacéoes seja uma invariancia da teoria quantica.
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10.2.3 Violacao de CP noutros sistemas

Embora o sistema dos mesoes K° tenha sido, durante mais de 30 anos, o tnico
sistema a evidenciar a violacao de CP, tal nao era de esperar do ponto de vista
tedrico, como serd explicado na seccao seguinte. No ano 2000 a situacao mudou
drasticamente pois foi observada pelas colaboragoes BaBar no SLAC (Stanford,
Estados Unidos) e Belle no KEK (Japao), pela primeira vez a violagdo de CP no
sistema dos mesdes B° (db). Essa violacio de CP foi observada, medindo a assimetria

T(B® — J/y — Kg) — (B’ — J/i — Kg)
T(BY — J/ip — Kg) + T (B — J/¢ — Kg)

A= = 0.679 £ 0.020 (10.40)

que seria zero se CP fosse conservada. O resultado de ~ 70% para esta assimetria
mostra que a violagao de CP ¢ intrinsecamente grande. Perceberemos na seccao
seguinte por que razao em muitos casos os resultados experimentais sao pequenos.
Estes resultados sao muito importantes pois ajudam a determinar os parametros da
mistura dos quarks, descritos pela matriz CKM como veremos na seccao seguinte.
A importancia destas medidas justifica que no LHC, presentemente em operacao no
CERN, haja uma experiéncia dedicada a fisica dos mesoes B, a colaboragao LHCDb,
que tem produzido resultados notaveis que ajudam a nossa compreensao da fisica
da mistura dos quarks.

Finalmente, é de esperar também resultados para os mesoes D° (cu). Contudo as
previsoes tedricas do modelo standard sao pequenas para este sistema. Os resultados
experimentais de LHCb indicam um resultado positivo para a observacao de violagao
de CP nos mesoes D°, mas de momento s6 ao nivel de 3o, inferior aos 50 necessérios
para ser considerado uma descoberta. Certamente que este assunto ficara resolvido
com mais dados na nova fase do LHC.

10.3 Violacao de CP e a matriz CKM

10.3.1 A matriz CKM

A generalizagao da matriz de Cabibbo para o caso de trés geragoes de quarks é a
matriz de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa [19,31] que passamos a explicar. Comece-
mos por recordar as partes do lagrangeano do modelo standard em que aparecem os

quarks. Escrevemos
L=L00, + L8O pYuava (10.41)

quarks quarks quarks
onde os diferentes lagrangeanos, corrente carregada, corrente neutra e de Yukawa,
Sa0,

ECC _

9 ey N+ _ 9 G m1 _ -
quarks 2\/5 |:u i (1 75)d2] WH |:d2’7 (1 ’Y5>Ul] WH (1042)

22

g
cos Oy

7" — ghs)d 2, (10.43)

2 __ 1
Egu(zirks =e {g u' iy g — 3 d’ﬂud;} Ay —
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Ly = —h QL ®dp; — QL Puf, + he. (10.44)
onde os indices i,7 = 1,2,3 sdo de familia (ou geracdo), isto é, por exemplo,

d; = (d,s,V) e ® = iT®* como anteriormente. A notacdo u/,d. quer dizer que

27 7

estes estados nao sao os estados de massas mas aqueles que resultam da escrita das
derivadas covariantes. Para simplificar escrevemos ainda ¢, = (u}, d;)-

27 7

Quando se da a quebra espontanea de simetria, substituimos

0
o = [v} (10.45)
e obtemos a partir do lagrangeano de Yukawa o lagrangeano de massa para os quarks,
e = —d' LMy — ' M u + hec. (10.46)

onde Mg“ = hf]f“v e passamos a usar uma notacao matricial no espago das familias.
Em geral as matrizes M%* sio matrizes arbitrarias complexas. Nao sendo estas
matrizes diagonais, os quarks u}, d; nao sao os estados préprios de massa. Para os
obter temos de diagonalizar as matrizes de massa, o que é sempre possivel. Na
verdade uma matriz arbitraria complexa é diagonalizada através de duas matrizes

unitarias diferentes a esquerda e direita. Isto quer dizer que devemos ter,
ULMULT = diag(my, me,my),  ULMCULT = diag(mg, ms, mp) . (10.47)
Isto é equivalente a rodar os estados de acordo com
dp = Uld,, dr=Ubdy, up=Utd;, ugr=Usuy. (10.48)

Depois de diagonalizar as matrizes de massa, temos de aplicar a rotagao inversa nos
lagrangeanos de interagao, isto é

L =UN,, dy=Uldg, Wy, =Uuy, uy=Ubug. (10.49)

Olhemos primeiro para a corrente neutra. Um termo genérico é da forma, tomando
os quarks down como exemplo,

d'pytdy + d' gydy = diytdr + dry*dg (10.50)

onde usamos USUST = U %Uﬁ? = 1 devido a unitariedade das matrizes. Para os
quarks u obtemos resultados semelhantes. Assim vemos que para as correntes neu-
tras o resultado final em termos dos estados de massa é o mesmo que na Eq. (10.43),
basta fazer ¢ — ¢. No entanto para as correntes carregadas tal nao vai ser possivel
pois elas misturam quarks do tipo u com quarks do tipo d. Talvez a maneira mais
simples de ver isto é pensar no dubleto

/ ut
r Uy, . UL ur, _ rrut Uy,
o= [if] = [vi] = [uyefa, 1051
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o que mostra o nao alinhamento entre a diagonalizacao das matrizes de massa e as
interacoes. Para ver a consequéncia escrevemos os termos relevantes do lagrangeano
das correntes carregadas, Eq. (10.42). Obtemos

‘Cquarks - % (U LV”d/ W+ + d,L’yMuLW ) (1052)
- -5 (Wﬁ”VCKl\/ICllLVVJr + dLV"VCKMuLW ) (10.53)
V2
onde se definiu
Voku = ULUST (10.54)

Como as matrizes de diagonalizacao sao diferentes, a Voxn # 1.

10.3.2 Contagem de parametros na matriz CKM

Como vimos, a matriz de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa [19,31] liga os estados préprios
de sabor com os estados proprios de massa. Tradicionalmente esta mistura é descrita

nos quarks do tipo down, isto é com T® = —1/2 e que se costuma escrever na forma,
d/ Vud Vus Vub d
S =1 Ve Vs Vu s . (10.55)
v Via Vis Vi b

Esta matriz é uma matriz 3 X 3 e unitaria pela maneira como foi construida. Em
geral uma matriz complexa N x N terd 2N? parametros reais. Contudo as condicoes
de unitariedade VVT = 1 impdem N? condicoes reduzindo o ntimero de parametros
independentes a N2. No entanto podemos ainda absorver 2N — 1 fases nos cam-
pos dos 2N quarks deixando uma fase global arbitraria. Isto reduz o nimero de
parametros para

N? — (2N —1) = (N — 1), (10.56)

Destes, N(N — 1)/2 correspondem a angulos, (para N = 2 temos s6 um angulo o
angulo de Cabibbo) e portanto os outros parametros devem ser fases num niimero
dado por

N(N -1 N—-1)(N-2
# fases = (N — 1)% — ( 5 ) = ( )2( ) . (10.57)
Vemos assim que para ter uma fase complexa, necessaria para explicar a violagcao
de CP, precisamos de N = 3. Este argumento foi apresentado antes da descoberta
da terceira familia. Obtemos portanto para N = 3, trés angulos e uma fase inde-

pendentes, e portanto 4 parametros fisicos.
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10.3.3 Parametrizagoes da matriz CKM

Ha varias parametrizagoes da matriz CKM. As duas mais utilizadas sao a do PDG e
de Wolfenstein. A parametrizacao do PDG usa rotagoes em trés planos, escrevendo

1 0 0 C13 0 813€_i6 C12 S12 0
Vekm = [0 o3 s23 0 1 0 —S12 ¢c12 0
0 —S923 (o3 —8136i6 0013 0 0 1
C12C13 S12C13 s13e~0
= | —S512€23 — 0125235136i5 C12C23 — 8125235136i5 S$23C13 | (10-58)
512523 — 0120238136i5 —C12823 — 512023813€i5 C23C13

onde s;; = sinf;;, ¢;; = cosf;;e d é uma fase responsavel pela violacao de CP no
modelo standard. Como s13 < So3 <K S12 < 1 é conveniente definir esta hierarquia
numa forma explicita, ainda que aproximada. E o que faz a parametrizacao de
Wolfenstein, onde

1—X%/2 A AN3(p —in)
A 1—)2/2 AN? +O(\). (10.59)
AN (1 —p—in) —AN? 1

A correspondéncia entre as duas parametrizacoes é
S12 = )\, So93 = A)\z, 8136i5 = A)\3<p + Z’f]) . (1060)
Os valores experimentais atuais sao aproximadamente,

A~0.223, A~0811, p~0.131, n=~0.345 (10.61)
S12 = A~ 0.223, s93 >~ 0.041, s13~0.003, 6~ 1.2079 =69.2°. (10.62)

Notar que os efeitos de CP sao pequenos, nao por a fase ser pequena, mas por vir
multiplicada por s;3 que é um nimero muito pequeno. Uma ideia melhor da hierar-
quia na matriz CKM, pode ser obtida se considerarmos os moédulos dos elementos
(tomamos o valor central, sem considerar os erros, ver PDG [32] para resultados
mais precisos)

0.97427 0.22534 0.00351

Vekw = [0.22520 0.97344  0.0412 | . (10.63)
0.00867 0.0404 0.999146

Vemos que os elementos sao cada vez mais pequenos a medida que nos afastamos
da diagonal e também da esquerda para a direita. Esta observacao estd na base da
parametrizacao de Wolfenstein.
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10.3.4 Confrontado a experiéncia com a matriz CKM

Neste momento todos os resultados experimentais conhecidos podem ser explicados
com a matriz CKM, definida na seccao anterior. Em particular os processos com
violacao de CP, tanto no setor dos mesdes K = (d3) mas também nos mesoes
D° = (cu) e B® = (db), sdo descritos corretamente pela matriz CKM. Neste curso
elementar nao prosseguiremos com os detalhes desta verificagao. Na Fig. 10.3 mos-
tramos o resumo dos resultados recentes nos varios processos. Vemos que ha um
acordo completo entre todos os dados experimentais e os parametros da matriz CKM
que sao assim obtidos duma maneira consistente. Notar em particular o vértice do
triangulo que mostra esse acordo. Nos eixos estao os parametros de Wolfenstein p e
1 modificados ligeiramente. Ver PDG para uma discussao mais detalhada do porqué
desta modificagao bem como do significado dos angulos «, 5 e 7.

15 77T [T 111 | T T T g [ T T T 1 T T T 1 T T 1
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Figura 10.3: Resultados experimentais em confronto com a matriz CKM. Tirado da
péagina da colaboracao CKM-fitter.
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Problemas capitulo 10

10.1 Verifique que obtém a Eq. (10.20) e que as condigoes miy = mgy; = 0 conduzem
a Eq. (10.22).

10.2 Mostrar que se obtém a matriz da parametrizacao do PDG, multiplicando as
trés matrizes na Eq. (10.58).

10.3 Mostrar que a matriz CKM na representagao do PDG, Eq. (10.58), é unitéria.

10.4 Mostrar que a matriz CKM na representagdo de Wolfenstein Eq. (10.59), é
unitaria até a ordem indicada.
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