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0 A equacao de Klein-Gordon
0 A equacao de Dirac

0 Solucbes para a particula livre

[0 Solucdes da equacao de Dirac no referencial préprio

[0 Solucdes da equacao de Dirac para p # 0

0 Covariancia da equacao de Dirac

O Bilineares covariantes
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A equacao de Schrodinger

Sumidrio

Equacdo KG

® Eq. Schrodinger

e Eq. Klein-Gordon

Equac¢do de Dirac

Unidades h = c=1

Particula livre

Covariancia

Bilineares

Mar de Dirac

Conjugacao C'

0 Comecemos pela particula livre. Em mecanica quantica n3o relativista a

equacao de Schrodinger é obtida da equacao fundamental

.0

0 Usando o Hamiltoniano livre nao relativista que é

H=—
2m

e fazendo a substituicao p — —ihV.

0 Obtemos entao

30 _
875

h2

2m

— V%Y
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Equacao de Klein-Gordon

Sumidrio

Equacdo KG

e Eq. Schrodinger
e Eq. Klein-Gordon

Equac¢do de Dirac

Unidades h = c=1

Particula livre

Covariancia

Bilineares

Mar de Dirac

Conjugacao C'

0 Em relatividade restrita a energia esta relacionada com o momento linear

através da relacao

nwo__ 2.2
pup- = m-c

onde

ou seja

E? = p?? + m%ct = E = £/p2c® + m2cA
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Equacao de Klein-Gordon

Sumidrio

Equacdo KG

e Eq. Schrodinger
e Eq. Klein-Gordon

Equac¢do de Dirac

Unidades h = c=1

Particula livre
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Bilineares

Mar de Dirac

Conjugacao C'

0 Classicamente exige-se que as energias sejam positivas por isso deveriamos
ter no caso relativista

H = \/pzcz + m2ch

0 Somos imediatamente confrontados com o problema de interpretar a raiz
quadrada dum operador.

0 Para evitar este problema vamos encontrar uma equacdo para H?. Isto

obtém-se facilmente iterando a equacao e observando que [z’h%, H} = 0.

0 Obtém-se entao

92 -
_52Y (%2 .2v72 2 4
hat2zp (—h7c*V2 +m=c™ )y
ou ainda
me\ 2 1 92
_ — = - _ 2
[D+(h>]¢ 0, H© a”a c? Ot? v
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Equacao de Klein-Gordon

Sumidrio

Equacio KG

e Eq. Schrodinger
e Eq. Klein-Gordon

Equacao de Dirac

Unidades h = c=1

Particula livre

Covariancia

Bilineares

Mar de Dirac

Conjugacao C'

Agora nao temos dificuldades em interpretar os operadores mas introduzimos
no problema as solucoes de energia negativa.

Como veremos as solucoes de energia negativa ndo podem deixar de existir
em mecanica quantica relativista e a sua interpretacao esta relacionada com
as antiparticulas.

Mas nao foi a existéncia de solucdoes com energia negativa que levou ao
abandono da equacao de KG, chamada equacao de Klein-Gordon como
equacao relativista para o eletrao mas antes outro problema relacionado com

a densidade de probabilidade.

Partindo da equacao de KG e da equacao complexa conjugada obtemos

o (5o [or (5o

ou

0= "0 — YO = 8, ("D b = B, (¥°0 & — 4D 1)
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Equacao de Klein-Gordon
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e Eq. Schrodinger
e Eq. Klein-Gordon

Equac¢do de Dirac
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Particula livre
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Conjugacao C'

[]

Temos entao

“p — W —u
o, J" =0 ; JE =9 0 Y =Y*0 Y —Y 0 Y

—

Na identificagdo usual J* = (pc, J) pelo que a densidade serd

A
P—c—z@a— W)

Esta equacao mostra que p nao pode ser interpretado como uma densidade
de probabilidade por nao ser definida positiva.

Finalmente uma terceira razao fez abandonar a equacao da Klein-Gordon.
De facto ela ndo conduz aos niveis de energia do dtomo de hidrogénio

Se excetuarmos esta dltima razdo, a equacao de KG foi abandonada pelas
razoes erradas. De fato a equacao de Klein Gordon é uma boa equacao para
spin 0
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A equacao de Dirac

Sumidrio

Equacio KG

Equacao de Dirac

Unidades h = c=1

Particula livre

Covariancia

Bilineares

Mar de Dirac

Conjugacao C'

0 Confrontado com os problemas anteriores Dirac prop6s uma outra equacao

relativista para o eletrdo. Como na equacao fundamental, a derivada em
ordem ao tempo aparece linearmente é natural admitir num contexto
relativista que o Hamiltoniano seja também linear nas derivadas em ordem
as coordenadas

zha—w = (—ihc&’ .V + BmCQ) Y = H

ot
E facil de ver que o' e 3 n3o podem ser nlimeros pois ent3o a relacio entre
energia e momento duma particula relativista nao seria verificada. Também
1) nao pode ser um escalar se p = 1™ é para ser interpretada como a
componente temporal dum 4-vetor corrente. Assim Dirac propls que & e (3
sejam matrizes hermiticas NV x N (para que H seja hermitico) e que v seja
uma matriz coluna com N elementos.

1

.
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A equacao de Dirac

Sumidrio

Equacdo KG

Equac3o de Dirac

Unidades h = c=1

Particula livre

Covariancia

Bilineares

Mar de Dirac

Conjugacao C'

Para que ela faca sentido devemos satisfazer as condicoes:

0 Deve dar a relacao correta entre a energia e 0 momento isto é
E? = p?c? + m?c*, para uma particula livre.

0 Deve fornecer uma probabilidade definida positiva.

0 Deve ser covariante para transformacoes de Lorentz.

Vejamos os dois primeiros requisitos. Para que se obtenha a relacao
energia-momento correta basta que cada componente satisfaca a equacao de Klein
Gordon. Para isso iteramos a equacao e obtemos

01 - oY
_ 2— — L . ,Z/ ) 2 . g
h 572 ( 1hea'V; + Bme )zh 5

i g0
5 o + '«
—h*c?

5 V.V, —ihmc*(a'B + Ba’)V; + B2m2c*|
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A equacao de Dirac

Sumidrio

Equacio KG

Equacdo de Dirac

Unidades h = c=1

Particula livre

Covariancia

Bilineares

Mar de Dirac

Conjugacao C'

0 Para que cada componente satisfaca a equacao de Klein-Gordon devemos ter

L o y
atad + oot = 20Y9

a'B+ pfat =0

\ (@i)2=p32=1

7\

0 Temos portanto que construir 4 matrizes que anticomutem, sejam hermiticas
e cujo quadrado seja a identidade. E desde logo claro que nao podem ser
2 X 2 pois s6 ha 3 matrizes 2 x 2 que anticomutam, as matrizes de Pauli.

0 Para ver a dimensao minima em que é possivel realiza-las, observemos que
sendo hermiticas os seus valores préprios sao reais e iguais a £1 pois
a'? = 32 = 1. Das relacdes de anticomutacio pode-se concluir que tém
traco nulo. Por exemplo

o' = —pBa'B = Tr(a") = Tr(=Ba'p) = —Tr(a") =0

Jorge C. Romao
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A equacao de Dirac
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Equac3o de Dirac
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Mar de Dirac

Conjugacao C'

0 Isto tem como consequéncia que [N deve ser par para que o nimero de
valores préprios +1 e —1 seja igual. Como N = 2 esta excluido devemos ter
N = 4 como a dimensao mais baixa possivel. Uma representacao explicita, a
chamada representacao de Dirac é

S G I P
0 o; sao as matrizes de Pauli:

0 1 0 —i 1 0
=11 o] > %27 1i o] > 9T |0 -1

0 E um exercicio trivial verificar que as equacoes acima satisfazem os
requisitos (embora a escolha n3o seja tnica)
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0 Vamos agora ver a questao da corrente de probabilidade. Para isso

S 5 o ~ - VA

. escrevemos a equacao conjugada hermitica. Obtemos

Equacdo KG

Equacao de Dirac aw‘i‘

Unidades h = c =1 —ih—— w (zhcof@ —l—ﬁmc )

Particula livre at

Covariancia

Bilineares O Multiplicando a equacao de Dirac a esquerda por W e a conjugada a direita
Mar de Dirac por 1 e subtraindo obtemos

Conjugacao C'

o (W) = —iheVi(ulay)
ou ainda

) .

S (W) + V- (phedy) = 0

0 Isto permite identificar uma densidade de probabilidade e uma corrente de
probabilidade:

p=21vTy, j=1lear

Jorge C. Romao FP-2013 - 12
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Sumidrio

0 Integrando a equacao em todo o espaco obtemos
Equacdo KG

Equac3o de Dirac

Unidades h = c=1

d
Particula livre S dga;‘ T ) O
Covariancia dt w w

Bilineares

Mar de Dirac o que estd de acordo com identificarmos szp como uma densidade de

probabilidade definida positiva.

Conjugacao C'

0 A notacao anterior antecipa o facto de j ser um 3-vetor. De facto temos de
mostrar isso € muito mais.

0 Na sec¢do seguinte demonstraremos que j* = (cp, j) é um 4-vetor
conservado, 0,j# = 0 e que a equag¢ao de Dirac é covariante, isto é, que
mantém a mesma forma em todos os referenciais de inércia.
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A equacao de Dirac: Matrizes v

Sumidrio

Equacdo KG

Equac3o de Dirac

Unidades h = c=1

Particula livre

Covariancia

Bilineares

Mar de Dirac

Conjugacao C'

0 Antes de continuar a discutir a equacao de Dirac vamos introduzir uma
conveniente notacao 4-dimensional. Multiplicamos a equacao de Dirac por

%B a esquerda e introduzimos as matrizes
0 _ : i _ o i .
7:6 9 7:604 2_17273
0 Ent3o a equacao de Dirac escreve-se

(¢ehy" 0, —me)y =0

ou ainda
(th@ —mc)yy =0

onde se introduziu a notacao, devida a Feynman
d=~"0,

Jorge C. Romao
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Sumidrio

0 As matrizes ", na representacao de Dirac, sao
Equacdo KG

Equac3o de Dirac

Unidades h = c=1

. 1 0 : 0 oy
Particula livre 0 _ . T __ ?
Covariancia /y B [O _ ]-] ’ ,y - [_O-Z O ]

Bilineares

Mar de Dirac

0 E facil de ver que as relacoes a que o' e 5 devem obedecer se escrevem

Conjugacao C' . . P
duma forma compacta em termos das matrizes -, isto é

VYT A = 29"
onde, como habitualmente

glul/ — dl3g(—|—, Ty _>
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Sistema de unidades h = c =1

Sumidrio

Equacio KG

Equacdo de Dirac

Unidades h =c=1

Particula livre

Covariancia

Bilineares

Mar de Dirac

Conjugacao C'

0 Em fisica de particulas é usual utilizar um sistema de unidades em que
h = c = 1. Isto simplifica muito as expressoes e os calculos numéricos.
Vamos rever aqui os conceitos fundamentais.

0 No sistema de unidades i = ¢ = 1, complementado com €5 = g = 1 (notar
que ¢ = 1 implica €gug = 1), sé hda uma unidade independente. A conversio
faz-se usando as relacoes:

1 =c=2.999792 x 108 ms™' — 1s=2.999792 x 10° m
1 =he = 197.327 MeV.fermi — 1 MeV ! =197.327 x 10" ° m
1=h=1.054571 x107%*Js — 1J.s=9.482529 x 1033

0 Como exemplo, vamos escrever as varias unidades em termos da energia.
Temos sucessivamente

1 m =5.067730 x 10" MeV !

1s=1.520214 x 102! MeV !

1J.s _1J.S><18

— 29
T = o5 = 5613088 x 107 MeV

1 Kg =

Jorge C. Romao
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W TEENICO Unidades 7 = ¢ = 1

2umario 0 Particularmente Uteis sao as relagoes:

Equacdo KG

R 1s~1 =6.578023 x 10™2* MeV

Unidades h =c =1

Parcula Ve 1 barn =10">* cm® = 2.568189 x 107° MeV 2
Covariancia

Bilineares 1 pb = = 2.568189 x 10~ MeV 2

Mar de Dirac

Conjugacdo C' ]. Mev_2 :3893794 X 1014 pb

1 GeV ™2 =3.893794 x 10% pb
1 eV™2 =1.5202 x 10'° Hz

0 Se quisermos podemos sempre re-introduzir as potencias de h e ¢ como
vamos ver no exemplo seguinte

Jorge C. Romao FP-2013 - 17
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Unidades 7 = ¢ = 1: Exemplo

Sumidrio

Equacdo KG

Equac3o de Dirac

Unidades h = c=1

Particula livre

Covariancia

Bilineares

Mar de Dirac

Conjugacao C'

0 Considere que um calculo da seccao eficaz deu o resultado

1
o=\-—
S

onde A é um pardmetro sem dimensdes e s o quadrado da energia (massa)
no CM. Vamos escrever a expressao introduzindo as poténcias de h e c.

0 Para isso comecamos por escrever

1
o= \-h%"
S
0 Sabemos que a seccdo eficaz tem as dimensbes duma drea e que [s] = [M]?.
Por isso devemos ter
1
2 2m—1\ —1\B —2 1 2a4B—a—0
L —W<MLT ) (LT ) = M LR
que tem como solucdo a = 2, 8 = —2. O resultado final serd portanto,
AR
o= —=
s c?

Jorge C. Romao
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Solucoes da equacao de Dirac no referencial proprio

Sumidrio

Equacdo KG

Equac3o de Dirac

Unidades h = c=1

Particula livre

® Referencial préprio

e Referencial Lab

Covariancia

Bilineares

Mar de Dirac

Conjugacao C'

0 Tomemos a equacgdo de Dirac para a particula livre (h = ¢ =1 a partir de
agora)

(29 —m)y(z) =0
0 Esta equacao admite como solucoes ondas planas

P(z) = w(p)e P

desde que p,p* = m?. Isto implica que (p")? = E? = §- p+ m?, e portanto
temos solucdes com energia positiva e negativa.

0 Nas nossas convencdes fazemos p° = E/c = \/\]512 + m? > 0 sempre, pelo
que devemos ter

U () = w' (P e

onde ¢, = %1 para solucoes de energia positiva e negativa, respetivamente,
e o indice r explicita as diferentes solucoes independentes, como veremos de
seguida.

Jorge C. Romao
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Sumidrio

0 Para determinar w" (p) vamos considerar primeiro o caso da particula em

Equacio KG . , . - i
e repouso. No referencial préprio a equacio de Dirac reduz-se a

Equac3o de Dirac

Unidades h = c =1 a
Particula livre ;A0 —
1y ——m |y =0
ot

e Referencial Lab

Covariancia

0 Usando a representacao de Dirac é facil de ver que a equacao se escreve

Bilineares

Mar de Dirac

Conjugacio C m <67‘70 - 1) w’l“ — O
onde
T __ T —termt +1 r = 1,2
v =w(0)e ’ 7“_{—1 r=3,4
[ 1] [0 [0 ] [0 ]
w1 (0) = v2m 8 w?(0) = vV2m (1) :w?(0) = vV2m (1) w?(0) = vV2m 8
0 0 0 1

Jorge C. Romao FP-2013 - 20
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Solucoes da equacao de Dirac no referencial proprio

Sumidrio

Equacio KG

Equacdo de Dirac

Unidades h = c=1

Particula livre

® Referencial préprio

e Referencial Lab

Covariancia

Bilineares

Mar de Dirac

Conjugacao C'

0 Vemos portanto que r = 1,2 sao solucoes da energia positivae r = 3,4 da
energia negativa.

0 O factor v2m da normalizac3o foi introduzido por conveniéncia como serd
claro mais tarde.

0 Se usarmos o operador
= | 0
2= [o 5’]

vemos ainda que w(™)(0) s3o funcdes préprias de 33 com valores préprios
+1. Assim as solucoes » = 1,2 descrevem o eletrao de Schrodinger-Pauli e
as solucoes de energia negativa, r = 3,4 serao interpretadas mais tarde.

0 Na re-interpretacao de Dirac das solucoes de energia negativa como as
anti-particulas, a auséncia de um eletrao de energia negativa com spin CP
corresponde a um positrdo com spin down, por isso w?>(0) corresponderd a
spin down enquanto que w*(0) a spin up.

Jorge C. Romao
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0 Se tivéssemos visto como os spinores se transformam num transformacao de
Lorentz, poderiamos aqui fazer simplesmente uma mudanca de referencial.

Sumidrio

Equacdo KG

Sausglo de Divac 0 Voltaremos a este assunto na seccio seguinte, mas sem demonstracido, pelo

Unidades h = c =1 . . ~ N . .
que aqui vamos construir as solucoes para p =# 0 diretamente seguindo de

Particula livre

e Referencial préprio perto o Griffiths. Queremos solucoes da forma
Covariancia w(x) — Nw(k) 6—’1, k-x

Bilineares

Mar de Dirac

onde N é uma normalizacdo a determinar no final.
Conjugacao C'

0 Substituindo obtemos

(v -k —m)w(p) = (£ —m)w(k) =0
onde usamos a notacao, devida a Feynman,

kzy“kuzfy-k:fyoko—ﬁ-l_{

Jorge C. Romao FP-2013 - 22
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Solucoes da equacao de Dirac para p # 0

Sumidrio

Equacdo KG

Equac3o de Dirac

Unidades h = c=1

Particula livre

@ Referencial préprio

® Referencial Lab

Covariancia

Bilineares

Mar de Dirac

Conjugacao C'

0 Comecemos por notar que a equacao acima é uma equacao algébrica
matricial. Na representacao de Dirac temos

0 Escrevendo o 4-spinor w em termos de dois bi-spinores,

w(p) = |4

obtemos

( — myw =

|

k.

I

—

Qi

g —kY

Jorge C. Romao
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Sumidrio

0 Estas equacoes conduzem as relacoes,
Equacdo KG

Equac3o de Dirac ]_ —
Unidades h = c =1 wA — ]{O —m (k ) O.)wB) wB —

Particula livre

@ Referencial préprio

0 A consisténcia requer entao que

Covariancia

Bilineares 1

Mar de Dirac WA = (kO)Q —m
Conjugacao C'

5 (k- 3)%wa

0 Mas usando (k - )2 = |k|?

, concluimos que deve ser

B = (k)7 —m?, (K) — R = m?

0 Mostremos que (k - 3@)2 = |k|2. Para isso usamos a propriedade das matrizes
de Pauli,

0;05 = 5z'j + iEijkOk, = (]Z 5)2 = k‘ik'jO'Z'O'j = ‘EP

Jorge C. Romao FP-2013 - 24
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Solucoes da equacao de Dirac para p # 0

Sumidrio

Equacdo KG

Equac3o de Dirac

Unidades h = c=1

Particula livre

@ Referencial préprio

® Referencial Lab

Covariancia

Bilineares

Mar de Dirac

Conjugacao C'

particula por

kH = £p#

0 Portanto k* deve ser um quadri-vetor relacionado com o 4-momento da

correspondendo o sinal 4 as solucdes de energia positiva, as particulas e o

sinal — as solucoes de energia negativa, as anti-particulas.

1. Escolher wy

wA

2. Escolher w4

— H Entso (E = p°)

]’ WB= T

cp-o

|

1
0

|

0 Podemos agora construir 4 solucoes independentes da equacao de Dirac:

Jorge C. Romao
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3. Escolher wg = [(1)] Entao

Sumidrio

Equacdo KG
Equac3o de Dirac [1] Cﬁ . 5 1
Unidades h =c=1 wB — 0 9 wA —
E+m |0
Particula livre O —|_
@ Referencial préprio ~
4. Escolher wg = [1] . Entao
Covariancia
Bilineares SN
Mar de Dirac wB — O wA — Cp o O
Y
Conjugacao C' ]- E —|_ m 1

0 Com a normalizacdo candnica,
wiw = 2F

obtemos finalmente as quatro solucoes independentes,

i 1 ] 0
0 1
u(l) —+vVE 4+ m Dz ’U(Q) =VE+m Px — 1Py
E+m E+m
pCB_'_?’py _pz
L E+m - | E+m |

Jorge C. Romao FP-2013 - 26
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Sumario - . - _ _

. Pz LDy Pz
Equacdo KG E
Equac3o de Dirac E_—il_) m p :Il: Zp

z L Yy

Unidades h=c=1 ’U(l) = \/E—'—m E+m 7’0(2) = \/E—|—m _|_
Particula livre O 1
@ Referencial préprio
1 ! _

Covariancia

Bilineares

Mar de Dirac

Conjugacao C'

0 Onde usdmos a notacao convencional, u para as particulas e v para as
anti-particulas. Notar que devido aos sinais £#* = 4p*, as equacoes para u €
v diferem dum sinal,

Pp—m)u=0, (P+mv=0.
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Transformacoes de spinores

Sumidrio

Equacdo KG

Equac3o de Dirac

Unidades h = c=1

Particula livre

Covariancia

e Adjunto

Bilineares

Mar de Dirac

Conjugacao C'

Escrevemos a equacao de Dirac na forma,

. l’l' .
(37 a,u — m)zp(az) =0
sem nunca nos preocuparmos em que referencial estamos.

A razao é que estamos implicitamente a usar o facto de que deve ter a
mesma forma em todos os referenciais de inércia, isto é no referencial S’
deverd ser

SR, T( I\ _
Numa transformac3o geral entre S e S’ definida através das transformacdes,
't =at, ¥

um escalar fica invariante ¢'(z’) = ¢(x), mas um vetor muda como as
coordenadas,

AM = at, A”.

Jorge C. Romao
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Transformacoes de spinores

Sumidrio

Equacdo KG

Equac3o de Dirac

Unidades h = c=1

Particula livre

Covariancia

e Adjunto

Bilineares

Mar de Dirac

Conjugacao C'

0 A questao é saber como se transformam os spinores nas transformacoes dwe
Lorentz. Vamos aqui sé dar o resultado. Se definirmos

(") = S(a)i(z)
entao a equacao de Dirac é covariante se
S(a)y"S~ (a)a”, =+
0 A forma explicita depende do tipo de transformacoes de Lorentz. Assim
1. Rotacoes
Sp = e%ﬁ'fJ

—

onde # é um vetor coma direcao da rotacao e mdédulo igual ao angulo
de rotacao e

. & 0
=[5 4

Notar que em cada bloco diagonal os spinores transforma-se como em
mecanica quantica nao relativista.
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Transformacoes de spinores

Sumidrio

Equacdo KG

Equac3o de Dirac

Unidades h = c=1

Particula livre

Covariancia

e Adjunto

Bilineares

Mar de Dirac

Conjugacao C'

2. Transformacoes de Lorentz (boosts)

W

N[~

SL:e

onde & sao as matrizes de Dirac, e & é um vetor na direcdo da velocidade

relativa entre S e S’ tal que

‘7’
tanh w = u
C

3. Inversao no espaco (Paridade)

Neste caso
1 0 0 0
o 0O —1 O 0
v O 0 -1 0
_O 0 0 —1_

= Sp=m
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Adjunto de Dirac

Sumidrio

Equacdo KG

Equac3o de Dirac

Unidades h = c=1

Particula livre

Covariancia

® Spinores

Bilineares

Mar de Dirac

Conjugacao C'

0 A escolha mais simplista para formar um invariante seria 1)T1). Contudo esta
quantidade n3o é um escalar mas sim a componente temporal dum 4-vetor,
como vimos. Como formar entdo um escalar? Para isso notemos, que

SL=Sp#Spt = Wiy # gy

0 Podemos mostrar que para todas as transformacoes de Lorentz temos
ST _ 705_170

O Por isso se definirmos o chamado adjunto de Dirac
¥(z) = Pt (2)y°

entao temos

W =Sy, ¥ =95

0 Portanto
P = pSTHSY = Pip

e um escalar, invariante para todas as transformacoes de Lorentz.
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W L1ISBOA | Covariantes bilineares

Sumidrio

0 Tal como qualquer matriz complexa 2 X 2 se pode exprimir em termos de 4
matrizes linearmente independentes (por exemplo a matriz identidade mais
as matrizes de Pauli) assim qualquer matriz 4 x 4 se pode exprimir em
termos de 16 matrizes 4 X 4 linearmente independentes.

Equacdo KG

Equac3o de Dirac

Unidades h = c=1

Particula livre

Covariancia

0 Para introduzir estas matrizes é conveniente definir a seguinte matriz
Mar de Dirac

_ . 0.1.2_3
Conjugacao C' 75 — Z,y ,y /y /y

que na representacao de Dirac tem a forma

5

O = O O
o O O
o O O
S O = O

0 Da definicao resultam as propriedades importantes

{771 =0, () =1
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Sumrio 0 Estamos agora em posicao de definir as 16 matrizes 4 x 4
Equacdo KG
Equac3o de Dirac FS _ 1
Unidades h =c=1
Particula livre FL/ = Tu
Covariancia 7/
N T _ _
Bilineares F’uy O-LLV - 5 [’Vua ,YV]
Mar de Dirac A
Conjugacao C' F’u = 757,&
P _
I =15

0 Os simbolos S, V, T, A e P designam: escalar, sector, tensor, pseudo sector
e pseudo-escalar e tém a ver com a maneira como os bilineares

W T%Y a=0SV,T,Ae P

se transformam para transformacdes de Lorentz.
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Sumrio 0 Por exemplo
Equacao KG
Equacgdo de Dirac F('x/) FAw ( ) :’(p ( )’}/5’7M¢ ( )

Unidades h = c=1

Particula livre —E( )S_ V5 Y S (x)
Covariancia _det a al'ul/w< )757,/770(3:)

Bilineares

Mar de Dirac
Conjugaio C 0 Usdamos o facto de [S, 5] = 0 para transformagdes de Lorentz préprias e
{P,~5} = 0 para a inversdo no espaco.

0 Isto mostra que 9(z)7y57v,% () se transforma como um sector axial ou
pseudo-sector.

0 De forma semelhante se podiam demonstrar as propriedades de
transformacao dos outros bilineares.
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Interpretacao das solucoes de energia negativa: “Mar” de Dirac

Sumidrio

Equacio KG

Equacdo de Dirac

Unidades h = c=1

Particula livre

Covariancia

Bilineares

Conjugacao C'

O Apesar de todos os sucessos da equacao de Dirac descritas anteriormente o
problema das solucoes com energia negativa continua por resolver. Este
problema nao é um problema académico, pois é preciso explicar porque é que
os electroes nos dtomos nao efectuam transicao para estados de energia
negativa. Por exemplo um célculo simples da para o electrao, no estado
fundamental do hidrogénio, uma taxa de transicdo de 10° s~! para decair
no intervalo [—mc?, —2mc?|

0 Foi Dirac quem primeiro forneceu um tratamento consistente das solucoes de
energia negativa. O argumento de Dirac sé funciona para fermioes pois faz
uso do Principio de Exclusao de Paulli.

0 Assim para Dirac o vacuo da teoria é constituido por todos os estados de
energia negativa preenchidas. Devido ao principio de exclusao de Pauli um
electrao com energia £ > 0 nao pode entao efectuar uma transicao para um
estado de energia negativa, explicando a estabilidade dos dtomos. Claro que
o vacuo tem energia e momento infinitos mas fisicamente s6 medimos
diferencas em relacao ao vacuo e essas serao finitas.
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Interpretacao das solucoes de energia negativa: Antiparticulas

Sumidrio

Equacio KG

Equacdo de Dirac

Unidades h = c=1

Particula livre

Covariancia

Bilineares

Mar de Dirac

Conjugacao C'

O A principal consequéncia desta interpretacao é a existéncia de antiparticulas,

neste caso o positrao. Consideremos que o vacuo tem uma lacuna ou
buraco. Isto quer dizer a auséncia dum electrdo de energia —F e carga —|e|.
Mas isto pode ser igualmente interpretado como presenca duma particula de
carga +|e| a energia positiva +F, isto é, o positrdo. Assim a produ¢ido dum
par electrao-positrao

Isto €, um electrao é excitado dum estado de energia negativa deixando atras
de si uma lacuna no mar de Dirac. Como esta lacuna corresponde a um
positrao ficou criado um par ete™. lgualmente a aniquilacio
electrao-positrao pode ser interpretada como um electrao com E > 0 que
faz uma transicdo para um estado com E < 0 que estava livre (positrdo )
desaparecendo portanto o electrao e o positrao

A
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Interpretacao das solucoes de energia negativa: Antiparticulas

Sumidrio

Equacio KG

Equacdo de Dirac

Unidades h = c=1

Particula livre

Covariancia

Bilineares

Mar de Dirac

Conjugacao C'

0 Com a teoria dos buracos abandonamos a interpretacao em termos de
funcoes de onda de uma particula para passar a ser uma explicacdo em
termo de muitas particulas.

0 S6 o formalismo da segunda quantificacdo, com os seus operadores de
criacao e destruicao permitird fazer uma descricao consistente desta teoria
de muitas particulas.

0 Essa explicacao, como veremos, também se aplicara aos bosoes, o que a este

nivel ndo é possivel de explicar por nao satisfazerem ao principio de exclusao
de Pauli.

0 Contudo a interpretacdo de Dirac teve um papel determinante no
desenvolvimento da teoria e a descoberta experimental das anti-particulas foi
um grande sucesso.
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W LISB0A | Conjugacao de carga

0 Interacao com campo eletromagnético: Acoplamento minimo e < 0

Sumidrio

Equacio KG )

et 0, — 0, +1ieA,

quacdo de Dirac

Unidades h =c=1 ] Equagéo para carga e < O

Particula livre

Covariancia (Z’V’”Lau — e/y:UJA'UJ — m) w(l‘) = O
Bilineares

Mar de Dirac ] Equagéo para Carga —e€ > O

(i7" 0y + ey Ay, — m) () = 0

0 Deve existir uma operacao de simetria tal que

_ —T .20 0 —’i02
¢c—0¢ Y — C—’L’Y 7= [-’iO’z 0 ]
0 Exemplo da conjugacao de carga
0 58
_ 0 imt _ 0 —imt
Y =N ol€ = Ve =N ol €
1 0
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