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Problemas Capitulo 4

Ondas

*4.1 Uma onda transversal propagando-se
numa corda vibrante muito longa é dada pela
expressao

y(x,t) = 6 x 10™%sin(2 x 7 + 4.07t) (SI)

a) Determine a amplitude da onda.

b) Qual o comprimento de onda e a frequén-
cia?

¢) Qual a velocidade de propagagao?

d) Qual a direccao de propagagao?

e) Determine a velocidade maxima transver-
sal de uma particula na corda.

4.2 Um ¢mpulso triangular de 0.5 m de altura
e de 2 m de comprimento desloca-se segundo
a direcgao positiva do eixo z numa corda, com
velocidade v = 12 m/s. No instante ¢ = 0, o
impulso estd entre 1 = 1m e z3 = 3 m.
Faca um gréfico da velocidade transversal do
ponto z3 em funcgao do tempo.

4.3 Mostre que

u(z,t) = up sin(wt) sin(kt)

é solugao da equacgao de ondas e que repre-
senta a sobreposi¢ao de duas ondas de igual
amplitude, propagando-se em sentidos opos-
tos ao longo do eixo x. Essa solugao é uma
onda estaciondria, apresentando nodos fixos
ao longo de x; qual a posicao desses nodos?

Ondas electromagnéticas

*4.4 Determine as frequéncias das ondas
electromagnéticas que possuem os seguintes
comprimentos de onda no vazio:
a) 10® m (onda longa de radio);
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m (onda curta de radio);
3 cm ( microondas);
10~* m (infravermelhos);
5000 A (luz visivel);
O A (raios X);
~2 A (raios v)
4.5 Mostre que E = Ege! (“i=F7) gatisfaz a
equacao das ondas.
*4.6 E conhecido o campo eléctrico duma
onda plana electromagnética propagando-se
num meio dieléctrico (p, =1 ):

E.=0
Ey=—Ejcos|wt — K| <£y+ i_z)]
E.=Fjcos|wt — |k‘| <£y+ £Z>‘| )

onde Ep = 0.4x 1072 V/m, w = 5x10° rad/s
elk|=2x103m!

a) Qual a direcgao e sentido da propagagao
da onda? Represente num sistema de eixos
(z,y, z) o vector 7i. Verifique que 7 - E=0
b) Qual o indice de refrac¢do do meio?

¢) Qual o comprimento de onda?

d) Qual a polarizagao da onda?

*4.7 Uma onda plana electromagnética pro-
paga-se num meio nao condutor (u, = 1,
UzOef=O). Ocampoﬁédadopor

H,=-3x10"3cos (wt . |E|z) A/m

Hy= 210 sin (wt — [F]z) A/m
H.=0;
w=8x10°rad/s e |k| =3.4x 1072 m*
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a) Qual a permitividade do meio em que se
propaga a onda?

b) Escreva as componentes do campo eléctri-
co E e descreva a polarizacao da onda.

¢) Qual o comprimento de onda ?

*4.8 E conhecido o campo eléctrico duma
onda plana electromagnética propagando-se
num meio dieléctrico (pu, =1 ):

E,=FE, =00
E,=Ejcos lwt— || (? x — g y)} (SI),

Ey =2x107°V/m, w = 6 x 10° rad/s e
k| =3x103mL.

a) Qual o indice de refracgao do meio?

b) Qual a direcgdo e sentido da propagagao
da onda?

¢) Calcule o campo H da onda.

d) Qual a polarizacao da onda?

*4.9 Uma onda e.m. plana propaga-se num
meio nao condutor, com u, = 1. O campo
eléctrico é E = E, e, com

wt— | <§y— %)] ,

Eo = 0.5V/m, w = 6.5 x 106 rad/s e |k| =
3.1x1072m™L.

a) Defina a direcgdo e o sentido da propaga-
¢ao da onda.

b) Qual o indice de refrac¢ao do meio?

E, = Eqcos

¢) Determine o seu campo magnético H.

d) Qual a polarizacao da onda?

e) Determine o vector de Poynting S.

*4.10 O campo magnético de uma onda
electromagnética plana, propagando-se num
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meio, com pu, = 1, é dado por

H, = Hpsin(---)
H, =0
H, = —Hycos(--+),

onde
()= (75x 10% -3 x 107 %) ,

e Hy=6x1072 A/m, t é expresso em segun-
dos, e y em metros.

a) Qual a direcgao de propagacao ?

b) Qual o indice de refracgdo do meio?

¢) Descreva a polarizagao da onda?

*4.11 Uma onda plana de rddio propaga-
se no vacuo na direccao x polarizada linear-
mente, com o vector E na direccao do eixo do
y. A sua frequéncia é f = 1 MHz. A poténcia
média por unidade de area propagada pela
onda é 20 W/m?.

a) Determine o comprimento de onda.

b) Determine as amplitudes de EeH.

¢) Escreva as expressoes analiticas de EeH.
*4.12 E conhecido o campo eléctrico duma,
onda plana electromagnética de frequéncia
f =10 Hz propagando-se no vazio.

E,=0
E,=0
3 1
E. = Eysin wt—k‘(% —§y>] ,

onde Fy =2 x 107 V/m.

a) Qual a polarizagdo da onda incidente?
Qual a direcgao de propagacao?

b) Esta onda incide numa lamina de vidro de
faces paralelas (nyigro = 1.5). Calcule a es-
pessura minima da lamina para que as ondas
reflectidas nas duas faces tenham uma dife-
renga de fase de 180°.
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Energia

4.13 Mostre que

2 2 1
< sin” wt >=< cos” wt >= 5

*4.14 Uma nave a 30 000 km da Terra pos-
sui um emissor de 10 W emitindo isotropica-
mente a uma frequéncia de 2 GHz. Calcule
o valor médio do vector de Poynting e o va-
lor de pico do campo eléctrico a superficie da
Terra.

*4.15 A Terra recebe do Sol aproximada-
mente 1.5 kW/m? (poténcia integrada sobre
todas as frequéncias).

a) Qual é poténcia total emitida pelo Sol, su-
pondo que radia isotropicamente? (Distancia
Terra-Sol = 1.5 x 10! m).

b) Qual a poténcia total recebida pela Terra?
c) Se a massa do Sol for 2 x 103° kg, e se
esta for convertida em energia radiante com
eficiéncia de 1% , qual o tempo de vida do
Sol, supondo que ele continua a radiar a taxa
actual?

*4.16 Uma fonte pontual emite ondas esfé-
ricas. A intensidade a uma certa distancia
da fonte é 25 W/m?. A intensidade noutro
ponto 10 metros mais afastado da fonte é
16 W/m?.

a) Qual a distdncia da fonte ao primeiro
ponto?

b) Qual é a poténcia da fonte?

4.17 Uma onda electromagnética plana e
monocromadtica, propagando-se no ar (€, =
1, ur = 1), apresenta um campo eléctrico de-
finido por

E = Eycos (wt — kit - 7) €y

com By = 02V/m e w = 27 x 1075 rad/s.
A onda incide sobre uma superficie plana de
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um dieléctrico, com €, = 4, pu, = 1, segundo
um angulo ¢ = 30°.

a) Escreva as expressdes para 0s campos
eléctrico e magnético das ondas incidente, re-
flectida e transmitida.

b) Mostre, ainda, que a energia que incide
por segundo, por unidade de &rea, sobre a
superficie do dieléctrico é igual a soma das
energias das ondas reflectida e transmitida.

Reflexao e refracgao

*4.18 Verifique que, quando uma onda passa
através de um meio limitado por lados planos
e paralelos, a direccao de propagacao do raio
emergente é paralela a do raio incidente, e
calcule o deslocamento lateral dos raios em
fungao da distancia entre os planos.

4.19 Em termos matemdticos o principio
de Fermat pode ser enunciado da forma se-
guinte: A luz segue a trajectéria que mini-
miza a quantidade

1 /%
T =-— / nds .
c Js,

Considere que a luz se propaga no plano zx
dum dado referencial. Mostre que: a) A tra-
jectéria z(x), que corresponde ao minimo de
T, é a solucdo da equacao

F=n (z(x) +1+ (2/)2) ,

e onde z'(z) = dz/dx. Sugestdo: pense na
analogia com as equagoes de Euler Lagrange.
b) Se n for constante, entdo a trajectéria é
uma linha recta.

4.20 Considere um raio luminoso que incide
num prisma, conforme se indica na figura.



Problemas

a) Mostre que o angulo de desvio § é minimo
para valores de 6 tais que o raio passa o
prisma simetricamente.

b) Para raios que passam o prisma simetrica-
mente mostre que

a+0

. .«
sin = Nprisma Si0 5 -

¢) Se o indice de refracgdo do prisma for
Nprisma = 1.48 para o vermelho e Nprisma =
1.52 para o violeta, qual é a separacao angu-
lar da luz visivel num prisma com o = 7/3?
Qual a distancia do vermelho ao violeta num
alvo a 1 metro de distancia?

4.21 Mostre que o maximo do angulo 6 do
arco-iris primdario, Eq. (4.191), ocorre para

. 1 ( Nsgua ) 2 1
COS1 = —= E— — .
V3 Nar

Mostre que se niial:a = 1.33 entdao i ~ /3 e
0 ~ 42°.

4.22 Considere a trajectéria dos raios so-
lares para o arco-iris secundério indicada na
Fig. 4.26. Deduza os seguintes resultados:

a) Relagao entre 6 e o angulo de incidéncia,

1
sin z)

9:7T+2i—6arcsin( i

Nagua
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b) O angulo 6 tem um minimo para

mng 2
( agua) -1
2¢/2 '

Mostre que, se niéﬂ = 1.33, entao ¢ ~ 71.9°
ar

e 6 ~ 50°.

4.23 O campo magnético de uma onda e.m.

plana e monocromaética, propagando-se no

vazio, é dado por

cost =

H (7, t) = Hysin (wt — 2210 — 37 - 7) &,

onde Hp =6 x 1078 A/m.

a) Determine a frequéncia angular, o estado
de polarizagao e a expressao para o campo
eléctrico E.

b) Suponha agora que a onda incide, segundo
o angulo de Brewster, sobre uma superficie
plana de um dieléctrico, com indice de re-
fraccdo n’ = 1.5. Determine o angulo de in-
cidéncia e o vector de onda k = ki no inte-
rior do dieléctrico e ainda o campo eléctrico
da onda reflectida.

¢) Mostre que a energia que incide por se-
gundo e por unidade de &rea sobre a su-
perficie do dieléctrico é igual & soma das ener-
gias das ondas transportadas pelas ondas re-
flectida e transmitida.

Interferéncias

4.24 Temos dois dipolos oscilantes, para-
lelos, em fase, separados por uma distancia
igual a A/2. Mostre que:

a) na direcgado normal & linha que une os dois
dipolos é maxima a intensidade emitida pelo
sistema e igual a 4 vezes a intensidade devida
a um dipolo;

b) na direcgdo da linha unindo os dipolos é
nula a intensidade;
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¢) na direcgao fazendo 30° com a direcgao da
alinea a), essa intensidade é igual a 2 vezes a
intensidade de um dipolo;

d) verifique o que se passa quando os dois
dipolos estao desfasados de 7 radianos.

4.25 Considere o caso em que a distancia
entre os dipolos é igual a A\/4, e um dipolo
estd atrasado de /2 radianos em relagao ao
outro. Verificar que existe um nitido efeito
direccional.

Outros tépicos

4.26 Para os guias de ondas rectangula-
res da Seccao 4.12, estude o modo TE com
ky = 2m/a. Em particular, determine a sua
frequéncia de corte. Serd facil generalizar
para um n qualquer?

4.27 Considere o guia de ondas com secgao
rectangular e eixo segundo o eixo z. Escreva
0s campos na forma

E' _ g((E, y) el (wt—k2)

H = H(x,y) e @F=2) (4.268)

a) Partindo das equagtes de Maxwell,
mostre que as componentes transversais & 4
e H,y podem exprimir-se em fungao das com-
ponentes longitudinais £, e H..

b) Mostre que as componentes longitudi-
nais obedecem a equagao diferencial

02 0?
(302 * g+ &0 =0,

onde
2

2 _ W 2
kS =— — k3 .
c
¢) Mostre que as condigdes na fronteira
apropriadas para as solugoes da equagao an-
terior sao

OH.

on seccao

& |sec<;§uo =0,
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d) Escreva a solucao geral da para as com-
ponentes longitudinais, para os modos TE
(€. =0)e TM (H, =0).

4.28 Considere os modos TEM, correspon-
dentes a £, = H, = 0 (ver Problema 4.27).

a) Mostre que isso s6 é possivel, se k? =
w?/c?, isto é w. = 0.
b) Mostre que as equagbes de Maxwell impli-
cam, neste caso, que

6'(5::1‘]31\/[:07 6X5TEM=0.

¢) Verifique que as equacoes da alinea ante-
rior correspondem a um problema de elec-
trostdtica a duas dimensodes (as dimensoes

transversais) equivalente a V2¢rgm = 0,
com ¢TeM constante na superficie condutora
do guia e STEM = _V¢TEM~

d) Mostre que s6 existe modo TEM se o con-
dutor nao for simplesmente conexo. Este re-
sultado mostra que estes modos nao podem
existir num guia de ondas, mas sim em ca-
bos coaxiais e linhas bifilares. Em resultado
da alinea a), ndo hé frequéncia de corte para
estes dois casos.

Métodos numéricos

4.29 Considere que, nas condi¢oes do Pro-
blema 4.19, o indice de refracgéo é s6 fungao
da altura, isto é n(z).

a) Deduza a equagao diferencial que resulta
do principio de Fermat:

dn
n__ "
n(z) z p]

12\ __
. (1+z )—0
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b) Prove que esta equagio diferencial de se-
gunda ordem é equivalente ao seguinte sis-
tema de duas equagoes diferenciais de pri-
meira ordem:

dz

& =~ W

df dn 1

& T & P

¢) Considere que o perfil do indice de re-
fracgao é dado por
0.0003

n(z) =1+ 15 oo2)/Az  oGo—2)/Az

)
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com zg = 0.5m e Az = 0.1 m. Resolva nu-
mericamente a equacao diferencial para a tra-
jectéria do raio luminoso. Para isso, use o
método de Runge-Kutta com condicoes fron-
teira apropriadas. Investigue as condigoes em
que ha curvatura apreciavel do raio luminoso.
Para isso, considere que o observador estd a
z = 1.5m e que o objecto estd a distancia
L =200 m. Reproduza a Fig. 4.22.



