“Paradoxo” do disco de Feynman

No capitulo 17 do volume II do curso Feynman Lectures on Physics [1] é apresentado
um aparente paradozo. Digo aparente, pois nao se trata de facto dum paradoxo mas de
um problema que vai aumentar o nosso conhecimento do campo electromagnético. A
questao é a seguinte.

Considere a situagao representada na figura (copiada do referido livro). H4 uma corrente
estacionaria na bobina e o disco, que pode rodar livremente sem atrito, estd parado.
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Fig. 17-5. Will the disc rotate if the
current | is stopped?

Suponha que num certo instante a corrente na bobina é interrompida sem intervencgao
exterior. Enquanto havia corrente existia um campo B mais ou menos paralelo ao eixo da
bobina e portanto existia um fluxo magnético que atravessava o plano do disco. Quando a
corrente vai para zero o fluxo também ira para zero. Esta variacao de fluxo vai dar origem
a um campo eléctrico induzido que circulara em circunferéncias com centro no eixo. As
esferas carregadas vao sentir este campo eléctrico tangencial ao perimetro do disco. A
forca é no mesmo sentido para todas as cargas e portanto havera um bindrio resultante
aplicado ao disco que comegara a rodar. Em principio poderiamos calcular a velocidade
angular de rotagao conhecendo as cargas, o momento de inércia do disco e a corrente da
bobina.

No entanto, dai o paradoxo, poderiamos fazer outro argumento. Usando o principio de
conservacao de momento angular podemos dizer que o momento angular do conjunto
disco, bobina e cargas é nulo e que portanto devera permanecer nulo depois da corrente
ir para zero. Assim nao deverd haver rotagao. Qual dos dois argumentos é valido?

Para compreender a solugao do problema sao necessarias alguns conceitos que normal-
mente nao sao dados num curso elementar de electromagnetismo. Vamos expor esses
conceitos em forma de problemas.



Comecemos por recordar o teorema de Poynting sobre a conservacao de energia em elec-
tromagnetismo. Na forma integral pode-se escrever
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onde a energia electromagnética é dada por
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Vimos ainda que o tltimo termo da Eq. (1) corresponde a taxa de variagdo da energia
mecanica das particulas actuadas pelos campos, isto é,
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Podemos entao escrever uma lei de conservacao para o sistema campo electromagnético
mais particulas carregadas na forma,

au  d
dt  dt
com uma interpretacao obvia. Vimos portanto que o sistema campo electromagnético

mais particulas carregadas obedece a uma lei da conservacao da energia. Vamos neste
problema mostrar que algo de semelhante se passa para o momento linear.

(Usnee + Uumn) = — /S §.7ds (5)

a) Parta da expressao da forga de Lorentz para particulas carregadas

—

F=q(E+¥xB) (6)

para mostrar que a taxa de variacao do momento linear das particulas, descritas como
distribuicoes de carga e corrente, se pode escrever

dﬁmec
dt
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b) Use as equagoes de Maxwell (considere uma interpretacdo microscépica em que as
particulas se movem no vazio com ¢€; e jig) para substituir p e J e obter

= +£/V60(E><B) dv = G(t) (8)
onde
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¢) Mostre que se tem
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onde se usou o teorema da divergéncia e o tensor Ty, (designado por tensor das tensoes
de Maxwell) é dado por
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d) Use os resultados das alineas b) e ¢) para, comparando com a alinea a), mostrar que é
consistente interpretar
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como o momento linear do campo electromagnético. Verifique que as unidades estao
correctas.
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Neste problema vamos identificar o momento angular associado ao campo electromagnéti-
co.

a) Use o tensor completamente antisimétrico no espago a 3 dimensoes €;;, com a definicao

€ = 1 se (ijk) for uma permutacao par de 123
€ = —1 se (ijk) for uma permutagao impar de 123
€ijk = 0 em todos os outros casos
(13)
para mostrar que o produto externo se dois vectores se pode escrever
L 3
(A X B) = Z €ijk A]Bk (14)
k=1
muitas vezes simplesmente escrito como
onde se usou a convencao de Einstein (indices repetidos estao somados).
b) Partindo da equagao da mecanica
dL 5 L.
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onde

Low = / 7x B dV (18)
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Estamos agora em condigoes de atacar o problema do disco de Feynman. Antes de mais,
a resposta é que o disco vai rodar. Para isso é preciso compreender que o momento an-
gular do campo electromagnético tem que ser tomado em conta na lei de conservacao.
Em vez de tratar directamente o problema proposto por Feynman, vamos antes usar uma
variante, proposta por Kirk McDonald nos problemas da disciplina de electromagnetismo
da Universidade de Princeton http://www.hep.princeton.edu/ "mcdonald/examples/.
A ideia é substituir a bobina por um pequeno dipolo colocado na origem e as cargas por
anel carregado uniformemente. Com estas modificacoes é possivel encontrar expressoes
explicitas para os campos e resolver o problema analiticamente. No entanto, como vere-
mos, o grau de dificuldade ¢é elevado.
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Considere uma bobina pequena centrada na origem percorrida por uma corrente que da
origem a um momento magnético m = mé,. No plano do disco existe um anel de raio a
carregado uniformemente com carga total ). O anel esta solidario com o disco e bobina
e o conjunto pode rodar livremente em torno do eixo dos z sem atrito, co o no problema
inicial do Feynman. Vamos primeiro calcular o momento angular inicial, que sera somente
o associado ao campo electromagnético.

a) Mostre que o potencial electrostético do anel de carga se pode escrever, em coordenadas
esféricas, para um ponto sobre o eixo dos z como
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onde se usaram os resultados do Problema III dos Problemas Extra de Electrostatica.

b) Use os resultados da alinea a) e os métodos do Problema III dos Problemas Extra de
Electrostatica para mostrar que em qualquer ponto, com simetria azimutal, se tem

Q o ,r.n
T > P,(0) P,(cosf) r<a

QS(T, 9) = Q no:oo n (21>
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c¢) Usando os resultados da alinea b) e o facto que

dP,(cos )

7 = Pl(cos®) (22)

mostre que o campo eléctrico devido ao anel de carga tem a expressao geral
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Nestas expressoes P!"(x) sdo os polinémios associados de Legendre e para referéncia futura

1 (% +1) (20 — 1!
Py(0)= — (-1} =22 = (1)~ ———2— 1=0,1,2,3,...
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onde se definiu
20-D=2[-1)(20-3)(2l—=5)---1 com (—-D!I=1 (27)

d) Mostre que o campo B do dipolo magnético m = mé,, colocado na origem, se pode
escrever em coordenadas esféricas na forma

o 2m Pi(cos6) po m Pl (cos0)
B=———+——"2 By=—"———"—- B,= 2
47 r3 o 4 r3 » =0 (28)
onde
Pi(cos®) = cosf, Pl(cos) = —sind (29)

e) Usando os resultados das alineas anteriores e do Problema II, comece por mostrar que
o momento angular do campo Eem sO tem componente segundo o eixo dos z. Mostre em
seguida que

7% (E'x B)] =rsing (E,By— E,B,) (30)

Isto quer dizer que para calcularmos o momento angular inicial temos de efectuar o
seguinte integral

o] 1
Lem, 2 inicial = 27reo/ ngr/ dcosf sinf (E,.By — EyB,) (31)
0 1
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f) Use a relagao

1
sin 0P (cos ) = 712(2711) [Poy1(cosl) — P,_1(cosb)]
para escrever
9 po Qm 2
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Agora use a relagao de ortogonalidade dos polinémios de Legendre

2 0nm
/ dcosf P,(cos0)P,,(cosf) =
2n +1
para obter
o Qm [ { 2 4 2
Lemzinicia = T d . -5 z
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(32)

(34)

(36)

(37)

Como Liyec z inicial = 0 devemos ter para o momento angular total no instante inicial (antes

de interromper a corrente)
Ho @m

Lz,im‘cial -
4T «a

IV

(38)

Vamos agora calcular o momento angular depois da corrente ter completamente desapare-
cido da bobina. Nessa situacao nao existe campo magnético (nesta variante do problema
devemos ter m = () e portanto ndo ha momento angular associado ao campo, sé associado
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ao sistema mecanico. Vamos neste problema calcula-lo e mostrar que é igual ao calcu-
lado no problema anterior, havendo portanto conservagao de momento angular e havendo
rotacao do sistema quando a corrente se anula.

a) A variagdo de fluxo vai dar origem a um campo eléctrico azimutal que obedece (em
cada instante) a

dd
E,dl = —— 39
B = = (39)
Mostre que se tem
dLec Q do
—— =aQF, = —— 4
dt QL 2 dt (40)
b) Integre a equacao para obter
Q@
Lmecz nal — 5 cbinicia 41
afimal = 5 1 (41)

c) Calcule ®ipicia. Para isso repare que B, diverge quando r — 0. De facto a expressao
do momento do dipolo é aproximada e sé valida para r > a. No entanto note que

Dipicial = 27T/ dr rB, = —27T/ dr rB, (42)
0 a
onde 2m Py(cos 0)
Lo 2m Pa(cos
B, =——— 43
4 r3 (43)
Justifique.
d) Faca o integral final para mostrar que
po Q@m
Lmecz nal — Lemzinicia = o T 44
s final inicial = 7 (44)
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