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Em teoria quantica dos campos um esquema de renormalizacao tem duas

componentes. Primeiro hd um processo de regularizacdo que isola os
infinitos que aparecem nos diagramas de Feynman. A regularizacao é
arbitraria desde que mantenha as simetrias da teoria. Para teorias sem
campos de gauge hd muitos processos alternativos. Para teorias de gauge o
melhor processo parece ser a regularizacao dimensional.

Depois de regularizada a teoria teremos que especificar um método

sistematico para remover as divergéncias e definir os parametros
renormalizados de teoria. A este processo chamamos esquema de

renormalizacao. Ha uma grande arbitrariedade na escolha do processo de

subtracdo. A fisica contudo nao pode depender desta escolha. Este é o
contetido do grupo de renormalizacao: O contetdo fisico de teoria deve ser

invariante para transformacoes que apenas mudem as condicoes de

normalizacao.

Vamos comecar por estudar os chamados esquemas com subtracao de

momento. Conforme o ponto no espaco dos momentos externos que serve

de definicao as funcoes de Green irredutiveis, podemos ter varias formas
deste esquema. Vamos exemplificar com a teoria A¢p?.
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Esta definicao corresponde a uma série de Taylor para os momentos exteriores on -

shell. Para a self-energy isto da

[ B(m?) =0
¢ 0X(p?) _
op? B
\ D p2=m?2

Em termos de Fg)(pz) dado por

~

I'%(p) = p* —m? — X(p?)
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Obtemos

(TP (m?) =0
< (2)
ory .
dp
\ p2:m2

4 : ,
Para F%) uma escolha conveniente é

F%)<pl7p2ap3> = —A para <

Neste caso os pardmetros m? e \ s3o a massa fisica e, a menos de factores

cinematicos, a seccao eficaz para s =t =u = %mQ respectivamente.

Jorge C. Romao

TCA-2012 -5



TECNICO . . .
W LISBOA | Intermediate renormalization

Lecture 12 Este esquema corresponde a uma expansao de Taylor em torno de momentos nulos.

Renormalization

e Momentum sub.

o On-Shell E(pQ) = 3(0) + E/<O)p2 =+ i(pQ)
® General case ~
sRe A parte finita 3(p?) obdece as condicdes
e Callan - Symanzik

e Weinberg's Th. , ~

e Asymptotic solution E (O) — O
Minimal subtraction
Lecture 13 < ~—
oY
Eff gauge couplings W — O
p p2 :O

Applications \

(2)
R

que traduzidas em termos de I'};,’ se escrevem

[ 13 (0) = m?

N\

oy _
. 9p°
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4: . ~ Ve
Para F%) a condicao é

F%)<pl7p2ap3> = —A para

Neste esquema m?

p1r=p2=p3 =10

nao é a massa fisica e A ndo é nenhuma quantidade

mensuravel pois os pontos p; = 0 n3o pertencem a regiao fisica. Podemos no
entanto exprimir todas as quantidades mensurdveis em termos destes dois

parametros, como veremos adiante
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Os dois exemplos anteriores sao casos particulares do esquema geral onde as
condicoes de normalizacdo podem ser funcoes de varios momentos de referéncia

51762---

N\

tais que

(T (E2) = m?

or'? .
Op* N

p?=£3

| T (5,84, 65) = =
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Consideremos dois esquemas de renormalizacido R e R’. Como ambos partem do
mesmo Lagrangeano nao renormalizado

L=Lr+ALr=LRr +ALp

devemos ter

¢R:Z¢

Logo

O =2, (R, R)onr

onde

Zs(R',R) =

—1/2

(R)o

Op = Z;UQ(R/)% :
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—1/ 2/
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Lecture 13
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Applications ( /)
Z\(R
Z\(R,R) = 27
R = @)
m*(R',R) = &m*(R) —ém*(R)

sao quantidades finitas. A operacao que leva as quantidades num esquema de
renormalizacdo R para outro esquema R’ pode ser vista como uma transformacao
de R em R’. O conjunto de todas estas transformacoes forma o Grupo de
Renormalizacao.
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0 Vamos agora ver como dar uma expressao analitica a invariancia para

transformacoes do grupo de renormalizacdo. A forma da equacao do grupo

de renormalizacao depende do esquema de renormalizacao utilizado. Vamos
aqui obter as equacoes do GR para o esquema com substracao de momento,
a chamada equacao de Callan - Symanzik.

Notemos primeiro que

0 i i (—i) i
= —i
Om3 \ p? — m2 + ic p?—m3 +ic" p?—m3+ie

isto é, a derivacao duma funcao de Green n3o renormalizada em relacao a
massa despida é equivalente a insercao dum operador composto %(bQ levando
momento zero, isto é

or (pz)
5’m(2)

= —ir'2(0, p;)
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As funcoes Green irredutiveis renormalizadas sao dadas por

(

\ P2 R

Ent3ao a equacao anterior escreve-se

L (pss i) = Z(;n/Q)I‘(n) (pi; Ao; mo)

(s pis \sm) = Z3 25T (s pis Aoy mo)

a —n n . —n n
s 6700 )] = 20
0
e portanto
n,,_10Z¢ ,—nj/24(n) —n/2 0 _(n) : —n/2n(n)
“9% gmzZe Tr t 2o et = 7t 2edy T Typ(0ipn Am)
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e om? Om O ON 0 ndlnZ (n) _ (n)
Minimal subtraction F Z F
cture 13 lﬁmg om?2 Om * om? ox 2 om? Tt g2 R
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ou ainda

Applications

[ a(; -+ ﬂ — n*y] F( " — im ong(ﬂ)R

que € a equacdo de Callan - Symanzik para a teoria ¢*, onde o, 5 e 7 s3o funcdes
sem dimensoes
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2m

m

2

2 Omg
om”
omg

01n Z¢

2 Omg

om”
omg

Z 2

Om.

omg

A funcao « estd relacionada com ~. De facto se escolhermos as condicoes de
normalizacao a p; = 0

I

(2)
P*R

( Fg)(O, A\, m) = —m?

(0,0, \,m) =1
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. .
& Weirberg's Th: Como as quantidades F( ") F( ) nao dependem do cut - off, esperamos também

* fsymprotieselution | aye o, B e v sejam mdependentes do cut - off. Para vermos isso pomos n =2 e
Minimal subtraction . . 2
diferenciamos em ordem a p

Lecture 13

Eff gauge couplings a a ( ) a ( )
- 2 . 2
Applications am -+ B 2’)/ a—]ﬂFR (p, )\, m) = —Zm a 5 F¢2R<O7 P, )\, m)

Pondo p? = 0 e usando

or'Y
Op?

p*=0
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Obtemos

: 0
Y= Zm2(7 o 1) W 52522)]{(07]?7 )‘7 m)
p p2:O

o que demonstra que y é independente do cut - off. Entdo a = 2(y — 1) também
o é e todas as funcoes excepto 3 sao agora independentes do cut - off. Portanto (3
também o é. Como a, 3 e v sao sem dimensdes e nao dependem do cut - off,
entdo sao somente funcoes da constante de acoplamento que também nao tem
dimensoes, isto é

a = aA)
B = B
v o= (N

Jorge C. Romao

TCA-2012 - 16



TECNICO
W LISBOA

Callan - Symanzik equation - - -

Lecture 12

Renormalization

® Momentum sub.

e On-Shell

® Intermediate ren.

e General case

e RG

® Weinberg's Th.

e Asymptotic solution

Minimal subtraction

Lecture 13

Eff gauge couplings

Applications

Nés vamos sobretudo estar interessados no esquema de subtraccao minima, por
Isso nao vamos agora calcular as funcoes «, 3 e v para todas as teorias, faremos
isso adiante. Indicaremos no entanto um método expedito para o seu calculo. Seja
por exemplo a fungdo 5(A). Notando que

O\ om? 0
6—')’)2(2)()\0"/\/7”) — am% 6m2)\()\0’A/m)
2
_ om= 1 8)\()\07A/m)

om2 2m dm

obtemos da definicao 1

0 0 — o
8= ma—m)\()\o,A/m) = ma—m[Z()\O,A/m))\O] = —)\OAa—A[Z()\O,A/m)]
B=-=A 0 [In Z (Mg, A/m)]

Oln A

onde, por definicio A = Z)(), e portanto Z = Z;lZfb

Jorge C. Romao

TCA-2012 - 17



TECNICO
W LISBOA

Callan - Symanzik equation - - -

Lecture 12

Renormalization

® Momentum sub.

e On-Shell

® Intermediate ren.

e General case

e RG

® Weinberg's Th.

e Asymptotic solution

Minimal subtraction

Lecture 13

Eff gauge couplings

Applications

O resultado de 1 - loop da

3o A2
Zy = 1 1
A + 3272 " m2
Zy = 14+0()\)
logo
. A2
Z=1- 30 In
32712 m2
e
— 3 A
InZ = In —
=gty
Portanto para ¢*

+O(A3)
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O teorema de Weinberg diz respeito ao comportamento assimptético das funcoes
de Green 1PI na regido Euclediana (p? < 0) e para valores n3o excepcionais dos
momentos (nenhuma soma parcial é nula).

Teorema

Se os momentos nao forem excepcionais e se 0s parametrizarmos com p; = ok, as

~ = 7 - Ve n "~
funcoes de Green irredutiveis de uma particula F%) comportam-se na regiao

euclediana profunda (o — oo e k; fixos, p? < 0) do modo seguinte

lim F(”)(aki, A,m) = 04_”[a0(1n a)bo + a1 (In a)bl + -]

o—00

lim T (0ks, A,m) = 02 "[ah(Ino)* + aj (Ing)" + -]

o—0Q0
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N3o faremos a demonstracao (ver Bjorken and Drell) mas notemos que as
poténcias de o sdo as dimensdes candnicas das fun¢bes de Green (em termos
da massa).

Se este comportamento é o verificado assimptoticamente depende da soma
da série dos logaritmos.

Se esta somar para uma poténcia de o, por exemplo ¢~ 7, entdo
assimptdéticamente o comportamento candnico o*~" é modificado para
o4~"=7 .~ é chamada a dimensdo anémala.

Como vamos ver o GR vai efectuar esta soma de logaritmos e dar-nos qual a
dimensao anémala.
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Do teorema de Weinberg temos que Fg) > Fg;)R para qualquer ordem (finita) em

A na regido euclediana profunda (o — 00). Se admitirmos que isto continua
verdade mesmo depois de somar todas as ordens de teoria de perturbacoes, entao
podemos desprezar o segundo membro da equacao de Callan-Symanzik e obtemos
uma equacao diferencial homogénea

0 9

asy

—ny ()

onde F(S; é a forma assimptdtica de F( ") 0 significado desta equacao é que nesta
regiao assimptética, uma mudanca no parametro de massa pode ser sempre

compensada por mudancas apropriadas do acoplamento e da escala dos campos.

=(n)
Para resolver esta equacao comecamos por definir uma quantidade FR sem

dimensoes, usando analise dimensional

0 (g, A, m) = mA="To (p; /m, ) .

asy
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satisfaz

m— + oc—

A) =0

m™ 4 (opi, A,m) =0

ou seja

m——l—a——l—(n—4)] L (opi, Aym) =0

Usando esta equacao podemos trocar a derivacao em ordem a massa pela
derivacao em ordem a escala na equacao de Callan-Symanzik para obter
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0 BN o mi(N) + (n— 4)

) (op;, A,m) =0
do

asy

Para resolver esta equacao removemos os termos sem derivadas com a
transformacao

A v(=x)

T (opi, A, m) = ot " o S E™) (6, A m)

asy

Substituindo na equacao diferencial vemos que os termos sem derivadas
desaparecem e obtemos uma equac3o diferencial para F(™)

0 0
[ do () 8)\] (0P, A,m) =0

Introduzindo ¢t = In o podemos escrever
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[8 0

K <A>5] FO) (e, A m) = 0

Para resolver esta equacao introduzimos a constante de acoplamento efectiva

A(t, A) como solucdo da equagdo

ON(t, \)

AN _ 55

com a condicdo fronteira A\(0, \) = \. Para vermos que esta definicdo nos vai dar

a solucao, escrevemos

A(t,\) dr
’f—//\ B(x)

e diferenciamos em ordem a \

Jorge C. Romao
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1

B(A) OA

ou ainda

BA) = B(A)

EROr

O operador diferencial é exactamente o mesmo da equacao para F(”)(et_p, A,m).
Portanto F(™) satisfaz aquela equacdo se depender da ¢ e \ através de A(t, A).

2
oX

0

|

B(A)

0

Usando agora a definicio de A obtemos

Mt \) =0
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:gzneral case ng});<0'pzy )\, m) — 0-4 nen 0 B(=x) xF(n) (p,“ A(t, )\), m)
e Callan - Symanzik
® Weinberg’s Th. Para se obter uma interpretacao fisica desta solucao notemos que
Minimal subtraction
Lecture 13 bY fy(:c)d bN ’Y(Cc)d " A ’Y(Cc)d
Eff gauge couplings en 0 B(=) v — enf() B(@) xen A Bz v
Applications
A (=) o [N ()
— "o BT, mayde
A (=) BN
— "o g(m)dme—nfg YAt ,N))dt
Portanto

D) (0pi, A,m) = ot Sy AW A o= 5 S A pn) (1, K¢, 0, m)

asy

Jorge C. Romao TCA-2012 - 26



TECNICO
W LISBOA

Asymptotic solution of the RG equations - - -

Lecture 12

Renormalization

® Momentum sub.
e On-Shell

® Intermediate ren.
e General case

e RG

e Callan - Symanzik
® Weinberg's Th.

e Asymptotic solution

Minimal subtraction

Lecture 13

Eff gauge couplings

Applications

(1)

X
Se pusermos o = 1(t = 0), vemos que e" Jo 5dz p(n) ¢ ['asy- Entdo obtemos
finalmente a solucao da equacao do GR.

gA=me=n Jo YW A D) () N (3 N, m)

asy

r(n) (opi, A,m) =

asy

Nesta forma a solucdo tem uma interpretacao simples. O efeito de efectuar
uma mudanca de escala nos momentos p; nas funcoes de Green F( ") &
equivalente a substituir a constante de acoplamento A, pela constante de
acoplamento efectiva A\ a parte factores multiplicativos.

O primeiro é simplesmente resultante do facto de ng) ter dimensao
candnica 4 — n em unidades de massa.

O factor exponencial é o termo da dimens3ao anémala que resultou de somar
todos os logaritmos em teoria de perturbacoes.

Este factor é controlado por v, a dimensao anédmala. Veremos a frente como
calcular a dimensao anémala, numa teoria qualquer.
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Vamos agora ver outras formas que pode tomar a equacao do grupo de
renormalizacdo. A afirmacdo que a renormalizacao é multiplicativa pode ser escrita

na forma

F(n) (pza )‘07 mO) — Z;n/QF(Rn) (pza )‘7 m, :u)

onde 11 é a escala usada para definir a normalizacdo das funcoes de Green. O lado
esquerdo da equacao nao depende de i, mas o lado direito depende explicitamente
e implicitamente através de A e m. Entao temos

0

—n/21(n

¢

ou seja

0 0 0 (n) _
(Ma _‘_Bﬁ —f—’)/mma—m —n*y) FR =0
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0 Onde
m O\
I O
( m) dlnm
Ym | A — ] = p
I O
m 1 O0lnZy
7@’5) — 2o

0 Esta equacao tem a vantagem sobre a equacao de Callan - Symanzik de ser
homogénea. A dificuldade reside nas funcoes 3 e v dependerem de duas

variaveis A e % e portanto a equacao ser de dificil resolucao.

0 Existe contudo um esquema de renormalizacao em que a dependéncia em
m/u desaparece e portanto a equacdo é simples de resolver. E o chamado
esquema de subtracgdo minima (MS) que passamos a expor.

Jorge C. Romao

TCA-2012 - 29



TECNICO| o .. . :
W LISBOA | Minimal subtraction scheme (MS)

Lecture 12 0 O esquema de subtraccao minima (MS) esta relacionado com o método de

regularizacao dimensional. As divergéncias dos integrais aparecem neste

Renormalization

Minimal subtraction

1
método como pdlos em — onde € =4 — d.
® Physical parameters £

e Calculate 8 . . .

& i ~ s = .
® 7 & propertics 0 O esquema de subtraccdo minima consiste em escolher os contratermos para

® Gauge independence

Lecture 13 cancelar somente os pélos.
Eff gauge couplings L 4 .
Applications 0 Vamos exemplificar com a self-energy em \¢™, a que corresponde o seguinte

diagrama
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Temos

d i
-iE0) = N [ s

2 2m)4 p?2 — m? + ie
L1 I'(1—d/2) /2
T e

2(p°) = Ak
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Usando (v é a constante de Euler e ¢)(x) a derivada logaritmica da func¢do I')

r(—1+5):—

2 A~
g—i—l—’}/—FO(&‘)

2
e
g
(BY —1pem(®
m m
obtemos
Am? [2
Y(p?) = — -
(") 3272 [5

P(2)

+9(2) + 2In(p/m) + 2In2+/7 + O(e)

Portanto no esquema de subtraccao minima devemos adicionar um contratermo

Am? 1
3272 ¢

MS __
ALYS =

¢2
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Se tivéssemos feito subtraccio de momento a escala p, isto é Y r(p? = u?) =
teriamos o contratermo

Am? [1 1

“3onz |2 T §¢(2)

AE%OM = In(p/m) + In2y/7 | ¢*

Vemos assim que o Lagrangeano de contratermos no esquema de subtraccao
minima quando expandido em série de Laurent em € contém sé termos
divergentes. Portanto

b0 = A/ ZpP
mog = ZL,,m
)\0 = /f:Z)\)\
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As constantes de renormalizagao Z,, Z,, e Z tém a forma

7y =

Ly =

Ly =

L+ ar(N)/e"

1+ ibr()\) e

L+) e(N)/e

Assim os coeficientes da equacao do grupo de renormalizacdo sao independentes
de 1, e como sao adimensionais, também sao independentes de m dependendo
somente da constante de acoplamento. Isto simplifica a solucao da equacao do
grupo de renormalizacao

9
o

)
Bax

0
+ YmM— — N7
om

)ﬁ?:o
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Usando analise dimensional

9, 0 s,
- - - e F p—
[ma +(n—4)+ “au + 05’0] r(op,m, A\, ) =0

e podemos escrever

que tem a solucao

Cr(opi,m, A, ) = ot "e™™ Jo YAUDW T (p, (1) A(1), 1)

onde se introduziram a massa efectiva 7(t) e a constante de acoplamento efectiva

A(t) definidas por
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Renormalization 4 N _ _

Minimal subtraction % — ﬁ()\) , )\(t — O) — )\

)

® Physical parameters

e Calculate B8 . . . dm t — —_—

® 3 & ~y properties \ % — {Vm()\) — ].i| m(t) , m(t — O) =1m

® Gauge independence

Lecture 13

A solucao desta equacao é
Eff gauge couplings

Applications

m(t> = m ef(f [’Ym (X(t/))—l]dt/

— m e—tefcf Yo (N(t)))dt

X(75) Ym (x)
— meltelr TEE
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Applications

Os parametros definidos pelo esquema de subtraccao minima nao sao parametros
fisicos. Os parametros fisicos podem no entanto ser calculados em funcao deles.
Por pardmetro fisico entendemos um elemento de matriz S ou a posicao do pdlo

no propagador. Para eles é vdlido o
Teorema

teorema seguinte,

Qualquer parametro fisico P(\, m, 1) satisfaz a seguinte equagdo do

grupo de renormalizagao

0
DP(\,m,p) = & + B(N)

0 0
oy T ymmg | P(Am, u) =0

Dem: Consideremos primeiro o propagador escalar A(p?) que satisfaz a equacio

do grupo de renormalizacao

D+ 29]A(p*, X, m, 1) = 0
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2
p

Lecture 12

Podemos escrever uma série de Laurent em volta do pdélo em p? =m

Renormalization

Minimal subtraction
e RG Eq for MS

2 R? X

e Calculate 8 . . . A(p , )\, m, ,LL) — ﬁ —|— A

® 3 & -~y properties p _ mp

® Gauge independence

Lecture 22 A posicdo do pdlo m, (X, m, i) e o residuo R?(\,m, u) satisfazem as equagdes do

Eff gauge couplings

grupo de renormalizacao que podem ser obtidas por aplicacao do operador
(D + 2v) a equacgdo anterior. Igualando os residuos dos pdélos obtemos

Applications

Dmy(A\,m,pu) =0

D+ y(N]R(A,m, 1) =0
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Lecture 12 Demonstramos portanto o teorema para a massa fisica. Para um elemento da
R lizati .
SO matriz S temos (S = R"T'(™)

Minimal subtraction
e RG Eq for MS

e Physical parameters

e Calculate 3 . . . . n n . NI
® 3 & ~y properties D llm R F( ) — llm D(R F )
@ Gauge independence p? —>m12) p% —>m%
Lecture 13 . —
- = lim [nDRR"'T™ + R"DI"]
Eff gauge couplings p2 _>m;2)
)
Applications

= lim [-ny+ny]R"T" =0

2
D; —>m%

o que completa a demonstracao.

Veremos a frente como estes resultados podem ser usados para relacionar os
parametros fisicos com os parametros da teoria.
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Vimos anteriormente que

(o =/Zpo

<m0 = Lmm

)\0 = /L€Z)\)\

\

e que as constantes de renormalizacao tém a forma.

(Zn =143 a(N)/e

Zpm =14372,0,(N)/e"

N\

| Zy =143 N/

Vejamos como se calculam 3, v, e 7.
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® B & -~y properties

® Gauge independence

Lecture 13

Eff gauge couplings
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i) Calculo de 5()\)
Por definicao

o\
5()\) = M@

Esta quantidade é finita no limite ¢ — 0. Isto quer dizer que antes de fazermos
e — 0 deve ser uma funcao analitica em €. E entao conveniente definir

B()\,g) :d0+d18—|—d252+...

com coeficientes d, a determinar. Posto isto, usamos o facto de Ay nao depender
da escala . Entao
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— (U )\
MaM(M A)

07
= et oA+ pf B, 6))\5’—)\)\

Entao

eENZy + B(\, ) (ZA + A%) =0

Usando as expressoes de Z e 3 obtemos

SYRNESYY dr+1
87"

r=1

+ (do+die+doc® +- -

€Z)\B()‘7 8)

1+Z (
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Entaod, =0 parar >1e

logo

A4+dy =0

CLT_|_1)\ + do (ar + A

d
a1>\—|—d0—1—d1 (al—i—)\ﬂ> =0

da,

d\

d\

) + dy (ar—|—1 + A

dar—|—1
dA

) =o
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Estes calculos dao

di = —\
B(A) =dp = )\2%
d d
>\25(ar+1) = B(A) 75 (Aar)

Portanto a fun¢do 5(\) depende somente do coeficiente em % de Z) que se
calcula facilmente em teoria de perturbacoes. Além disso vemos que os residuos
dos pdlos de ordem superior se podem calcular em termos do residuo do pdlo
simples. Para \¢* é facil de ver que

3N 1
1672 ¢

Zyx=1+
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Portanto

da1

B = = (1

d\ d\

1672

)

3
1672

como tinhamos obtido anteriormente. Para teorias de gauge ha uma pequena

modificacdo pois gy = /f/QZgg. Um cdlculo trivial da neste caso

dl E— —g/2
e
- 1 2da1
1 2dar+1 . d

onde, como anteriormente

Zy=1+) arg)/e" .
r=1
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ii) Calculo de ~,,(\)

Partimos de my = Z,,m. Aplicando ,u% obtemos

0L, om
_ e Zm -
0 Hg, ™ H o
. 07, Olnm
_ Z

= ~,,, obtemos a equacao

0

[ﬁ(A 5)5 +7m] Zm =10

ou seja

dby 1
m d o
(7 L™ )+Z [

r

Ymbr + dq

dbr—l—l
dA

=0
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Portanto
db
Tm =~ gy
db'r—|—]_ . dbr,«
onde
—)\  teoria Ao
di =

—g/2 teorias de gauge

Mais uma vez 7,, depende somente do residuo do pdlo simples.
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iii) Cdlculo de ()

Aqui é mais facil partir da definicao de y(\)

1 0 1 0 1
7()\)—5,“@“1%5 9 6’NZ¢Z
logo
B()\ )3—2 M| Zs=0
€ N Y ¢ =
o que da

=0
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Entao

Y(A) = _dl

dcr—|—1

~h—

dCl
d\

=B8N~

sendo o coeficiente d; dado anteriormente

dcr

— 2vce,

Podemos concluir dizendo que o coeficiente do pélo simples nas constantes de
renormalizacdo, determina univocamente as funcoes (3, V., € v € também os

valores dos pdlos de ordem superior.
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0 Noés adoptamos um esquema particular de renormalizacdo. Se tivéssemos

adoptado outro esquema teriamos outra definicio dos pardametros da teoria e
funcoes 3, v,, e v diferentes. Vamos aqui discutir os aspectos do grupo de
renormalizacao que sao independentes do esquema usado.

Consideremos entdo dois esquemas (ambos independentes da massa). Ent3o

g = gFy(9) Fy(g) =1+ 0(g?)

Zr(9') = Zm(9)Fm(g)  Fm(g) =1+ 0(g?)

Zy(9') = Zy(9)Fy(g) Fy(g) =1+ 0(g)

O 1 nas funcdes F' expressa o facto que ao nivel arvore n3o ha
ambiguidades. Usando as relacoes acima podemos ver como estao
relacionadas as fungdes 3, 7,, € v em dois esquemas. Obtemos (estamos a
considerar o caso duma teoria de gauge)
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B'(g) = u; g = uaaﬂ (9Fy(g9)) = B(g) (Fg + 93—g>

0 O In

M(9) = g’ = g s (B (ghm) = m(g) = B(g) 5 n
1 0 1 0
Y (g") = 5 8,u1nZ¢() 7(9)+§5(9)8—91HF¢

0 As funcoes 3, 7,, e v s6 coincidirao se os esquemas forem o mesmo, isto é
Fo=F,=F,=1.
0 Contudo as propriedades seguintes sao ainda independentes do esquema.

i) A existéncia de um zero de 3(g).

Se 5(go) = 0 entdo B'(gy) = 0 para gy = goF,(g0). Notar que em geral gq
depende do esquema, isto é gy # g,
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0 ii) A primeira derivada de 3(g) no zero.
Seja 8(go) = 0. Entdo

08" (90) _ dg 0 OF,
97 1 9g 0y B(9) Fg+95,—g .
oF,
— B 92 4 g2 4 g — o(Fs +a%5;)
7709 g Fy + %2 Og
go
_ 9
8g<gO)

0 iii) Os primeiros dois termos em [(g).
Seja B(g) = bog® + b1g° + O(g7), e

Fy(g) =14 ag® + O(g") -
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Entao

g =g+ag®+0(g°)

g=4g —ag"” +0(g°)

Portanto

B'(q")

0

B(9)=(9Fy) = (bog® + b1g° + O(g"))(1 + 3ag® + O(g*))

dg

b093 + (3CLb0 -+ b1)g5 + O(g7)

bo(g’3 — 3ag’”® + 0(9’7) + (3aby + b1)(g’5 + 0(9’7))

bog™® + b1g"° +O(g'")
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Seja
v(9)

Y (9)

Entd3o como ((g) = O(g?) é evidente que

7' (g")

Ym(9')

0 iv) O primeiro termo em (g) e ¥,,(9g).

cg® + O(g")

dg® + O(g*)

Cg/2 i O<g/4)

dg/2 + O<g/4) .

0 v) O valor de v(go) e ym(90) se 8(g0) = 0.

Este resultado é imediato. Como veremos na seccao seguinte todos estes
resultados sao necessarios pois eles controlam resultados fisicos e estes nao

podem depender do esquema de renormalizacao.
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A equacio do grupo de renormalizacio em MS foi escrita para a teoria \¢*.
Vamos agora considerar teorias da gauge (abelianas ou n3o abelianas). Para a
quantificacao destas teorias é necessdrio introduzir um termo que fixe a gauge

Lo :-%(&A)?

onde escolhemos as gauges do tipo de Lorentz. Como n3o ha correccoes radiativas
para a parte longitudinal do propagador, nao é necessario nenhum contratermo
para o termo que fixa a gauge. Portanto se pusermos, como habitualmente,

Ar = 712 Al

obtemos
1 1 1
—(9-A)? = 0-Ag)° = — (0 Ay)?
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Isto quer dizer que o parametro de gauge é renormalizacao de acordo com

Eo = ZAE .

As funcoes de Green irredutiveis renormalizadas, dependem em geral de &, isto é

F(Rn) <97 m, ga ILL) — ZZ/QFén) (907 mo, 507 8)

A equacao do grupo de renormalizacao é entao

9
han

0 0
+ 6(9,5)8—9 + vm(g,f)ma—m +0(g,€)

0
o€

—7a(9,6) | T (g,m, &, 1) = 0
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onde

0 0
5(g,€) = /ﬁszn@@ls@):

1 0
=27
gOZi@,u A

e se admitiu a possibilidade de 3, ., € 74 dependerem do parametro £. Contudo a
dependéncia em & nao € arbitrdria, obedece a certos constrangimentos. Para
vermos isso consideremos uma funcao de Green sem dimensoes e correspondendo a
operadores invariantes de gauge. Entao

iGo(go, mo,&o,€) =0 (independente de gauge)

9o
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e Calculate 8 . . . e porta nto
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e I <a
ou seja
DG = |2 4 p(g.€) 2 + o(g, E)m-| Glg,m, & u) = 0
D¢ dg om
onde
dg 0

p(g,&) = % 0(g,§) = 8—£lnm
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e Calculate 8 . . . DG: [M@ _'_B__F/ymm +58 O

® 3 & -~y properties 5

Lecture 13 Usando a equagao para DG = 0 podemos substituir a derivada em ordem a & por
Eff gauge couplings derivadas em ordem aos outros parametros, obtendo uma equacao do grupo de
Applications renormalizacao semelhante a das teorias que nao tém campos de gauge, isto é

8 8 0

onde

B=pB—pd Vo = Ym — 00
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Calculemos agora o comutador [Dg, D|G = 0. Obtemos

Lecture 12

Renormalization

TN { [ 0, % g0 @] 0 [85 pc%] 9
e o 99 99 0§ ¢ " 0dg)| 9¢
® 3 & -~y properties
Oy Oy o o o
Lecture 13 —1_[ 7 —1_ ,y 5_0._5_0-] m_}G:O
Eff gauge couplings af g g af
TR Introduzindo as funcdes 5 e 7, e o operador
— 0 0
D=— —
o¢ " "o
a equacao anterior escreve-se
(D5)£+ D B+ D(pd) — _sDp) 2
D€ P P) Bg

i (5% D(06) — B — g_‘; - 5Da> im]
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Multiplicando a equacio DG = 0 por (DJ) obtemos

0 — .. 0 — 0
Comparando as duas equacoes vemos que
_ _5’p — —80
D D~ = 33—
B = B e Tm =P,

Estas equages asseguram que resultados fisicos sejam independentes de gauge.
Assim 3 = 0 tem consequéncias fisicas. Entdo D 8 =0e D 7, = 0 dizendo que a
existéncia dos zeros de 3 e a dimens3o anémala da massa ¥, sio independentes

de gauge. Também se 3 = 0 obtemos

5(@) - %5+[p E]B

dg dg dg
0~ — 0pdp
- 8gD & dg Og 0
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e RG Eq for MS
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® 3 & -~y properties

® Gauge independence

Lecture 13

Eff gauge couplings

Applications

e portanto a primeira derivada de 3 no zero é independente da gauge. Finalmente
como p = O(g?) e § = O(g?) temos ent3o

B=p8+0(g") .

Estes resultados ndo dependem de se ter adoptado subtraccao minima ou n3o. Se
adoptarmos subtraccao minima temos entao

Teorema

No esquema de subtraccao minima temos p = o = 0 e portanto

9 _ B
D_a_é- ) 6_5 € Ym — Tm

e B e v, sdo independentes da gauge em todas as ordens.
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