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Vamos brevemente rever como se constrdi a accao classica para uma teoria de
gauge ndo abeliana (Yang-Mills). Consideremos um grupo compacto G
correspondendo a uma simetria interna. Seja ¢;, (i =1,--- ,N) um conjunto de
campos que se transformam de acordo com uma representacao de dimensao N de
G, isto é

¢(z) = ¢'(z) = U(g)o(x)
onde U(g) é uma matriz N x N. Numa transformac3o infinitesimal
a=1,---,r

g=1—1ia"t"

onde os parametros a® sao infinitesimais e t* sao os geradores do grupo
satisfazendo as relacoes, para a representacao fundamental

[ta’ tb] — ifabctc

Tr (t"°) = %5‘“’
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0 Exemplos destes geradores sao
SU(2) t* =

O.CL
2

)\CL
SU(S) ta — 7

onde 0% e A\* s3o as matrizes de Pauli e Gell-Mann respectivamente.

0 Na representacao associada aos campos ¢;, as matrizes T de dimensao
(N x N) formam uma representacdo de dlgebra de Lie, isto é,

[Ta, Tb] _ Z-fabcTc
A sua normalizacao é dada por
Tr(T*T%) = 6°°T(R)

onde T'(R) é um nimero caracteristico da representacido R.
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0 Para uma dada representacao mostra-se a identidade

T(R) r = d(R)Ca(R)

onde r é a dimens3o do Grupo G e d(R) é a dimens3o da representacio R.

0 Numa transformacao infinitesimal

0 = —ia*T"¢p = —ia ¢

onde introduzimos a notagao o = T,
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0 Para resolver o problema da derivada n3ao se transformar como os campos,
isto €,

0,9 #U0,¢

quando os parametros dependem de x“, introduz-se a derivada covariante
Dy¢ = (0p —igdu)e ) Ay =AT"

onde AJ; sdo os campos de gauge (tantos quantos os geradores do grupo).

0 As propriedades de transformacao de A¥ s3o obtidas exigindo que D, ¢ se
transforme como ¢, isto é,

(Du¢)/ — (au — %géLW = (au — ngf\lj,/u)U¢
= 9,U¢+Udue —igA' U

UD.¢+ (igUA, —igA,U+0,.U)é
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0 Portanto (D,,¢)" = U(D,¢) requer
_ N ~1
A =UA U — ;%UU

O Infinitesimalmente U ~ 1 — i% e obtemos
/ . 1
laY] VY] g aV)

O que Se escreve em componentes

1
SAL = o Ouat + fral A
1 a bca b pAc
= —5((%04 —gf""a”A})
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Calculemos o comutador de duas derivadas covariantes

D D)6 = |8 —igdu 0, — igdy| ¢

—ig ((%zf\ljy — O A, —ig [ém QVD ¢

= _ig E,Lw Cb

. C a A A
onde se definiu o tensor F',, = F},, T designado por curvatura,

= 0yl = 0, —ig | A A

Y

ou em componentes

Fe, =0,A% —0,A% + g fabCA’;Ag
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Vejamos como se transforma F),,, numa transformacao de gauge.

Eu = 0udl - 04, —ig |4} AL
- [aM(UA,,U—l) — 20,(8,UUY) — (u ¢ y)]
~ g
~igU[Ap, AU = |0,UU UA, U™
- U U a,uU 2 (9,007, 0,00
~ 9
Usando

o,U ' =-U""1o,UU !
obtemos (depois de algumas contas)

F,=UF,U"

~HY
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1% 1% 1 a aur
Vacuum Polarization Tr(E:,Ll/E\J’/M ) — Tr(E,U;VfEM ) — §FIU,I/F H

S-Matrix
WT Identities in QED | & jnvariante e pode ser usada para construir uma accao, generalizando para as
Hnizanite and ¥ teorias de Yang-Mills a accao de Maxwell para as teorias abelianas

1 1% 1 a aur
Lym = —5 TH(Euw ") = —5 Fi, F*
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0 Chama-se gauge pura ao potencial A* tal que F,, = 0. E facil de mostrar
que

F,=0<=3U:A,=0,UU""

0 Para evitar a arbitrariedade de gauge é conveniente por vezes impor
condicoes de gauge. Exemplos sao a Gauge Axial definida por

ntA,(x) =0

onde n* é um quadrivector constante, e a Gauge Lorentz

0,A"(x) =0
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A accao para a teoria de gauge pura é

1

1

S = —5 /d4xTr(EWE“”) =7 /d‘leﬁyF“”“

Devido ao resultado anterior sobre Tr(F,, F'*”), a acgdo € invariante para
transformacdes do grupo de gauge GG. A equacao de Euler-Lagrange

0L 0L

0

“5(0,A%)  5AT

0

obtém-se facilmente notando que

0L 0L

b
0F ),

5(9,A2) — OF%, 5(9,A2)

oL 5L OF?,

§As ~ 6Fb 5Ae

— _ fapv

_ gfbcaAZFc,ul/
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equivalente as equacoes de Maxwell na auséncia de fontes.
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0 Tal como na teoria de Maxwell da antisimetria de F'*¥® podem-se deduzir as
identidades de Bianchi

D Fypy + Dy + DY F i = 0

equivalente as equacoes de Maxwell homogéneas
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Como para o Electromagnetismo o tensor canénico nao é invariante de gauge. De

facto

i

oL
TP AS 4 gL
5@, Any S I
1
Freg” A — 2g" FPOUEY,

Para o tornar invariante de gauge procedemos como no electromagnetismo.
Subtraimos a 0¥ uma quantidade que seja uma divergéncia para que as leis de
conservacao nao venham alteradas. A quantidade relevante é

AOH

0, (P A”)
0, FHPe AVS 4 FHee, AV
gfbcaAng,ucAz/a + F,upaa;pAz/a

FHP(—FYe 1 ¥ A%)
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logo

o1

~

G — AGH

[Hpapra
P

1

4

g,uz/FpaaFga

expressao analoga a obtida no electromagnetismo. Introduzindo os analogos dos
campos eléctricos e magnéticos

E,=F; By =—

obtemos

com uma interpretacao semelhante ao caso do electromagnetismo.

6)00

6)0@'

1
2

y
Eijhty’

LE*- E*+ B*- B%)

(E® x B®)’

,,J,k=1,2,3
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onde a ‘H é a densidade Hamiltoniana.

Lcture 10 Vamos ver no entanto que devido a invariancia de gauge a relacao entre o

Ward Identitics Hamiltoniano e o Lagrangeano nao é a usual. Para isso é conveniente partir da
Lecture 11 accao escrita em formalismo de 1% ordem.

Vacuum Polarization

S-Matrix

WT lIdentities in QED 4 j92 %

]‘ a a aoc C rva ]‘ a rva
S = /d4:1: {—§(aMAV — Oy AL + gf AL AS)FIYY + Y FH }

Unitarity and WI

onde Aj) e Fj, s3o agora variaveis independentes. E facil de ver que a variagdo de
S em ordem a F}j, da a sua defini¢do

Ff, = 0,AL — 0,AL + gf " AD AS

e que por sua vez substituindo em S obtemos a accao usual.
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Usando as definicoes de E% e B obtemos

S

A densidade Lagrangeana escreve-se, portanto

[ — _EkaaOAka

onde

/d‘l’x—(ﬁog" _1_6140(1 —gfabCAObch) ) E_’a .

/ d%{—é’(’ff“ B _ %@2 LB 4 A(S . R

—H(Eka,Aka>—|—AOaCa

H=L(E* E°+ B B%)
Bka — _%Ekmnana
CQIV°EG gfabcfi’b_Ec
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/7

0 As varidveis A} e —E{ sdo as varidveis conjugadas, H(E}, A%) é a
densidade Hamiltoniana. As varidveis A%® desempenham o papel de
multiplicadores de Lagrange para as condicoes,

ﬁ.E_’a_gfabcgb.E_'c:O
que nao sao mais do que as equacoes de movimento para v = 0.
0 Se introduzirmos os paréntesis de Poisson a tempo igual
. b G ab 3
{Am(x)v E’ (y)}$0=y0 =0"70"0 (CE R y)
é facil de mostrar que

{C=), C°() Yag=yo = —9f " C*(2)0*(T — )
{H,C%z)} =0

0 Isto mostra que as teorias de gauge (n3o abelianas neste caso, mas a
afirmac3do é igualmente verdadeira para teorias abelianas) representam um
exemplo daquilo a que se chama Sistemas de Hamilton Generalizados
primeiro introduzidos por Dirac.
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0 Para definir estes sistemas consideremos um sistema com as variaveis
candnicas (p;, q;) que geram o espaco de fase I'*" (i =1,...,n). Ent3o a

accao destes sistemas é escrita na forma

S = /L(t)dt onde L(t)= qu;di — h(p,q) — Z A0a(p, q)

0 As varidveis A*(a = 1,...m) sdo multiplicadores de Lagrange e ¢o® sdo as
ligacoes. Para que este sistema seja um sistema de Hamilton generalizado é

necessdrio que as condicoes seguintes sejam verificadas

{p*, "}

{h, 0"}

> ()"

o

£ (p, q)¢”

0 O caso das teorias de gauge é um caso particular com f*? = 0. Portanto
para a quantificacao das teorias de gauge temos primeiro de aprender a

quantificar sistemas Hamilton generalizados.
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Consideremos um sistema de Hamilton generalizado descrito na ultima seccao. O
seu Lagrangeano é

L(t) = pigi — h(p,q) — X*¢“(p, q)

que conduz as equacoes de movimento

(. _ Oh o 0p”
qz_api+)\ opi

$ pr= —Oh _ \a 02"
P dq; 0q;

L ©*(p,q) =0 a=1,....,m

Pode-se mostrar que um sistema de Hamilton generalizado (SHG) é equivalente a
um sistema de Hamilton usual (SH) definido um espaco de fase I'*2("=)  |sto &
um SHG ¢é equivalente a um SH com n — m graus de liberdade.
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O SH I'* pode ser construido da maneira seguinte. Sejam m condicdes

x“(p,q) =0 ; a=1,...

que satisfacam

(x*x"} =0

det | {¢*, x"} # 0

Ent3o o subespaco de I'?" definido pelas condicdes

x*(p,q) = 0
e*(p,q) = 0

é 0 espaco I'*2(n—m) pretendido

,m

a=1,...

, m
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As varidveis canénicas p* e ¢* em I'*2("=™) nodem ser encontradas da maneira
seguinte. Devido a condicao {Xo‘, XB} = (0 podemos escolher as variaveis g; em
I'?" de tal forma que os x* coincidam com as primeiras m variaveis do tipo
coordenada, isto €,

qg =( x%, ¢ )
N~~~ —~—
n ™m n—m

Sejam p = (p®, p*) os correspondentes momentos conjugados. Nestas varidveis a
condicao no determinante toma a forma

dp®

det 3P

£0

portanto as condi¢cdes ©“(p, q) = 0 podem ser resolvidas para p®, isto é

o

p® =p*(p*, ¢")
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O subespaco I'* é portanto definido pelas condicoes

«

]
Q

|
-

X

«

p*(p*,q*)

p

As varidveis p* e ¢* sao candnicas e o Hamiltoniano é dado por

R (p*,q¢") = h(p,q) |(x=0 ; p=0)

e as equacoes de movimento sao agora

. %

q

- k

_ Oh* B _8h*
- Op* b= Jq*

num total de 2(n — m) equagdes.
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O resultado fundamental pode ser enunciado na forma dum teorema.

As duas representacoes sao equivalentes, isto é,
conduzem as mesmas equacoes de movimento

Dem:
As relagdes ¢ = 0 = ¢* = 0 ou seja na descricdo (p, q)

Oh 8@05
— + N2 =0 ; a=1,...
opa " Opa ST

Consideremos agora as equacoes de movimento para as coordenadas ¢* nas duas
representacoes

. Oh o 0%a

oh*  Oh Oh Opq

T o T op +3p75’p*
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As duas equacoes serao equivalentes se

dpo  Oh Op,

A op* — Op* dp*

ou seja usando as relacdes anteriores

89004 89004 8]?5)
A + —0
<5p* dpp Op*

Ora esta relacao é verdadeira em virtude da ligacao ¢, = 0. Portanto as duas
representacdes sdo equivalentes o que demonstra o teorema (as equagdes para as
varidveis p* tratavam-se de modo semelhante).

Para efectuar a quantificacao destes sistemas podemos usar as expressoes para o
operador evolugdo em termos dum integral de caminho nas variaveis (p*, ¢*) pois
estas formam um sistema Hamiltoniano normal. Temos

Dot da e
U(Qfaq@ /H P q Zf[p G —h(p*,q")]dt
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obter p® = p®*(p*, ¢*). Serd mais conveniente usar as variaveis (p,q) com
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dp*dq*

o) p*(»*,q"))

SIS s

t

I c=n

t

Entao

i [ dt(pg—h(p,q))

Qf QZ /H dpdq

Esta expressao pode ainda ser escrita em termos das ligacoes se recordarmos que

0(q”) = d(x")
0Yq

) det
©) s
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Entao

[16(a)8(™ —p*®*,q*) = ] [ 6(#™)8(x*) det [{oa, x5}

t t

Finalmente se usarmos a identidade

a d)\ —q a
5<¢>:/%6 J dtA%pa

obtemos

dpdq d)\ o N ;
Ulas.a) = [ [1°57 57 Lot det g a0
t

Y

onde

S(p,q,\) = /[m — h(p, q) — Apldt
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Serd esta expressao

“) det [{p*, x5 }| e P0N

dpdqd)\
t

que iremos aplicar as teorias de gauge. Notar que a expressao dentro do paréntesis
recto é precisamente a do Lagrangeano para sistemas de Hamilton generalizados

L =pq—h(p,q) — Ap

Pode-se mostrar que os resultados fisicos nao dependem da escolha das condicoes
auxiliares y* = 0. Em teorias de gauge, fala-se da escolha de gauge.
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Consideremos o campo electromagnético acoplado a uma corrente conservada
Jt = (p,J), 0,J" = 0. O Lagrangeano é

1 1%
L= —JFuF" —JrA,

A acgdo pode ser escrita na seguinte forma equivalente (formalismo de 1% ordem)

Lecture 11 . _’2 _)2
— — — — — — B — — —
Vacuum Polarization S p— d4aj —F . VAO -+ A — B - v X A + — AO + J - A
0
S-Matrix 2
WT Identities in QED
Huiane/gend b As equacoes do movimento s3o, variando em ordem a £ e B
. (
E = —(VA"+ 4) O.B — 0
— 4
B = VxA = = _ 9B
\ V X E == _W
Jorge C. Romao TCA - 30



TECNICO
W LISBOA

QED as a simple example - - -

Lecture 9

Classical theory

Quantization

e Systems n dof

e Example: QED

o NAGT
e Axial Gauge
e Coulomb Gauge

e Covariant Gauges

Lecture 10

Ward ldentities

Lecture 11

Vacuum Polarization

S-Matrix

WT Identities in QED

Unitarity and WI

Variando em ordem a A% e A,

V-E

|
N

Se substituirmos B = V x A obtemos, depois de uma integracao por partes,

E? 4 (V x A)?
2

—

—J-A|+A%V.-E—p)

S:/d4az _E. A

0 E claro que AY desempenha o papel dum multiplicador de Lagrange.

0 As variadveis candnicas sao A e E mas elas ndo sao livres pois existe uma
ligacao que tem que ser respeitada, V - E = p. Esta ligacao é linear nos
campos. Aqui reside a grande simplificacao do electromagnetismo.

0 Se escolhermos uma condi¢cdo de gauge também linear entdo o det{¢x“, x5}

nao dependerd de F e A e serd uma constante que apenas afectard a
normalizacao.
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Uma tal condicdo de gauge é obtida, por exemplo, da forma seguinte (gauge de
Lorentz)

x = 0, A" — c(Z, 1)

onde ¢(Z,t) é uma fungdo arbitrdria. Ent3o é facil de ver que a expressdo para o
funcional gerador das fun¢des de Green é (o termo vindo de det{p“, x5} é
absorvido na normaliza¢3o)

—

ZJ" :N/D(E,Z, AO) H5<auf4“ _ C(:E))eis

onde

S = /d4az<—E’-fo_1’—

E? . - ; V x A)2
— /d4x<—7— '(VAO+A)_(V>; ) JMAM}
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A integracao em E é gaussiana e pode ser imediatamente efectuada obtendo-se
(mantemos a designacdo N embora seja diferente depois da integraco)

AR ./\//D(AM) Hé(@MA“ —c(x))e”

onde agora

g -

/d4a:

/d4az

1 174 174
1 174
-3 P — JMAM]

Como as fungdes c(x) sdo arbitrarias podemos integrar sobre elas com um peso

exo

2

1

d4x62(90)>
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Obtemos entao o resultado familiar

Z1") = N / (4, e | 4o~ @A) -0 4]

0 Como veremos adiante se tivéssemos escolhido uma condicao de gauge nao
linear, o det |[{q, x}| j& dependeria de E' ou A e n3o teria sido possivel
absorvé-lo na normalizacdo (que é irrelevante pois escolhemos sempre a

normalizacdo de forma que Z[0] = 1) .

0 Nesse caso sera necessario utilizar os métodos das teorias de gauge nao

abelianas que vamos estudar na proxima seccao.
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Vimos anteriormente que a acgcdo para as teorias de gauge ndo abelianas (TGNA),
se podia escrever na forma

2

S, 2
(£ +

S = )~ AV -E +gl4,E])

Aol

/d4a: Tr [E; : 5’0{:1: + (1)

1
2

_ / dz [~ B3P AS — H(Ey, Ay) + A%C] (2)

onde
Cazﬁ.ﬁa_gfabcgb.ﬁc

Se introduzirmos os paréntesis de Poisson a tempo igual

{~Ei@). AW} | =0676,0%F - §)

é facil mostrar que
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{Ca(x)’cb(y)} :—gf“bCCc(a:)d?’(a‘:’—g’)

{H,C*(x)} =0

L0o=Yo

onde

H= /d?’:c’H(Ek,Ak) = %/d% [(E**)? + (B*)?]

Assim as teorias de gauge nao abelianas representam um exemplo de sistemas da
Hamilton generalizados. As varidveis do género coordenada sao A¢, os momentos
conjugados sdo —FE¢. As varidveis A’ s3o multiplicadores de Lagrange para
garantir as ligacoes

ﬁ.E_'a_gfabch.E_’c:O

que sao parte das equacoes de movimento.
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Para procedermos a quantificacdo podemos usar o formalismo para SHG.
Temos para isso que impor r condi¢cdes auxiliares (7 é a dimensdo do grupo
de Lie), isto é, tantas como as condi¢des de ligacdo C*(x) =0, a=1,...,r.

Escolher estas condicoes é aquilo que se chama escolher, ou fixar, a gauge.
Esta escolha é arbitraria, os resultados fisicos nao devem depender dela. No
entanto expressoes intermédias como sejam, por exemplo, as regras de
Feynman, dependem fortemente da gauge.

Como vimos no exemplo do electromagnetismo se for possivel fixar uma
condicao de gauge linear nas varidveis dinamicas, A% e E%, entdo a
expressao do integral de caminho simplifica-se bastante devido ao facto do
determinante nao depender dessas variaveis e poder ser absorvido numa
constante de normalizacao. Uma gauge em que isto é possivel é a chamada
gauge axial que passaremos a estudar.
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0 E sempre possivel efectuar uma transformacao de gauge tal que a

componente de A® segundo uma direccao espacial seja nula em todos os
pontos, isto é, escolhendo a direccao segundo o eixo dos zz

A3 =0 a=1,...,r

Estas r condicOes constituem as nossas condicoes auxiliares necessarias para
se proceder a quantificacao da teoria. A vantagem desta escolha de gauge é
a seguinte. Se calcularmos {C%, A3°} obtemos

{Ca(2), A3(W)} = {0kEq(2), Ay(W)} — gfaacAg{E¢ (), A(y)}

0 L )
— —g 5ab@53($ — 3/) — w(&‘lg(y))

onde se usou o facto de A? = 0. Vemos assim que {C%, A7} n3o depende de

— —

A, e E, e o determinante que aparece na expressao do integral de caminho
pode ser absorvido na normalizacao.
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Podemos assim escrever para o funcional gerador das funcoes de Green
Z[J"%) = / D(E, A, A°) [ ] 5(4%)et 55447

onde

S(E, A, A0, Jm) = / dia [—E’a 0

DO | —

Cazﬁ.E_Ta_gfabcgb.E_’c

{(E’a)2+(§a>2} 4 Abaga 4 ga . ga

Como a integracao em F aparece na forma duma integracao gaussiana obtemos

facilmente

ZalT"] = / D(Ar) [ o(4%)et /@ rle@ranr]
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0 O Lagrangeano é dado por

1 a apv
‘C:_Z(FMVFM)

O indice A em Z4[J"*] real¢a o facto deste funcional corresponder a escolha
de gauge axial.

0 Embora a expressao para o funcional gerador se escreva facilmente nesta
gauge ela tem a desvantagem das regras de Feynman n3o serem covariantes.
Antes de introduzirmos as gauge covariantes mostraremos ainda outra gauge
nao covariante a chamada gauge de Coulomb
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o Gange Estas condicdes auxiliares tém um paréntesis de Poisson n3o trivial com as ligacdes

C?*(x). De facto ( ver problema 2.3)

e Covariant Gauges

Lecture 10” 5 B 1 3 - b
\::::jztltles 5Aa = —5 /d y {Aa(x),& <y>Cb<y>}$O:yO
\S/_a';ual::XPolarization Iogo
WT Id.entities in QED . 5 .
SEE fuean), -l
€
. 5 =
VA0, Gy} =gV (3Au(@)
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. ]_ — —»c
waer - 0Aq(x) = ;vo‘a@j) + fabcab<37)A (z)
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B ud
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obtemos (com a condicio V - A, = 0)
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Vacuum Polarization _gv . (514@(33)) — _V§Oéa (x) o gfabcAc(x) ) VOKb<.fB)

S-Matrix .
WT Identities in QED € flnalmente
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(V- A@).Cw)} = [~ — glunedela) - Vo] 8@ - )

Zb(xa y)
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0 Como det M embora dependendo de A nio depende de E, a integracao
gaussiana em E pode ainda ser feita e obtemos

Zo|Jme] = / D(A,) [[det Mo [ 6(5 - A)jei/ d*aleane

0 Agora nao é possivel absorver det M na normalizagdo. As regras de
Feynman que podem ser obtidas a partir de Z¢[J#| também n3o sdo
covariantes.
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0 As condi¢cbes de gauge escolhidas até aqui (gauge axial e gauge de Coulomb)
conduzem a regras de Feynman onde a covariancia de Lorentz é perdida.
Claro que os resultados finais nao devem depender desta escolha, mas a nao
covariancia dos calculos intermédios € normalmente uma complicacao.

0 Vamos aqui generalizar os resultados anteriores a gauges covariantes. O
método a seguir surgird como um subproduto da resposta a um outro
problema: Como mostrar a equivaléncia das gauges axial e de Coulomb?

0 Para o argumento que se segue é conveniente trabalhar com quantidades
invariantes de gauge. Assim em vez do funcional Z4[J*] vamos por agora
considerar o integral Z4|J = 0] que como vimos tem o significado duma
amplitude transicao vdcuo — vacuo na auséncia das fontes exteriores,

2401 = [ D) T[604% ) exp(iSA,}

onde S[A,] é a acgdo.
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e Systems n dof g
e Example: QED
:,'j:jTGauge A accao S[A,] e a medida D(A,,) sdo invariantes, pelo que obtemos

e Coulomb Gauge

;
Lecure 10 Za(J =0) = / D(A,) []6(4% () exp{iS[AL]} -

Ward ldentities

Lecture 11

Vacuum Polarization | Definimos agora o funcional A¢[A,,]| através da relagao
S-Matrix

WT Identities in QED

Unitarity and WI Aal(A,Uf) — /D(g) H 5(6 | 914_‘)01)

onde D(g) representa o produto infinito de medidas invariantes para o grupo G em
cada ponto, isto é

D(g) =] dg(=) .
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A invaridncia da medida da integracdo do grupo G, D¢’ = D(gg’) tem como

consequéncia que A¢ € invariante de gauge. De facto
Az = [ D) []5(T o)

= /D(g’g) [Ts(V-9ae

— A(j*l [Au]

Introduzimos agora na expressao de Z4|J = 0] a identidade

1=Ac[A,] /D(g) []s(v-

—

gACL)
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Obtemos entao

/ DAL SAITT 6 (4%(x)) Ac[A,] / D(g) ] [o(V - 4)

/DAuez'S[AM]AC[AM] H5 (6 . A’b) /D(g) Hcs(g_lA?’a)
y,b z,a

onde usdmos a invariancia de D, S|A,] e Ac¢[A,]. Como a medida ¢ invariante
podemos escrever no tltimo integral g~! — ggo. Entdo

/D H5 A% (g /D Ha (99943 (2

onde gp € a transformacao de gauge que leva da gauge V-A=0 para a gauge
A’3 =0, isto é

A/S _ g%3 — 0

—

comV - A =0.
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Falta-nos portanto calcular o integral sobre o grupo que agora se escreve
[ P 15 (1))

com A3% = 0. Como A’3® = 0 basta considerar transformacdes infinitesimais, na
vizinhanca da identidade,

g(r) =e—ia(x) =e—ia"(z)t"

onde a*(x) sdo infinitesimais. Nestas condi¢cdes a medida de integracdo dg(x) vem
dada por

dg(z) = | | do* (=)

Por outro lado em primeira ordem em a® temos

1 O

gA’3a — _
A" () v
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pelo que o integral vira
/ D(g H5 (A3 (x ) =N

O integral € independente de A, pelo que pode ser absorvido na normalizagao.
Obtemos assim

1 O«
/D H5(98w3

Ir,a

ZaAlJ=0]=N / D(A,)Ac[AL [ 6(V - A)etSA]
Na sec¢do anterior obtivemos uma expressdo para Z¢|J = 0], que é
— / D(A,) [ [det Mc JTo(V - A)eiStA]

Portanto para mostrar a equivaléncia dos integrais representando a amplitude
vacuo — vacuo na auséncia de fontes exteriores nas duas gauges consideradas
falta-nos mostrar que A¢[A,] = det Mc.
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= /DW)H(S[V'(;VO‘ () + f O‘A)]
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Vacuum Polarization

Ward Identities 1 . R
Lecture 11 — /D(O&) H(S (—Vi&a(fn) + fava&b . AC)
9
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onde

My) = —grg (V-04)

_ (_viaab —gfbe g, . ﬁx) 0°(Z — 9)
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0 A maneira como se demonstrou a equivaléncia entre as gauges de Coulomb e

e Systems n dof

® Bxample: QED axial sugere a forma de definir a amplitude vacuo — vdcuo para uma gauge
o NAGT .. .. .~
o Axial Gauge arbitraria definida pela condicao

e Coulomb Gauge

e Covariant Gauges

1o F*A,] =0 a=1,...,r
Ward ldentities

Lecture 11 0 Para isso definimos Ag[A,,| pela expressdo
Vacuum Polarization

S-Matrix 1 a

WT Identities in QED AF [AM] — /D(g) H5 (F [QAM])
Unitarity and WI x,a

e como anteriormente introduzimos
1= ArlA,] [ Do) []6 ()

na expressao para Z|J = 0].
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R — ZalJ=0] = / D(Ay) [ [0 (4%(2)) 14 Ap[A,] / D(g) | |6 (FIPAL)
x,a y,b

e Example: QED

o NAGT

e Axial Gauge

— [ DA T8 (1) ArlaJes [ Do) [ (7 4% (@)
Lecture 10 Y b x,a

Ward Identities

Lecture 11 — N/D(AM)AF[AM] H 5 <Fb[AM]) 6z’S[AM]

Vacuum Polarization T.a

S-Matrix

WT Identities in QED

— NZplJ =0

Unitarity and WI

mostrando que as gauges axial e as gauges do tipo F' sao equivalentes. A
amplitude vacuo — vacuo na gauge F'“ = 0 é portanto dada por

ZplJ =0] = / D(A)AR[A] ][ 6 (FO[AL]) €14
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0 Falta-nos calcular Agr[A,]. Como na definicdo anterior Ap[A,] aparece
multiplicado por [[é (F'*|A,]), basta-nos conhecer Ap[A,] para A, que
satisfaz F'*[A4,] = 0.

0 Entao para g perto da identidade obtemos

u . IF
) = Pl
1 0F° b
- = D
g 6"42 ( ,UJOZ)
onde se usou F*[A%] =0 e A} = —%(Dﬂa)b. Calculemos entao Ap.
Obtemos
A7) = [P ]]s ()

16F°
g oAL

- fromi(

X det_l./\/lp

_Dﬂaf>
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onde

oF
—D0b54($ . y)
(5Afb(a:) H

_ OF[A(x)
~ T sak(y)

MP(z,y) =

e portanto

Ap[A,] = det My = det ( OF () )

“5(ab(y))

J4 sabemos como escrever a amplitude vdacuo — vacuo na auséncia de fontes
exteriores para uma gauge arbitraria. No entanto nao é esta quantidade a mais
interessante, mas sim a amplitude vdcuo — vacuo na presenca de fontes, Zp[J]
pois sera esta que gera as funcoes de Green. Em toda a discussao até aqui se
fizeram as fontes exteriores sao nulas. A razao é que o termo das fontes,

[ d*xJi Ak, ndo é invariante de gauge.
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0 Se definirmos Zp|J7] pela relagdo
ZrlJu] = / D(A)AF[AL] [[5(FOAL (x)])e SR+ daTiAm)

entdo é claro que os funcionais Zr nao serdao equivalentes para diferentes
escolhas de F'* = 0. Isto quer dizer que as funcoes de Green calculadas a
partir de Zp[J#] vao depender de gauge F'* = 0.

0 Na seccao seguinte mostraremos que embora as funcoes de Green dependam
da escolha de gauge, este nao é um problema importante porque os
resultados fisicamente relevantes (mensuraveis) estao relacionados com os
elementos da matriz S renormalizada e esta é independente da gauge
conforme ai mostraremos.

0 Antes de acabarmos esta seccao facamos uma transformacao no funcional
Zr|J;] para nos vermos livres da fun¢do d que af intervém. Para os calculos

é de toda a conveniéncia exponenciar| [ §(F'*[A,]). Isto pode fazer-se do
seguinte modo.
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Definamos uma condicao de gauge mais geral
F“[AZ] —c*(x) =0

onde c*(x) sdo fun¢bes arbitrarias do espago-tempo, mas ndo dependem dos
campos. Entdo Ap|[A]| ndo vem alterado e escrevemos

ZF[JZ] = N/D(AM)AF[AM] H(S(FG[AM] _ Ca)ei(S[Aqu d*zJeA")

O lado esquerdo da equagao n3o depende de ¢®(z) pelo que podemos integrar em
c*(x) com um peso conveniente, especificamente com

onde x é um parametro real.
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1 Obtemos entao
ZplJy] = N / D(A,)Ap[A,]e (STt dla( =5 FirT" A7)

— N[ DA, TR

0 Esta expressao é o ponto de partida para o cdlculo das funcoes de Green
numa gauge arbitraria definida pela funcao F'*. Para sermos capazes de
estabelecer as regras de Feynman para esta teoria teremos ainda de
exponenciar Ar|A,]. Isto serd feito numa das secges seguintes com a
introducao dos chamados fantasmas de Fadeev-Popov.
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0 Na seccao anterior definimos o funcional gerador das funcoes de Green
Zp[JE), para uma gauge dada pela fungdo F*[A?], através da relagdo

ZrlJu) =N / D(A) Ap[A] [T o(F A (2)]) e ST e

e mostrdmos a equivaléncia das diferentes gauges quando as fontes eram
nulas. Vamos agora mostrar o que acontece quando J;; # 0. Para isso
vamos refazer a demonstracao da equivaléncia entre duas gauges na
presenca das fontes.

0 Escolhemos para esta demonstracao as gauges de Coulomb e Lorentz
definidas por

e V- Ae gauge de Coulomb

Fe = 0,Ar gauge de Lorentz
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0 Definimos entdo os funcionais geradores Z¢|j;] e Z1[J}| por

Classical theory

Quantization

ecture a1l — a ’L 4ZE na
ZC[JM] :N/D(A H(S v (S| ]"‘fd JMA )

® Ghosts
® Feynman Rules
e FR with matter

S
Ward Identities
Lecture 11
OL a\ i(S[A]+ d4a:Ja AR
Vacuum Polarization Z [J N/D AL H 5 A'LL ) ( f )
S-Matrix T,a

WT Identities in QED
SlitautAendiiy] 0 Vamos mostrar a relacao entre eles. Seguindo os métodos da seccao anterior
introduzimos em Z¢|j;;] a identidade dada por

1= a,04] [ D) [J@0.04")
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Obtemos
Zclj;] o 4
=N [D(A)AC[A], . 0(V - A0)e! SRS T2 AN [1A] [ D(g) ], , 6(0, AH)
=N [ D(AL)ALIAIT], , 6(8, Arb)etS Al [ D)L, 8(F - 9 Aoyei S atesy o are
=N [D(A)ALIAT], , 0(8, A1)’ Al [D() L., 6(F - 99°Aa)ei [ d'eii oo are

onde ¢g° é a transformacdo de gauge que leva de gauge 9, A** = 0 para a gauge
V-Ar =0, A'e = 94 e é portanto obtida resolvendo a equacio

[U(f)ﬁv—l(g% - LU )| =0

V- A =V.

onde 0, A** = 0. Devido ao factor [ ], 5(V - 94") s6 nos interessam as

transformacoes g infinitesimais pelo que

a g% u
cliu] N/D )ALA] ] 68,480 etS 1At S diiy 74
y,b
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onde se usou o resultado

/D H5

%4/

= AZ'[A] .

Para comparar com Zp,|J7] é necessario escrever 9 A" em funcio de A,
Isto pode ser feito formalmente em série de
potenciais de A*. E facil de ver que devemos ter

resolvendo a equagao para q°.

Al =

Se restringirmos a fonte na gauge de Coulomb a ser transversal j°

\Y

podemos entao escrever

Zoljul =N / D(A) AL [A] [] 5(8, AFP)eiSAIHS a*erse
y,b

onde F¢[A]

= A% + O(43).

1
(@-j - vi—2vj> Aj+0(43)

<

Sy
I
o
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bt 8 Comparando com a expressdo de Zp,|.J;] obtemos finalmente

Classical theory

Quantization 5

Lecture 10 Z 4 — eX ’[, d4,fl’} 'CLF/J,CL Z JCL

¢l p{ Ju i0.J° L1l

e Ghosts

e Feynman Rules , - . , .

o FR with matter Esta é a expressdo que relaciona Z¢ com Zj,. Como F,|A] é um funcional

Ward Identities complicado é facil de ver que as funcoes de Green nas duas gauges vao ser

Lecture 11 diferentes. Mas o que tem significado fisico (comparavel com a experiéncia) sdo os

Vacuum Polarization

elementos de matriz S renormalizada. O teorema da equivaléncia que a seguir
demonstramos mostra que a matriz S renormalizada é invariante de gauge. Por
simplicidade demonstraremos o teorema para a teoria A\¢* mas o raciocinio é
analogo para o caso das teorias de gauge.

S-Matrix

WT Identities in QED

Unitarity and WI
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Quantization

ctre 10 Se dois funcionais geradores Z e Z diferem somente nos termos das fontes
exteriores entdo eles conduzem a mesma matriz S renormalizada.

® Ghosts
® Feynman Rules
e FR with matter

0 Dem. Consideremos o funcional gerador das funcoes de Green

Ward ldentities

Lecture 11

Vacuum Polarization Z[J] — N\/D<¢)€Z(S[¢]+I d4:pJ¢)

S-Matrix

WT Identities in QED Onde

Unitarity and WI

S[¢] + /d4xJ¢ — /d% Eﬁugb@“gb — %ngbQ — %gb‘* + Jo| .

Que acontece se acoplarmos a fonte exterior a ¢ + ¢> em vez de ser somente a ¢ 7
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Podemos escrever o funcional gerador Z[j] dado por

2] = N / D(6)elISI01+] d*ai(é+o™)
e podemos escrever Z[j] em termos de Z[.J],

Z[j] = exp {z / d*zj(z)F [%] } Z1J]

onde F[¢] = ¢ + ¢°. Consideremos a fungdo de 4-pontos, G(1,2,3,4) gerada por

Zj]
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Um diagrama tipico que contribui para é(l, 2,3,4) é o da Figura 1, onde a parte
do diagrama dentro do quadrado a tracejado é uma funcao de Green gerada por
Z[J].

Figure 1: Green functions generated by Z[.J] and Z[j].

Consideremos agora os propagadores G(1,2) e G(1, 2) gerados por Z[j] e Z[J]
respectivamente. Obtemos a seguinte expansio de G(1,2) em termos de G(1,2)

OO O
O oo

N
N
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Se examinarmos os propagadores junto do pdlo na massa fisica, obtemos (Z5 e Zs
sdo as constantes de renormaliza¢do nos dois esquemas)

Lecture 9

Classical theory

Quantization

Lecture 10

. - 17 , 142
® Ghosts 11m G — 5 : 11m G — 5
e Feynman Rules p2 _>m%% p2 — mR p2 —>m% p2 — mR

e FR with matter

Ward ldentities

Ent3o multiplicando a expans3o anterior por p? — m% e tomando o limite
p? — m7, obtemos

Lecture 11

Vacuum Polarization

S-Matrix

WT Identities in QED

Unitarity and WI ZQ :Z2 [1_1_2 @+ ( @)2_|_]

ou seja
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A matriz S nao renormalizada é dada por

n

k) = Hthm (k2 —m%)G(kyq, . ..,

=1 _>mR

SNR(Ey, ... kn)

para as fun¢des de Green calculadas a partir de Z[.J]. Definimos de igual modo

n

k) = Hthm (k2 —m%)G(ky, . ..,

i=1 ¢ _>mR

SNR(Eq, ... kn)

para as funcoes de Green calculadas a partir do funcional Z[]] sendo n 0 numero
de particulas exteriores. Do argumento usado para relacionar

lim(k% — m%)G(ki, ..., ky,) com lim(k* —m%)G(k1, ..., ky) é facil de ver que
para relacionar Hhm(k:? —m2%)G com []lim(k? — mR)G somente contribuem os
diagramas que tiverem pdlos em todas as varidveis kZ.
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Entao

n

1] im (k2

—m%)G

Portanto obtemos uma relacao

H k2lim (k7 —m%)G

=1 _>mR

N N

G

o2 H k2lim (k —m%)G

i=1 ¢ _>mR

entre os elementos da matriz S n3o normalizada

GNR _ % g NR
ou ainda
N I Nr
Z% S (kl? 7kn) — Z% S (k ) 7kn)
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Mas ZL%SNR(kl, ..., ky) é precisamente a definicdo da matriz S renormalizada

pelo que

~

SR — gk

Concluimos assim que dois funcionais geradores que defiram pelo acoplamento a
fonte exterior produzem os mesmos elementos de matriz da matriz S
renormalizada. Isto completa a demonstracao do teorema da equivaléncia.

A aplicacao deste resultado ao nosso caso é agora imediata pois

* . * a 5 C
Zc[ji] = exp {z/d‘*ay“w L(SJ ]}ZL[JM]

onde F2[A] = A% + O(A3). A diferenca entre Z¢[j,] e ZL[J,] reside no
acoplamento a fonte exterior, pelo que embora as funcoes de Green dependam da
gauge, a matriz S renormalizada deverd ser invariante.
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Tendo demonstrado a invariancia de gauge de matriz S renormalizada, voltemos
ao funcional gerador numa gauge arbitrdria definida pela condicao F“[AZ].
Escrevemos este funcional na forma

ZelTg) = N [ DU AplA ] e 2 s

onde

AF[A] = det Mp = det (—gii:—éj;)

Nesta forma as regras de Feynman s3ao complicadas porque o det M conduz a
interaccoes nao locais entre os campos de gauge. Se de alguma forma pudéssemos
exponenciar det M e meté-lo numa accao efectiva teriamos o nosso problema
resolvido.
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Ora no nosso estudo dos integrais gaussianos sobre varidveis de Grassman
obtivemos o resultado

/D(w,w)e_fd%wMF‘" = det M

usando este resultado e mudando por conveniéncia Mg — iMp (uma mudanga

na normalizag3o irrelevante) obtemos

ZplJ}] :N/D(Amw,w)eifd%[ﬁeffﬂﬁf“““]

onde W e w sao campos escalares anticomutativos e o L.¢¢ € definido por

ﬁeff =L+ Lgr + Lg
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Lecture 9 0 Os termos do Lagrangeano sao
Classical theory
Quantization ]-
L=—-F F®
Lecture 10 4 M
® S-Matrix
1
® Feynman Rules EGF = —— (FG)Q
e FR with matter 25
Ward Identities
Lecture 11 EG — _wCLMCLFbwb
Vacuum Polarization
S-Matrix
WT Identities in QED 0 Os campos w e w sao campos auxiliares ndo fisicos e chamam-se fantasmas
Unitarity and WI de Fadeev-Popov. Como nao sao fisicos ndo hd problema com o teorema que

relaciona o spin com a estatistica

0 Calculemos agora duma forma mais explicita o Lagrangeano do fantasmas.
Como
oF%(x)  OF[A(x)]

ab — g\ cb
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Lecture 9 5FG( )
Classical theory d4xd4 w MCLb T /d4 /d4 L Dwa
Quantization / y ( ) ( y 514 (y) b(y)
Lecture 10 ]
e S-Matrix ou SeJa
e Feynman Rules 5FCL (x)
e FR with matter £G ) = _/d4y wa T —Dbcw Y
Ward ldentities ( ) ( )5142 (y) H c< )
Lecture 11
vacuum Polarization | Para termos uma forma mais explicita temos que especificar a gauge. Na gauge de
S-Matrix Lorentz F'* = 0, A** e portanto
WT Identities in QED
Unitarity and WI 4 — 4 b b

y Lolo) = [ atye" @0k [5'(x - 1)) Dy (o)
— b, b
= 8“wa(x)DZ w’(x)

onde se efectuou uma integracao por partes e a derivada covariante na

representacdo adjunta (os fantasmas, tal como os campos de gauge estao na

representacdo adjunta do grupo GG) é

b _ b b
Di” = 0,0% —gf*°Aj
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Estamos agora em posicao de escrever as regras de Feynman para calcular, em
teoria das perturbacoes, qualquer processo que envolva particulas cujas interaccoes
possam ser descritas por uma teoria de gauge nao abeliana referente a um dado
grupo de simetria. Todo o nosso trabalho até aqui se pode resumir na procura do
Lagrangeano efectivo a partir do qual as regras de Feynman podem ser obtidas
como se se tratasse duma teoria normal sem graus de liberdade a mais. O nosso
Lagrangeano efectivo é, como vimos, dado por

ﬁeff =L+ Lar + L

onde
1 a va a a a bca Ab pc
[,——ZFWF“ ; Fo, =0,A, —0,A, +gf " A A}
L ——1(F)2
GF — 25 a

EG — —wa/d4ymDIchc
m
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e S-Matrix

® Ghosts a b _ abcyc

1407 = af e

e FR with matter

Ward ldentities T,,,.(tatb) — 15&()

Lecture 11 2

Vacuum Polarization . . . . L

< Matris Para fixar ideias vamos considerar a gauge de Lorentz definida por

WT Identities in QED

Unitarity and WI

F[A] = 9, A" (z) .

Obtemos ent3o

1 1
Loff=——F% FMo _ —

7 Fi ¥ (0 A"*)? 4+ 0w Dy’
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e S-Matrix DZ W = (a'u,da - gfa CAZ)CU
® Ghosts

. M
o FR with matter e usamos o facto de que os fantasmas se encontram na representacao adjunta pelo

Ward ldentities q ue
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S-Matrix (Duw)a — (a’u5ab . igAZ(TC)ab> wb
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com

(TC)ab — _,L'fbca _ _Z-fabc

Podemos escrever portanto

»Ceff — »Ccin + »Cint
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Lo = —1(9.49 9 A L 0, AP 4 9, @ OF
o i = g (Ous = O A" = 2 (BuA) 4 0,50
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%AMCL [DgW _ (1 _ %) aﬂa}/] 5abAub o 5abwb

onde se desprezaram divergéncias totais. O Lagrangeano de interaccao é

Ez’nt —

1
_gfabcaMAlc/LAubAz/c L Zg2

fabCfadeAzAiAudAz/e _I_gfabcauwaAch

Com as convencoes usuais obtemos as seguintes regras de Feynman
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i) Campos de gauge

MW\/\/\/\/\/\/\/\/‘
a L b
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i) Vértice triplo dos bosbes de gauge

p,c

|ps —gf*[ g"(p1 — p2)’ + g""(p2 — p3)"

v\pz

v,b

+g°*(p3 — p1)”]

b

i, a

i) Vértice quartico dos bosées de gauge

o,d , C .
4 —ig® [ Fe U Gup9vo — GuoGvp)
pa “Ds
+f6acfedb<g,uagpu — guz/gpa)
P1 b2
Z ) + fead febe (GurGpo — gupgva)}
[, a v, b

Jorge C. Romao

TCA - 80



TECNICO
W LISBOA

Vértices:

Lecture 9

Classical theory

Quantization

Lecture 10
® S-Matrix
® Ghosts

e Feynman Rules

e FR with matter

Ward ldentities

Lecture 11

Vacuum Polarization

S-Matrix

WT Identities in QED

Unitarity and WI

iii) Interaccdo Fantasmas-Bosoes de Gauge

Notas:

1. O ponto no vértice entre os fantasmas e os bosoes de gauge refere-se a
perna que tem a derivada e que corresponde a linha de saida (as linhas dos

fantasmas s3o orientadas)

2. As outras regras sao as usuais nao esquecendo o sinal — por cada loop de

fantasmas.
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Na seccao anterior vimos as regras de Feynman para a teoria de gauge pura, sem
interaccao com a matéria. A interaccao com a matéria faz-se da forma habitual
passando as derivadas usuais a derivadas covariantes. Em geral a matéria é
descrita por particulas escalares

qﬁi ; 1= 1, M
e particulas spinoriais
%‘ ) ] = 1, .N

pertencendo a representacoes de dimensao M e N, respectivamente. O
Lagrangeano sera dado por

Lonatéria = (Dud)'DFo—mietio —V(9)

+ith DHyuah — myaby)

Ecz’n + Ez’nt .
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O Lagrangeano de interaccao entre a matéria e os campos de gauge obtém-se
facilmente a partir da derivada covariante

D,’LL; — 8M5@-j — igAZTa

a = ~
onde T sao os geradores nas representaces adequadas para os campos ¢ e 1.
Assim obtemos

—
Ling = 97 (0 —0)¢; T Apa + 6°0; T T b1 Ay, AR

+g Y T AL

0 que conduz aos seguintes vértices
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0 Triple Vertices

My G
TP3
() 2 TE
\p} Zg<7 )ﬂa 1J
“h
By a, J
My G
Tps

a

ig(p1 — p2)" ij
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0 Quartic Vertex

0 Factores do Grupo

Os factores ¢ e T que aparecem nos vértices ndo precisam de facto de

ser conhecidos. Nos cdlculos aparecem, como veremos, combinacoes
daqueles factores que podem ser expressas em termos de quantidades
Invariantes que caracterizam o grupo e a representacao.

Os nossos geradores s3o hermiticos (T%" = T'%) satisfazendo as relacdes

[Ta’ Tb] _ ifabcTC
Tr(T*T?) = §°°T(R)
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T(R) é um nimero caracterizando a representacdo R. Outra quantidade
frequentemente usada é o operador de Casimir da representacao definido por

Z iC;ch?j = 0;;C2(R)
a,k

Para a representacao adjunta obtemos

facdfbcd _ 5ab02(G) .

T(R) e C5(R) ndo sdo independentes obedecendo a relagdo

T(R)r = d(R)C2(R)

onde r é a dimens3o do grupo G e d(R) é a dimensao da representacio R.
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0 SU(N)

Em muitas aplicagdes estamos interessados em grupos SU (V). Para estes
temos os seguintes resultados

r=N?—-1;dN)=N; dladj) =d(G) =r
N?—1
2N

0 Factores de Simetria

Para o calculo de diagramas envolvendo particulas idénticas é necessario
multiplicar o resultado de aplicar as regras de Feynman por um factor de
simetria conveniente. Estes factores de simetria foram discutidos
anteriormente . Por conveniéncia reproduzimos aqui a regra |4 deduzida. O
factor de simetria é o # de maneiras diferentes em que as linhas podem ser
ligadas com o mesmo resultado topoldgico a dividir pelos factores

permutacionais dos vértices e pelo nimero de permutacoes de pontos com
vértices iguais.
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0 Vamos aqui deduzir as identidades de Ward para as teorias de gauge nao

abelianas (descobertas por Ward, Takahashi, Slavnov e Taylor) . O método
mais conveniente é o chamado método das transformacoes de Becchi, Rouet

e Stora (BRS)

As transformacdes de BRS s3ao uma generalizacao das transformacodes de
gauge que tornam invariante a accao efectiva.

Como vimos para uma teoria de gauge nao abeliana a accao efectiva é dada
por (A = campos de gauge ; ¢ = campos de matéria)

1
Sersld,6] = S[4,0] - ¢ [ d'aF2A, 6] - / 2T M
onde S|A, ¢| é a acgdo classica, invariante para transformacgdes de gauge
SAY — 1Dab b
peoo _5 p @
0p; = —i(T)j0;a" ,
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0 F,[A, ¢| sdo as condigdes de gauge e o operador M, é tal que

5F,
09

o0F,
0 A,

Magpw® = Wt Zg(Tb)w ¢J

0 Sers nao é invariante para as transformagoes de gauge devido a nao
invariancia do termo que fixa a gauge e do Lagrangeano dos fantasmas. Esta
nao invariancia pode desaparecer se escolhermos transformacoes apropriadas
para os fantasmas para compensar a nao invariancia do termo fd%Fcf.

0 Estas transformacoes sao

( 0BrsAL = DiPwb
. 0Brs®i = 1g9(T")ijp;w"0
OBRsW" = ¢Fu[A, 9]0
| pRrsw® = lgfetewtwed

onde 6 é um parametro anticomutativo independente do ponto do
espago-tempo (variavel de Grassman).
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0 Vemos que as transformagdes BRS para os campos Aj) e ¢; sdo
transformacgdes de gauge com pardmetro a®(x) = —gw®(x)0. Notar que o
caracter anticomutativo de 6 é necessario para que o produto w®f tenha um
caracter bosénico (comutativo).

Lecture 9

Classical theory

Quantization

Lecture 10

Ward ldentities

0 Para demonstrar a invariancia de S.f¢[A, ¢] vamos demonstrar uma série de
o WTST Identities ~ Y s

teoremas que sao necessarios para a prova geral. Antes é no entanto
conveniente introduzir o operador de Slavnov s, definido pelas relacoes

Lecture 11

Vacuum Polarization

S-Matrix seguintes,

WT Identities in QED . a a u

Unitarity and WI 5BRS A/J — SAMH 5BRSw — SW 0
OBRS®: = S¢i0 OBRSW" = sw'd

0 Este operador é distributivo em relacao a multiplicacio verificando-se as
relacoes seguintes

(F1B2)
S(BlFQ) — —SBlFQ -+ BlSFQ
( ) = —SF1F2 + F18F2
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0 Teorema

O operador s € nilpotente nos campos Aj, ¢; e w*, isto é
2Aa—32gbz—s w® = 0.

0 Dem. Demonstremos para cada um dos casos. Obtemos
a) s2A% =0
7

5Dab
5A

v abcy e 1 c a c
— _5,u(_gf ’ )Dydwdwb + igfb dD,ub(w wd)

sAcw + D“bsw

SQAZ — S(Dzbwb)

1 1
_ [gfabca'uwcwb_'_ §gfacdaluwcwd_'_ §gfacdwc de]

1
2

_ ( fabca'uwcwb . gfabca’uwcwb)

o _g (fabc]ccde fadc]ccbe fcdbface) d b —0

+ [gfabc< )fcdeAew w + g( )fbcdfabeAzwcwd]
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b) 82¢Z‘ =0

2

s ig(T*)ijpjw"]
—ig(T*)ijs¢;w* +ig(T*)ijP;sw*

Qa Qa N a 1 aoC C
g*(T )ij<Tb)jk(/5kwbw +1g(T )ij¢j§gf bebuw
1

C C 7: a aoc C
592[T 7Tb]ikwbw Ok + 592<T )ij @ f bewbw

?: a ac aocC C
592(T )i50; (f4° + [**)w’w
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1
S <§gfabcwbwc>

1

__gfabcswbwc +

2

_gfabcswbwc

1

1

2

fabcwbswc

L _92 fabc]cbefwewtwc

2
1

- Q(fabCfbef +fabefbfc_|_fabffbce)wewtwc

6

0

onde se usou a anticomutatividade dos fantasmas e novamente a identidade de
Jacobi. Fica assim demonstrado o teorema.
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0 Para gauges lineares pode-se demonstrar um resultado importante a que
daremos a forma de teorema.

0 Teorema

Para gauges lineares o operador de Slavnov verifica a relacdo

s(/\/labwb) =0

0 Dem:

Vimos anteriormente que

O0F, (x) 5Fa(:c),
M pw® (z :/d4y[ DCb b(y ig(T?) ;0.0 (y
Se usarmos as definicoes de dgrg e do operador de Slavnov podemos
escrever
O0F, (x)

M pw(z) = / d*y [MsAZ(y)

AL () iy )]

00 (y)
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Se a gauge for linear gi‘; e ‘ggj nao dependem dos campos e portanto
0F,(x) 0F,(x)
s M, WP (x :/d4 [—82AC + — 2 52%0, =0
Mapw ()] Y54, 0) W)+ 55 i)

onde se usaram os resultados anteriores.

Usando os teoremas anteriores podemos agora mostrar que a accao efectiva é
invariante para transformacoes de BRS. Vamos apresentar este resultado também
sobre a forma de teorema.

0 Teorema

A accdo S.¢¢ € invariante para as transformacdes de BRS.

0 Dem. A accio efectiva é

SorslA,0) = S{A,0)+ [ d'a | -5 F2AL 0] - @ Mu®
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Lecture 9 Como a acgao classica é invariante para transformagdes de gauge devemos ter
Classical theory
Quantization S (S[A, ¢]) — O .

Lecture 10

Ward ldentities

Para os outros termos obtemos
o WTST Identities

Lecture 11

Vacuum Polarization ]_ 9 —a ]_ —a b s b
S-Matrix _iF o '/\/l (U — _EFCLSFCL _|_ SW Mabw — W S(-A/labw )

WT Identities in QED

Unitarity and WI Mas

Fue) = [ty | grss Al + 5] = Mad ()

€ por um dos teoremas anteriores

s(./\/labwb) =0
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Portanto

onde se usou sw®

Sseff[Av (rb] —

1 1
S (—iFg — _“/\/labwb) = (——Fa + sw“) Mpw? =0

§

= %Fa. Pondo tudo junto obtemos portanto
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Para o seguimento € ainda importante um outro teorema,

0 Teorema

A medida D(A,,, ¢;, w0, w®) € invariante para transformacées BRS.

0 Dem: Calculos simples conduzem as seguintes relacoes:

5(SAZ)
5 An
5(8 %) . a a __ .
T@- = ’l/g(T )mw = O )
d(sw)

dw?®

— ngLCLCwC — O

Como vimos no capitulo anterior estas relacoes implicam que a medida é
invariante, o que demonstra o teorema.
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0 Vamos aqui deduzir a generalizacao das identidades de Ward-Takahashi para

as teorias de gauge nao abelianas. Esse trabalho foi feito, entre outros, por
Slavnov e Taylor mas usaremos com frequéncia o nome de identidades de
Ward mesmo para as teorias nao abelianas. Duma forma genérica, as
identidades de Ward s3o relacoes entre as funcoes de Green que resultam da
simetria de gauge da teoria. Como vimos a maneira mais conveniente das
expressar € usar os funcionais geradores das funcoes de Green.

Consideremos entdao uma teoria de gauge nao abeliana. Por simplicidade
consideramos que a matéria é constituida por campos escalares ¢;. A
introducao de fermides é imediata. O funcional gerador das funcdes de
Green é entao

Z[Jga Jiylrlaaﬁa] — /D(AM, qﬁi’w7w)eifd'4x[£’eff+JZAMG+Ji¢i+ﬁawa+wana]

onde introduzimos também fontes para os fantasmas. Uma transformacao
de BRS é uma mudanca de varidvel no integral. O valor do integral nao deve
ser alterado por essa mudanga de varidveis. Como S.¢¢ e a medida sao
invariantes devemos ter o seguinte teorema:
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0 Teorema [7

Dada uma funcao de Green qualquer

G(ﬂ?l, ooy Y1y eeiy Z1y 400y W1, )

= (0| TA},, (x1) -+~ ¢iy (y1) -+ @ (21) - w"(w1) -+ |0)

temos as relacoes

i) s {0 TAj, (1) -+ @i, (y1) - @ (21) - (w1) 0) = 0

i) 0=(0[TsA}(z1)---]0) + -+ (O[T s¢;---|0) + -

(0| T - s |0) -+ (0| T - sw®- - - |0)
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0 Dem: A demonstracao é imediata se escrevermos
(O] TAf, (1) -+ @i, (1) - @ (21) - W’ (wn) [0) =

- /D(AIM Qbiawaw)AZ(xl) S ¢zl(y1) .. .wa(zl) .. -wb(wl)eiseff

Ent3o a transformacao de BRS deve deixar o valor do integral invariante
pelo que a primeira relacao é imediata. A segunda relacao resulta da
primeira e da invariancia de medida e da accao efectiva.

0 Este teorema constitui uma forma expedita de estabelecer relacoes entre as
funcoes de Green para casos particulares e é muito util em cdlculos praticos,
como veremos no seguimento. Contudo para estabelecer resultados gerais
sobre a renormalizac3o e invaridncia de gauge da matriz .S interessa-nos as
identidades de Ward expressas em termos dos funcionais geradores.
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Usando a invariancia dum integral numa mudanca de varidveis, a invariancia da
medida D e de S.s¢ obtemos a identidade de Ward para o funcional gerador Z

0= /D(A,u7¢i7waw)/d4x(JuaSAZ—|—JiS¢i—|—ﬁaswa_Swana)ei(Seff—l-fOnteS)

As identidades de Ward mais Uteis sao para o funcional I'. A expressao anterior
nao permite passar para o funcional I' porque sA%, s¢; e sw® sao nao lineares nos
campos. Para resolver este problema introduzimos fontes para estes operadores
nao lineares. Generalizamos assim a accao efectiva definindo uma nova quantidade
>, tal que

Z[AfLaqbiawaawa)KZaKiaLa]
= SeyprlAL, i, W W] + /d4x(Ka“3AZ + K's¢; + L%sw®) (3)

onde K, K; e L” sdo fontes para os operadores compostos sA},, s¢; e sw*
respectivamente.
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Usando os teoremas anteriores é imediato mostrar que X é invariante para
transformacoes BRS, isto é,

s> =0.

Consideremos agora que o funcional gerador das funcoes de Green na presenca das
fontes J7, J;, n®, ", K'* K" e L%, isto é

Z[‘]g"]i’n’ﬁ7 K,WK???L] — /D(A,ua¢z‘757w)ei[E+fd4x(JZA“a+Ji¢i+ﬁw+w"7)]

Podemos agora repetir o raciocinio da invariancia para as transformacoes de BRS.
Como anteriormente obtemos (recordar que s> = 0)

0= /D( . ) /d4az[JC‘jsAZ + J'so; + T%sw® — Swana]ei(2+fontes) :

mas agora temos operadores compostos sA, s¢ e sw, isto é

0
S¢; = oK, sw*

_ oz
6L’

0>
SAZ = )

1
— — _Fo@
S ra’ £
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Obtemos entao

0 D > 1 :
D(. .. H _ _fape i(X+fontes) _
/ ( )/ [JM T T S 77]6 0
ou ainda
) ) ) 1 ) ) S ra _
d4 7 1 . —a _ e a ZW[JM,JZ‘,??,U,KM,K@',-
/ v [‘] TS T I L‘MM’ iéJJ ] ‘

Para uma condicao de gauge linear todos os operadores diferenciais dentro do
paréntesis recto sao de 1¢ ordem e portanto podemos escrever

5 5 51
4 W { —a -
/dx[‘] st 5w, T SIa g

an“]W:().

Esta é a expressao da identidade de Ward para o funcional gerador das funcoes de
Green conexas.
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Lecture 9 Normalmente as identidades de Ward sao mais Uteis para o funcional gerador das
Classical th ~ . Y A Nt
assical theory funcoes de Green irredutiveis que é definido por

Quantization

Lecture 10 _ . 4 ra B B
Ward Identities F[A/“ Gi, W, w, Kl“ K, L] = W[J/M Ji, 1,1, K/u K, L]_/ d4x[JuA M+Ji¢z"|‘77w—|—w77]

® BRS transformations

com as relacoes habituais

Lecture 11

Vacuum Polarization

S-Matrix ) L 5W a — 5_W
WT Identities in QED ¢Z o 5—<]7, v 5ﬁa
Unitarity and WI
a _ 5W —a — — 5_W
Ay = gy Tk

e as relacoes inversas

oT
J = -2 _a

0P = 5(5
o« _ __OT
I o= _—fwra
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Como a transformada de Legendre deixa inertes as fontes K}, K; e L devemos ter

oW oI

B W oT
Ko  OK¢ " 0K

W 4T
OK;

Lo LA

Obtemos entao facilmente

S-Matrix

WT Identities in QED /d4 [ 5F 5F —1_ 5F 5F 5F 5F 1Fa’ 5F O

Unitarity and WI L - — —a —

! OKa(x) 0Ara(x)  0K;(x) ddi(x) OoL%(x) dw(x) &  ow'(w)
Esta equacao é o funcional gerador das identidades de Ward para uma teoria de
gauge nao abeliana numa gauge linear. As identidades de Ward para funcoes de
Green especificas obtém-se por derivacao funcional em ordem aos campos
apropriados.
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Na pratica a equacao anterior usa-se em ligacao com outra identidade funcional, a
equacdo de movimento (ou de Dyson- Schwinger) para os fantasmas. Esta pode
ser obtida fazendo a seguinte mudanca de varidveis no integral funcional

0A}, = 0¢; = ow® =
dw® = f% = constante infinitesimal
Entao
N — 0% aei(E fontes)
5Z—O—/D( )<5w )f T
mas
0 B Mo =
5wa(x) —  —JVigpW (ZU) = —S ( )
0F,(x) O0F,(x) ]
— d4 Ab ;
/ oAk (y) )+ 0¢i(y) 9il0)
_ —/d4y F.(x) 6% 0F,(z) 0% ]
|0AL(y) 0K (y) - 69i(y) 0Ki(y)
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Obtemos portanto

o= [oe{=i [ [gjb(éj)) ST ) ST T e

(=S o S o ) L

Usando agora

a__51“
N T

obtemos finalmente (para gauges lineares)

T
o (x)

s | 0F,(z) o0 0F,(x) oT
/d / [5A2(y) SEM(y) " gi(y) 0K:(y)

que é o funcional gerador das equacdes de Dyson-Schwinger para os fantasmas.

Jorge C. Romao

TCA - 108



TECNICO
LISBOA

Lecture 9

Classical theory

Quantization

Lecture 10

Ward ldentities

Vacuum Polarization

S-Matrix

WT Identities in QED LECtu re ]. ].

Unitarity and WI

Jorge C. Romao TCA - 109



TECNICO
W LISBOA

Example: Transversality of vacuum polarization

Lecture 9

Classical theory

Quantization

Lecture 10

Ward ldentities

Lecture 11

Vacuum Polarization

@ Formal Method
e Practical Method

S-Matrix

WT Identities in QED
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0 Vamos aqui dar um exemplo de aplicacao das identidades de Ward
mostrando que a polarizacao do vacuo é transversal. Como a teoria de gauge
pura ja é nao trivial vamos somente considerar este caso, as generalizacoes
sao imediatas.

0 Para mostrar os detalhes dos calculos vamos fazer este exemplo usando dois
métodos. O primeiro, que chamaremos método formal, consiste na aplicacao
das identidades de Ward para o funcional I' que acabdmos de mostrar, o
segundo é o método pratico que resulta da aplicacao dos resultados dum
teorema que emonstradmos anteriormente.

0 A comparacao dos dois métodos serd importante para a compreensao das
expressoes.

Jorge C. Romao

TCA - 110



TECNICO
W LISBOA

Transversality of vacuum polarization: formal method

Lecture 9

Classical theory

Quantization

Lecture 10

Ward ldentities

Lecture 11

Vacuum Polarization

® Formal Method

e Practical Method

S-Matrix

WT Identities in QED

Unitarity and WI

Como estamos a considerar uma teoria de gauge pura a expressao para o funcional
gerador das identidades de Ward para o funcional I' é

or or or or 1 ol
/d%[ - — 2 F(2)——=| =0
0K (z) 0Aua(z) OL*(x) dw(x) & ow®(x)

onde vamos escolher a gauge covariante

F*(x) = 0,A"(x)
Para prosseguir é necessario saber o que representam 5‘;5@ e 555@. Da forma como
foram introduzidos temos

ol W0 1nZ—i 0/
0K (x) OKa&  10K¢ Z i0K(x)

1 .
_ ~ /D( - )SAZ(x)GZ(Z+f0nteS)
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Como sA%(z) = DiPw® = dw®(z) — gf**w(x) AL (), obtemos entdo

1 627
Z i5Jﬁ(x)i5ﬁb(x)

oI 1

_ gl 607
0K (x) R Z 10m*(x)

abc

Introduzindo Z = exp(iW), a equagdo anterior escreve-se

or

o 0EW)
0K (x) =

i (2)

g pae 6% W N GWw 6w
i0J¢ (x)ion’(x)  i6J5(w) ion°(x)

que tem a seguinte representacao diagramatica:

onde W é o funcional gerador das funcoes de Green conexas.
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De igual modo se pode mostrar

ol _ 1 fabc i 522
oLa(z) 27 Z 6 (x)ion (x)
_ 1, fabc[ W) W) 5(@'W)]
2 107 (x)ionP (x) 10 (x) i67° ()

ou diagramaticamente
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52
dw’(y)o Ay (2)

a equacao de partida. Obtemos

Temos que aplicar

6°T
dAS(2)0 Ara(x)

B 52T
5wb(y)5Kg(a:) o

62 ( or or )
6wb(y)6 A (z) \OK4(x) dAr(z)

5wb(y(;i51;<ﬁ(w) o / T (_iéwb ;;wa (w)> (i577f (5?5}(3@))

(
— 85/614?0 (_idwb( 5)51;]‘( )) i5nf5(15;¥ﬁ)a(ﬂf)> —0
g fab’C/d4w <_i5wb w)) <z577f Zgnzv(v)ié‘]ﬁ(x)> |0

Vi - )

( 3
( 3w

=0

28554(33— fabc

iont (w)ion® (

2)id g (o >>

=0
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De modo semelhante

=0
=0

62 or oT
dwb(y)dAc(z) \ OL® dw*

S-Matrix 52 ]_ 5F ]_ 52F
o —9, AP — Z9Y8% r —
essna | 500G (2) (€0 @m )|, = €990~ g L
Usando estes resultados obtemos
5°T 6°T
—oY . ade / d4 d4 (_ - )
A ) T w)
53w ( 5°T ) N 18” 6°T _ 0
i5nf(w)i5ﬁd(x)i5Jﬁ(x) 0A%(x)dAL(2) 77 0wb(y)owe(z)
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obtemos

e Practical Method

>-Matrix . . —1c ade : ,¥—1ca — e N 0 —1c
WT Identities in QED _ZpM(Z)G 11/IL(p) T gf d ZG 1yu(p)A 1beMd f _|_ (_Zp )EA ! b(p) —
Unitarity and WI
ou ainda
1
—1lcb __ —1cb . ade .y—1ca —1fb def
pMG v _EA Dv T 19 f G I/,Lb(p) A XH [1]%
onde
d d Ci f
XHE = FT { < 0|Tw (2)@” (w) A" (2) 0 >c} = MW o
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Para demonstrar a transversabilidade precisamos ainda da equacao de movimento

para OS fantasmas que é, para O NOSSO Caso,

or _ _au ol
0w (z) “IKHra(z)
Aplicando o operador 5wg(y)’ obtemos
62T b od
= —[ 6° —
5ub ()0 (2) 0Ty =)

adc 4 s 52F )
9/ /d w( "S5t ()60 (w) 85(

Aplicando a transformada de Fourier, obtemos

iA_lab :p25ab —FgfadC(—ipM)X’ZlcfA_lfb [2]_>_>

53 iW

i6J¢ (2)idns (w)ién®(z)

|
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As equacoes anteriores permitem mostrar a transversabilidade do vacuo. Para isso
escrevamos

a

—lab __ : _
onde p"G 77, = 0. Para o propagador livre a = 1. Para mostrar que a
polarizacao do vacuo é transversal basta mostrar que a parte longitudinal n3o é

renormalizada e portanto que o valor de a continuar a ser a = 1. Usando

G =G +i—0"pupy

a
§

e multiplicando a equagao [1] por p” obtemos

PG =i 6P D,

a c 1 —1c a cde e —
gp45b:_5p2A 1b_gp29fdp,uX'ud fA 1fb

1

Jorge C. Romao

TCA - 118



TECNICO
W LISBOA

Transversality of vacuum polarization: formal method - --

Lecture 9

Classical theory

Quantization

Lecture 10

Ward ldentities

Lecture 11

Vacuum Polarization

® Formal Method

e Practical Method

S-Matrix

WT Identities in QED

Unitarity and WI

Usando agora a equacdo [2] obtemos depois de alguma algebra trivial

1
0=—-

§

o que implica

a=1

como queriamos mostrar.

p2A_1Cb +

a

§

p2A_1Cb

Jorge C. Romao

TCA - 119



TECNICO
W LISBOA

Transversality of vacuum polarization: practical method

Lecture 9

Classical theory

Quantization

Lecture 10

Ward ldentities

Lecture 11

Vacuum Polarization
@ Formal Method

® Practical Method
S-Matrix

WT Identities in QED

Vamos agora mostrar a transversabilidade da polarizacao do vacuo usando o
método pratico baseado nos resultados do Teorema [7] Como

() = %(%A“b(at)

sA = 0,w" — gfadcwdA,C/

Unitarity and W/ é facil de ver que a funcdo de Green de partida deverd ser < 0|TA%(z)@w’(y)[0 >.
Entao o teorema diz-nos que
s < 0|TA} (v)w ()]0 >=0
ou seja
1
z < 0|TA%(2)0, A" (0 > = < 0|Td,w*(x)x’(y)|0 >
. radc 0lT d A€ —b 0
gf*" < 0[Tw(2) A, (2)w” (y)|0 >
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Aplicando a transformacao de Fourier obtemos

!
§

onde X9 foi definido anteriormente. Multiplicando por G~1"#A~! obtemos

P*Gy(p) = —ip, A" (p) — gf** X7

_%pVA—lac + Z-gffdexlcfebA—lch—z’l/,uaf

que é precisamente a equacdo [1]. A equagdo [2] pode ser obtida facilmente
sabendo que o Unico vértice dos fantasmas é

wey—lac
p Gz/,u T

i, c
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Entao

ou seja
) 1
A ab (p) p2 5ab p2 gfadcpu Xﬁcb

ou ainda

iA_lab _ p25ab . Z-gfadcp,uX/cfcb’A—lb’b

que é precisamente a equacdo [2] A demonstracdo da transversabilidade é agora

igual ao caso formal.
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0 Mostramos anteriormente a invariancia da gauge da matriz .S, usando o

teorema da equivaléncia e o facto que os funcionais geradores
correspondentes a condicoes de gauge diferentes diferiam somente no termo
das fontes. A demonstracao que fizemos usava as propriedades especificas de
gauge de Coulomb e podia levantar alguma didvida quanto a sua validade
geral.

Vamos aqui mostrar, usando as identidades de Ward, que os funcionais Zp e
ZriAF correspondentes as condicoes de gauge ['e '+ AF,
respectivamente, diferem somente no termo das fontes. Como I' e AF' sao
arbitrarios, e demonstracao é geral. Temos

ZplJy] = /D(- ..)ei[Seff+f d*x(JE AR+ Tidy)]

Entao
1 IAF"

Z — 7 = D(--- d4 | —Z FeAFY — ¢ d4 () Ab,u,‘

N Lo L ELy PR

_ OAF*(x) . ;
5% d4y s (y ] ez(Seff+ ontes)
/ 00 (y) )
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Usamos agora as identidades de Ward na forma correspondente ao funcional Z,
Isto é

0= /D( - /d4x[‘]'ua3AZ+Ji5¢z'+ﬁSW—Swn] Ai(Sepp T8 AP 4T 64 T4 Tw) )

Derivando em ordem a n*(x) e pondo as fontes dos fantasmas nulas obtemos

1 . . 4 ra Aui
O:/D() [EFCL<$>—|—Zwa<il3>/d4y[a]ub814’z—I—stgbz]] ez[Seff-l—fd :E(JMA +Jidi)]

ou ainda

_lFa {L} /D( ”)ez’(Seff—kfontes) _

:/D<°">iwa($)/d4y[JMb8AZ—|—Ji8§bi]€i(seff+f0ntes)
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Entao

[ ool

MIb—\

FaAFa) ei(Seff—l—fonteS) _

_ a| 0 | 5
= A% (“ 0 /D
_ al_ 0
= AF 57
[ SAF
- /p(...) < w“(a:)/d4y b (z)
\ 0A,(y)

SA7 (y) +

Z(Seff +fontes)

/D( - )iw“(x) /d‘ly[JMbSAZ 4+ Jisgbi]ei(seff—i-fontes)

SAF(x)
00 (y)

S@(y)]

_'_iwa(a?)AFa(at) /d4y[JMbSAZ 4+ Jis(bi]} 6z’(Seff—|—fo1r1‘ces)
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Ward Identities /’D( .. ) <_FCLAFCL 5 (CE) /d4y
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OAF"(z) OAF" , i(Sefrt
5A2<y) SAM(U>+ 5§bz<y> quz(y)]) € 74
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~ / D(- - )iw" (x) AF* () / dhy [J#Ps AL + Jisg;] e (Serstontes)

Unitarity and WI

Podemos entao escrever

Zp+aF  —4F
— /D(..,)i/d‘lx[iwa(x)AFa(x)/d4y<J,ubSAZ+Ji8¢i>}ei(seff—l-f0nt

ot s [ AW + S0 0)
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i(y) = ¢ily) +i / d 2@ (2) AF* (2) 56 (1)
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Unitarity and Wi Ao (y) = A% (y) + i / d*z[w’ (2) AR (2)s A% (y)]

A diferenca entre os funcionais geradores Zp i Ar € Zg € apenas na forma

, +
funcional dos termos das fontes. Podemos portanto usar o teorema da equivaléncia
para mostrar que as matrizes S renormalizadas sao iguais nos dois casos

R _ QR
SF—l—AF - SF :
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Vamos aqui tornar a derivar as identidades de Ward para QED ja encontradas no
estudo da renormalizacdo, mas utilizando agora os métodos funcionais.

Pode-se mostrar que para o funcional gerador das funcoes de Green completas se
pode escrever, numa gauge linear,

Z(Ju,,m) = / D(Ay, 1, ) Sers+f Aol A" +mgn)

onde J,, 1 e 1) sdo as fontes associadas a A4, ¢ e 1) respectivamente. A acc3o
efectiva é dada por

1
Seff = /d4x [EQED — 2—5(814)2 = SQED + Sar
onde
1 KV ol 5~ M
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SqEep € invariante para as transformagoes de gauge do grupo U(1)

0A, = 0, A
0 = —ieAy
0 = ieAy

enquanto que S.rr contém a parte de gauge fixing que nao € invariante nestas

transformacodes. Portanto as identidades de Ward tomam aqui a forma

0Sgr | 0
sor || v ) B |

O que se escreve no nosso caso, reintroduzido as integracoes,,

— 4 lu (
0 /dxlgﬁé’,,

(

0
10J,

d

10J

]Z(J):O

) O\ + JHO, A — ieAn

0

— 4+ ieAn— | Z

i0m

0
10m

(J*,m,m

)
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1 )
[Em (zw

d
OOy | ——
0 (z&]y)

ou seja, integrando por partes,

fees]

Podemos ainda escrever

>+8 J“+2677(

0
0m

0
10m

5

O, J" —1en— +ten

0

101

0

Z(J",m,n) =
=] 20 .0 =0

)| zam =0
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0 Do ponto de vista das aplicacoes é mais util a identidade de Ward em
termos do funcional gerador das funcoes de Green préprias. Este problema é
mais simples do que o caso das Teorias de Gauge n3o abelianas que
acabamos de ver pois a equacao acima é linear nas derivadas funcionais em
relacdo as diversas fontes (note-se que se se tivesse escolhido uma condigdo

de gauge ndo linear isto ja n3o seria verdade, mesmo em QED).

0 Esta linearidade permite escrever imediatamente

0 J" + FIII@M ( 0 ) H’eﬁi — ie 9 W(J,7,m) =0

¢ 0, o lien
onde W é o funcional gerador das funcdes de Green conexas
Z(J:U’, ﬁ, 77) = GZW(JM 7ﬁ777)

0 Como vimos, o funcional gerador das funcoes de Green préprias é

= W(Ju,7,1m) —/d4w[J“AM+W+W
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0 Com
ow ow ow
A = : _ . o
ST W 4 i0m 4 i0m
e
oI’ oI oI’

J = ——=— = ——; n —= —
onde, como habitualmente, as derivadas fermidnicas sao derivadas esquerdas.

Entao podemos escrever

1 ol ol — ol
1 u : . _
gD@MA aM—CSAu -+ ze—éww -+ ww—é@ 0

Esta equacao é o ponto de partida para gerar todas as identidades de Ward
em QED. A sua aplicacdo é muito mais facil do que a expressao equivalente
usada no estudo da renormalizacao e que foi demonstrada utilizando o
formalismo candnico. Os métodos funcionais tornam estas expressoes
particularmente simples.
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Lecture 10

Ward ldentities

Lecture 11

Vacuum Polarization

S-Matrix

WT Identities in QED
o WI for Z

oWl for W & I'

® Ghosts in QED

e Photon Propagator
e WI for Vertex

Unitarity and WI

0 Para nos convencermos que a equacao anterior conduz as identidades de
Ward ja nossas conhecidas, vamos obter a identidade de Ward para o vértice

em QED.
0 Apliqguemos 50 (yc;?% Bk Obtemos entao
a g\=
o T
0 (y)0thg(2)0 Ar(x)
2 2
e | M ea) - sty )
5¢a(y)5¢5(fb") 5¢a($)5¢5(2>

ou seja

T pa(T, 2,y) = ie [Tga(z, )04 (2 — x) — oz, 2)0%(y — z)]
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Example: Ward identity for the QED vertex - - -

Lecture 9

Classical theory

Quantization

Lecture 10

Ward ldentities

Lecture 11

Vacuum Polarization

S-Matrix

WT Identities in QED
o WI for Z

oWl for W & I'

® Ghosts in QED

e Photon Propagator
e WI for Vertex

Unitarity and WI

Aplicando agora a transformada de Fourier a ambos os membros, com os
momentos definidos de acordo com a Figura

obtemos, omitindo os indices spinoriais,

¢"Tu(p',p) =ielS™'(p) — S ()]

que é exactamente a identidade pretendida.
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Ghosts in QED

Lecture 9

Classical theory

Quantization

Lecture 10

Ward ldentities

Lecture 11

Vacuum Polarization

S-Matrix

WT Identities in QED
o WI for Z

oWl for W & TI'

o WI for the Vertex

e Photon Propagator
e WI for Vertex

Unitarity and WI

Anteriormente dissemos que para QED o funcional gerador é dado por
Z(Ju:M,m) = /D(A,Mw,@)eifd%[ﬁ@ED*ﬁGF*“’“A“*W*%]

onde Lorp é o Lagrangeano usual de QED e o termo que fixa a gauge € dado por

cgpz—%(a-A)?

De facto isto nao é estritamente verdade. Se usdssemos a prescricao para teorias
de gauge seria

% ¢ b [ d* H np+Ppn+wl+Cw
Z(Ju,n,1m,¢, Q) = /D(Aﬂ,w,w,w,w)e@fd T[Lefp+I" A +TY+n+wl+(w]

onde w e w sao campos escalares anticomutativos. Estas particulas ficticias sao
designadas, como vimos, por fantasmas de Fadeev-Popov. Embora n3o aparecam
como estados finais em processos fisicos, a introducao de fontes para elas é
conveniente para discutir as identidades de Ward.
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Ghosts in QED - --

Lecture 9

Classical theory

Quantization

Lecture 10

Ward ldentities

Lecture 11

Vacuum Polarization

S-Matrix

WT Identities in QED
o WI for Z

oWl for W & I'

o WI for the Vertex

e Photon Propagator
e WI for Vertex

Unitarity and WI

No Lagrangeano anterior L. é dado por
Legg = LoD + LaF + La

onde

Lo=-wlOuw

A razao pela qual em QED podemos trabalhar com o funcional gerador Z e nao Z
tem a ver com o facto de os fantasmas em QED nao terem acoplamentos com as
particulas fisicas e poderem ser omitidos completamente da teoria. Vamos
introduzir agora as transformacdes de Becchi Rouet e Stora (BRS). O objectivo
destas transformacgdes é fazer com que L. ¢ seja invariante. E facil de ver que
para QED obtemos esse resultado com as transformacoes

(Y = —iewb)
o) = ierwb

\ 0A, = 0,wo
0w = %(8 - A)f

| dw=0
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Ghosts in QED - --

Lecture 9

Classical theory

Quantization

Lecture 10

Ward ldentities

Lecture 11

Vacuum Polarization

S-Matrix

WT Identities in QED
o WI for Z

oWl for W & TI'

o WI for the Vertex

e Photon Propagator
e WI for Vertex

Unitarity and WI

O pardametro 0 é anticomutativo (varidvel de Grassman). As transformacdes
nos campos fisicos sdao transformacoes de gauge de parametro A = wé pelo
que Logp € invariante. As transformagdes em w e w sao tais que a variagao
de L cancela a de L.

A invariancia da medida de integragcao e de S.rr permite imediatamente
escrever as identidades de Ward, para os funcionais geradores

As transformacoes BRS permitem obter as identidades de Ward duma
forma expedita sem ter que recorrer 3 derivacio funcional de T". Este método
baseia-se, como vimos, no facto de que o operador ogrs aplicado a qualquer
funcao de Green é zero, isto é

5BRS<0|TAM1°°°w°°°w°“¢°“@”'|0>:0

Vejamos duas aplicacoes simples do método
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The non-renormalization of the longitudal photon propagator

Lecture 9

Classical theory

Quantization

Lecture 10

Ward ldentities

Lecture 11

Vacuum Polarization

S-Matrix

WT Identities in QED
o WI for Z

oWl for W & I'

o WI for the Vertex

® Ghosts in QED

® Photon Propagator

o WI for Vertex

Unitarity and WI

Este resultado é equivalente, como é sabido, a dizer que a polarizacao do vacuo é
transversal. Prova-se facilmente partindo da fun¢do de Green (0| T'A,w |0) e

fazendo uso de
OBRS <0| TAMG |0> =0

ou seja

1
¢ (0]|TAL0" A, [0) 8 — (0] TO,ww [0) 6 =0

Portanto
1
§

onde o propagador dos fantasmas é

kMG (k) = — iy A(K)

1

A(k) = -

pois os fantasmas n3o tém interaccoes.
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Eesalicls Multiplicando pelo inverso do propagador do fotao obtemos

Classical theory

Quantization

Lecture 10 1 k']/
Wi e emiics gk'u = _Zﬁ

Lecture 11

G~V (k)

Vacuum Polarization e porta nto
S-Matrix

WT Identities in QED
o WI for Z .

(/
oWl for W&T —1lvp _ Tnp2 —lvp
e WI for the Vertex kyG (k) T é‘k k T kVG(O) <k)
® Ghosts in QED

® WI for Vertex o que mostra que a parte longitudinal nao é renormalizada.

Unitarity and WI
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Ward ldentity for the Vertex

Lecture 9

Classical theory

Quantization

Lecture 10

Ward ldentities

Lecture 11

Vacuum Polarization

S-Matrix

WT Identities in QED
o WI for Z

oWl for W & I'

o WI for the Vertex

® Ghosts in QED

e Photon Propagator

o WI for Vertex
Unitarity and WI

Partimos de

dBrs (0] Twiep [0) = 0

Entao

1 _ _ _

¢ (0170" 4,47 |0) = ie 0] Towy ) 0) — e (0] Ty [0
ou ainda

)

_qMTM — T

§
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Lecture 9 Onde

Classical theory

Quantization p

Lecture 10 'I/Tlu, — 'uf\/\/\/q\/\/\/‘ — Guy(q>s(p/>zrys(p>

Ward ldentities

Lecture 11 p

Vacuum Polarization

S-Matrix

WT Identities in QED
o WI for Z

oWl for W & I'

o WI for the Vertex

e Ghostsin QD |  jeeeee,,

e Photon Propagator

ik p'

Unitarity and WI

: : q : q
I = —e ceseesPuocans + 1€ e Ppennns

.
.
oooooooo

—  —ieA(q)S(p) + ieA(q)S(p')
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Lecture 9 A ultima igualdade resulta dos fantasmas nao terem interaccées em QED numa
Classical th ' '
esies theory gauge linear. Pondo tudo junto obtemos

Quantization

Lecture 10

Ward Identities 7/ ‘ ‘ )

Lecture 11 EQMGW(Q)S (p")il"S(p) = —ieA(q)S(p) + ieA(q)S(p)
Vacuum Polarization

S-Matrix Usando

WT Identities in QED

o WI for Z

oWl for W & T"

e WI for t.he Vertex 1 "

:S:Z:;”I;rg:a[;ator gk GMV (k) — _kVA<k>

e WI for Vertex

Unitarity and WI

e multiplicando pelos inversos dos propagadores dos fermidoes obtemos finalmente a
identidade pretendida

q.L"(p',p) = ie [S™H(p) — ST (p")]
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Optical Theorem

Lecture 9

Classical theory

Quantization

Lecture 10

Ward ldentities

Lecture 11

Vacuum Polarization

S-Matrix

WT Identities in QED

Unitarity and WI

e Optical Theorem

e Cutkosky rules

® Scalars & Fermions
e Gauge Fields

S=1+:T

21mT = TT7

21m < i|T)i >

onde introduzimos um
escrever-se na forma

A matriz S (Heisenberg 1942) pode-se escrever na forma

Ent3o a unitariedade, SST =1 implica

Se inserirmos esta relacao entre o mesmo estado inicial e final obtemos

= <i|TT'|i >
= > | <ATli>|?
f

conjunto completo de estados. Esta relacao pode ainda
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Optical Theorem

Lecture 9

Classical theory

Quantization

Lecture 10

Ward ldentities

Lecture 11

Vacuum Polarization

S-Matrix

WT Identities in QED

Unitarity and WI

e Optical Theorem

e Cutkosky rules

® Scalars & Fermions
e Gauge Fields

elastica

Ototal = 2lm T frente

conhecida por teorema o6ptico. O que chamamos aqui oy, N30 € exactamente a

seccao eficaz porque faltam os factores de fluxo. E rigorosamente a quantidade
definida por

Ttotal = Z| < fIT)i > |?
J

A unitariedade estabelece portanto uma relacao entre a seccao eficaz total e a
parte imagindria da amplitude eldstica na direc¢do frontal (o estado inicial e final
tém que ser o mesmo).
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Lecture 9 0 Para mostrar que a unitariedade é respeitada num dado processo é

Classical theory Y . s s . . ,
necessdrio saber calcular a parte imaginaria de diagramas. Claro que ha

sempre a possibilidade de fazer as contas explicitas até ao fim e ver qual foi

a parte imagindria que ficou, mas este processo nao é muito conveniente

Quantization

Lecture 10

Ward ldentities

Lz i para diagramas complicados.
Vacuum Polarization ] ]
S Matrix 0 Assim existem regras, chamadas regras de Cutkosky que nos dao
WT Identities in QED simplesmente a parte imaginaria duma amplitude qualquer.
Unitarity and WI
e Optical Theorem [] Regra 1
o ocelars & Termions A parte imaginaria duma amplitude obtém-se através da expressao
uge Fi
2lm T = — g T
cortes
O Regra 2
O corte obtém-se escrevendo a amplitude 1" = - - - e substituindo nesta

expressao os propagadores das linhas cortadas pelas seguintes expressoes
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Lecture 9 0 Campos Escalares

Classical theory

Quantization A(p) : 27_‘_9(]?0)5(]?2 . m2)

Lecture 10

Ward ldentities

o 11 0 Campos Spinoriais

Vacuum Polarization

S Matrix S(p) = (p+ m)2m0(p°)d(p* — m?)

WT Identities in QED

Unitarity and WI
e Optical Theorem

S G (p) = =Gy 270(p")(p? — m?)

0 Campos Spin 1 (na gauge de Feynman)

0 Nestas expressoes as funcoes 6 asseguram o fluxo da energia. As regras de
Cutkosky sdo um pouco complicados de mostrar em geral (ver G. 't Hooft,
"Diagrammar”, CERN Report 1972) mas nds vamos aqui mostrar dois casos
e verifica-las explicitamente
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Cutkosky rules: Propagador livre

Lecture 9

Classical theory

Quantization

Lecture 10

Ward ldentities

Lecture 11

Vacuum Polarization

S-Matrix

WT Identities in QED

Unitarity and WI
e Optical Theorem

e Cutkosky rules

® Scalars & Fermions

e Gauge Fields

A amplitude é

A parte imagindria obtém-se explicitamente usando

logo

1

vl =

P2 —m?2 + ie

1
T + 1€

(

1

X

) —ind(x)
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Cutkosky rules: Propagador livre

Lecture 9

Classical theory

Quantization

Lecture 10

Ward ldentities

Lecture 11

Vacuum Polarization

S-Matrix

WT Identities in QED

Unitarity and WI
e Optical Theorem

e Cutkosky rules

® Scalars & Fermions

e Gauge Fields

e portanto

2lmT = —2785(p* — m?)

Pela regra de Cutkosky obtemos imediatamente

2ImT = —276(p* — m*)0(p®)

que é o mesmo resultado. A funcio 6(p") assegura que o fluxo da energia é da

esquerda para a direita.
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Cutkosky rules:Self-energy em ¢°

Lecture 9

Classical theory

Quantization

Lecture 10

Ward ldentities

Lecture 11

Vacuum Polarization

S-Matrix

WT Identities in QED

Unitarity and WI
e Optical Theorem

e Cutkosky rules

® Scalars & Fermions

e Gauge Fields

Consideremos a self-energy na teoria dada por

1
L= ) ,ugba'u¢

1 50 A3
—§m¢—§gb

O diagrama de self-energy é o representado na Figura

A amplitude correspondente é

/’—)—\\
I/ \\
ko vk
--»-A F-»--
\ )
\\ //
\\_(—’/
p—k
d*p 0 i

iT:(i)\)Q/(

21)4 p?2 —m? +ie

(p— k)2 —m? +ie
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Cutkosky rules

Lecture 9

Classical theory

Quantization

Lecture 10

Ward ldentities

Lecture 11

Vacuum Polarization

S-Matrix

WT Identities in QED

Unitarity and WI
e Optical Theorem

e Cutkosky rules

® Scalars & Fermions

e Gauge Fields

Calculemos a parte imagindria de 1" por dois métodos, primeiro explicitamente e

depois usando a regra de Cutkosky.
i) Calculo explicito

d*p 1

T = % | i e

onde

A = P?’+M?*=m?—k*2z2(1—212)—ic
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Cutkosky rules

Lecture 9

Classical theory

Quantization

Lecture 10

Ward ldentities

Lecture 11

Vacuum Polarization

S-Matrix

WT Identities in QED

Unitarity and WI
e Optical Theorem

e Cutkosky rules

® Scalars & Fermions

e Gauge Fields

Entao
d4p

=X / (27 / T - A)?

O integral é divergente. Fazendo regularizacao dimensional obtemos finalmente

1
= AzMQ?<2——§>U/ dzA~(23)
167 2) J

Usando renormalizacio on-shell, T (k?

T

Tr

m?) = 0, obtemos
T —T(k* =m?)
)\2

o [+ - (572
i (20 v00) [ ar 11

\? 1d1 l1—Bx(l—x)—ic|
A xn[1—xu—xy4s]__

1672
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Onde 8 = 71:1_2 e a funcdo L(f) é definida por

Lecture 9

Classical theory

1
Quantization L(B) = /o deln |1 — (1 — z)x — ie]

Lecture 10

Ward ldentities

e satisfaz

Lecture 11

Vacuum Polarization 4
S-Matrix |mL(5) = —m/1— = 6’(5 — 4)
WT Identities in QED /6

Unitarity and WI

e Optical Theorem Entao
e Scalars & Fermions )\2
G Field
G e ImT = ——— [ImL(3) — ImL(1)]
167

e obtemos finalmente

\? 4Am? 4m?
ImT = 21— —— 01—~
™ T6r k2 ( k2>

A funcao 6 assegura que sé ha parte imaginaria quando o estado intermédio puder
ser final (produgdo de 2 particulas de massa m)
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i) Calculo usando as Regras de Cutkosky

Lecture 9

Classical theory

Usando as regras obtemos

Quantization

Lecture 10

Ward ldentities

Lecture 11 2|mT — —('L)\>2/

Vacuum Polarization

d*p

(2m)*
S-Matrix

d4
A7 Do OFF =\’ / (27:)’4 dp'(2m)*0(p")0 (K" — p°)(p® — m*)3(p — m*)8*(p' — k + p)
Unitarity and WI

e Optical Theorem

e Cutkosky rules

® Scalars & Fermions

S @ ek Usando agora

(2m)*0(p")0 (K — p°)o(p® — m*)o((p® — k%) — m?)

[ oo - ) = [y
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Cutkosky rules

Lecture 9

Classical theory

Quantization

Lecture 10

Ward ldentities

Lecture 11

Vacuum Polarization

S-Matrix

WT Identities in QED

Unitarity and WI
e Optical Theorem

e Cutkosky rules

® Scalars & Fermions

e Gauge Fields

obtemos
2 d3p 3, 1 1 4y 1
ou ainda
Bp 1 1

2|mT:)\2/(

271') 3 2p0 2]?’0

No referencial do centro de massa

k=(V5,0); p= /1P +m2p); p' = (VIP]?+m? —

e portanto

27‘(‘5(/60 —]?0 _p/O)

p

0)
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Cutkosky rules

Lecture 9

Classical theory

Quantization

Lecture 10

Ward ldentities

Lecture 11

Vacuum Polarization

S-Matrix

WT Identities in QED

Unitarity and WI
e Optical Theorem

e Cutkosky rules

® Scalars & Fermions

e Gauge Fields

2lmT’

) )\2 ] A2 S(pl — /E =
= Pl =3 > 2
|ﬁ| +m |P|
VP12 +m?
2 > 2
_ A - 4m 9 (1 ~4dm )
8 S S
Logo usando k? = s obtemos
A2 4m? 4m?
ImT = >y J1- (1 - 2
T T6r k2 ( 2 )

1

2 dgp
A / (2n) 45 + m?)

210(+/s

= 2V/[p1? + m?)

=

que é de facto o mesmo resultado que o calculo explicito

4
o 4m?
S

)
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Example of Unitarity: scalars and fermions

Lecture 9

Classical theory

Quantization

Lecture 10

Ward ldentities

Lecture 11

Vacuum Polarization

S-Matrix

WT Identities in QED

Unitarity and WI
e Optical Theorem

e Cutkosky rules

® Scalars & Fermions

e Gauge Fields

Consideremos a teoria descrita pelo seguinte Lagrangeano

L= TP — v+ 50,60"6 — S M + gl

Vamos mostrar a unitariedade em 2 casos em que as linhas cortadas sao

fermidnicas

i) Self-energy dos escalares

A self energy dos escalares e dada pelo diagrama da Figura, a que corresponde a

amplitude

iT:gQ/

d4p
(2m)*

v

p—m4icp— K —m+ie
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Example of Unitarity: scalars and fermions - - -

Lecture 9

Classical theory

Quantization

Lecture 10

Ward ldentities

Lecture 11

Vacuum Polarization

S-Matrix

WT Identities in QED

Unitarity and WI
e Optical Theorem

e Cutkosky rules

® Scalars & Fermions

e Gauge Fields

Portanto

2lmT’

o

?

<)

Para mostrarmos a unitariedade calculemos

Trl(p+m)(p — § +m))(2m)0(p")é(

(2m)0 (K" — p")o((p — k)* — m?)

(2m)*

p® —m?)
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Lecture 9 ObtemOS

Classical theory

Quantization

Lecture 10” o — Z |z'gﬂ(p)v(p’)|2 _ _92 Z Tr[(]b + m)(_]b/ -+ m)]
¥ f

Ward ldentities

Lecture 11

Vacuum Polarization
S-Matrix onde se usou Zspins ’U(p/)@(p) — _(—}75/ + m) € Zspins u(p)ﬂ(p’) = ]/5 + m. Logo

WT Identities in QED

Unitarity and WI

=G i S— / dpsTr[(p + m)(—f + m)

e Gauge Fields

onde dp, € o espaco de fase de duas particulas, isto é

[0 —/ d3' L L om) 6k —p— )

)% 2p° 2p™

-/ g;; éf) @005 —m®) @m0 ()6 (p — m?)(2m) 5 (k—p—p)
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Example of Unitarity: scalars and fermions - - -

Lecture 9

Classical theory

Quantization

Lecture 10

Ward ldentities

Lecture 11

Vacuum Polarization

S-Matrix

WT Identities in QED

Unitarity and WI
e Optical Theorem

e Cutkosky rules

® Scalars & Fermions

e Gauge Fields

—y

2lmT = o

Daqui se conclui que

d*p
(2m)
Tr[(p+m)(p — f +m)|

e obtemos portanto finalmente

como querl'a mMOoS mostrar.

(2m)0(p")o(p* — m?)(2m)0(K" — p”)3((p — k)* —m?)
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Example of Unitarity: scalars and fermions - - -

Lecture 9

Classical theory

Quantization

Lecture 10

Ward ldentities

Lecture 11

Vacuum Polarization

S-Matrix

WT Identities in QED

Unitarity and WI
e Optical Theorem

e Cutkosky rules

® Scalars & Fermions

e Gauge Fields

ii) Caso geral

Consideremos o caso geral com 2 linhas internas de fermides. A amplitude 21" é
representada pelo seguinte diagrama

~ e
~ b
~ 7’

k/.:l\

]{/‘2~~~ \A\\\ ,//Y/

A amplitude 71" escreve-se

iT = —/ (;ZjT];4Tr {TS(p)T’S(—p’)}

onde a amplitude i7" é, por sua vez, definida pelo diagrama seguinte
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Example of Unitarity: scalars and fermions - - -

Lecture 9

Classical theory

Quantization

Lecture 10

Ward ldentities

Lecture 11

Vacuum Polarization

S-Matrix

WT Identities in QED

Unitarity and WI
e Optical Theorem

e Cutkosky rules

® Scalars & Fermions

e Gauge Fields

Entao

21mT

k1\
ko-

\

P
(p)iT"v(p")

N
: E ]
/@/ —p
- ‘/élw]))

Tr {?(]b +m)T' (—p" + m)}

]
2|

_ / ApsTe [T+ m)T' (' + m)

(2m)%6(p* — m*)0(p°)o(p"” — m*)0(p"°)-
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Example of Unitarity: scalars and fermions - - -

Lecture 9

Classical theory

Quantization

Lecture 10

Ward ldentities

Lecture 11
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Por outro lado
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Portanto

o= 2IlmT

Se as linhas cortadas fossem de escalares em vez de fermides o resultado seria o
mesmo, nao haveria o sinal menos do loop mas também nao haveria o sinal menos

da soma dos spins

p

—_———————
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0 Na seccao anterior demonstrou-se a unitariedade das teorias com escalares e
spinores.

0 Vamos aqui ver que a demonstracao da unitariedade para o caso dos campos
de gauge é mais complicada e exige o uso das identidades de Ward.

0 O problema reside no facto que os campos de gauge em linhas internas
podem ter polarizacdes nao fisicas enquanto que no estado final o nao
podem.

0 Esta diferenca levaria a uma violacao da unitariedade se as linhas internas
nao pudessem ser também de fantasmas que compensam os graus de
liberdade a mais.
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Consideremos as seguintes amplitudes

¥a = - " . ‘#1 p—lk/&\ ...... 'Ii L. /&\ P1
1L = : : + >

Py T b ;2 pr = ko

ZTSS ~ < va 1% b
P2 ~—"" ky
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Ent3o a amplitude escreve-se (o factor 1/2 é o factor de simetria dum loop com
campos de gauge. O sinal — é devido ao loop de fantasmas)

Classical theory

Quantization

Lecture 10

Ward ldentities
. d4k1 1 ab ~aa’ bb’ xa'b' u' v’ ab A aa’ bb’ xa’b’
Lecture 11 ’LT = / (27)4 {ﬁTul/GMH’, (kl)Gyl// (kQ)T K — T A (kl)A (k2>T

Vacuum Polarization

S-Matrix

WT Identities in QED

e Aplicando as regras de Cutkosky a parte imagindria é
nitarity an

e Optical Theorem

e Cutkosky rules

® Scalars & Fermions d4 kl 1
R B C RGN Gy {§T§ST*abW - T“bT*“”}

1 a *aouv a *a
/dp2 liTM’;T by et b]
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Calculemos agora oiot. Como os fantasmas nao sao fisicos teremos
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Classical theory 2

Quantization

Lecture 10

~—  k
Ward Identities p—lk \ ’ o, a
Lecture 11 o o Z |

< A UL b
Vacuum Polarization p2 \@/ k2 ’

S-Matrix

WT Identities in QED

Unitarity and WI

e Optica eorem 1 v a 2
ogstkoslk;—tules 5 / dp2 Z ’€M<k1)€ <k2)T,UJIj

@ Scalars & Fermions Pol

e Gauge Fields
onde o factor 1/2 se deve agora a haver particulas idénticas no estado final. Pondo

> et (ky)et " (k) = P (Ky)

Pol

obtemos
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Usando agora o resultado (ver problemas)

klj//’?l/ + kl//r],u

P (k) = k-n

_gl“/ +

onde n* é um 4-vector que satisfaz 17 - € e n? = 0, obtemos

1

ST Tty P (k) PP (k) =
1 1 1
— TabT*ab/u/ . Tab ko) T*ab .
2 224 2( 2) ( /’7) k’Q . /’7
1 1 1 1
_ (b, (T*0 | L ~(ky . ab +ab
T ) (T ha) = (kT (- T
_l(ﬁ‘Tab)°(k .T*ab) 1 l(k Tab 77)<77.T*ab.k )_|_
2 ! o 2 2
1 *a 1 a *Qa
+§(7€1'Tab°k2)(77°T b'77>+§( T ) (kT - key)
1 1

“(n. T . . Txab
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Fazendo uso das identidades de Ward (ver problemas),

YT = kT
— k1 - T . ko =0
KAT® = ky, T
obtemos
1 abrpxa ! vv'
S T T PH (k) PP (ko) =
1 1 1
:_TabT*ab,Lw L _Tab L - T*ab )
o Tk s
1 1 1
o _T*ab L - Tab . . _Tab .T*ab ke
5 (k1 1) kg 2 (7 2)
1 1 1
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5 ( 2) ki 2
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Portanto

oo fan]!

o= 2lmT

1

TabT*ab,Lu/ . TabT*ab
137

0 que comparando com a expressao para 2 Im7' da

como queriamos mostrar.
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