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TECNICO . .
W LISBOA | Introduction and Notation

Before we start, let us clarify some questions related with the notation. Let us
Lecture 7 assume that we have real scalar field ¢*(x) where a = 1,...N. In the following we

Functional Methods_ | \yj|| encounter expressions of the type,

Green's functions
i 4
encionat Iy = / d"x ¢ (x)d" ()

Feynman Rules

Path integral for GF or

Lecture 8

Change of variables I2 — / d4xd4y ¢a (x)Mab (x, y)¢b<y)

where M (z,y) is normally a differential operator. According to the rules for
functional derivation, we have,

oly 4
where we used the result
5¢a(x) ab ¢4
— 5§54 (p —
66°(y) =)
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If we keep all the indices in the previous expressions (and in some much more
complicated that we will encounter soon), we will get a very complicated situation
with respect to the notation. Therefore it will be useful to make use of a more
compact notation. To this end we identify,

¢; = ¢“(x)

that is, the indice ¢ will represent both the discrete indice a as weel as the
continuous z,

i <= {a,x}

In the case that the fields have further indices we will assume that 7 will always
represent them collectively. We also use the Einstein convention meaing a sum for
discrete indices and an integration for continuous indices. With these conventions
we have

I1=/d4fff ¢ ()9 () = i Izz/d4wd4y ¢ () M (2, y)6" (y) = i My,

5[1 o 5¢z
% — 2¢J

— 5,
00, g
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Os objectos basicos em Teoria Quantica dos Campos sao as funcbes de Green.
Para evitar complicacoes desnecessdrias vamos aqui considerar quase
exclusivamente campos escalares. As generalizacoes sao no entanto imediatas.
Assim a funcao de Green de ordem n é dada por

G (z1,...,2n) = (O|TP(z1) - - - P(21,)]0)

As funcoes de Green definidas na equacao anterior sdo, por vezes, designadas
completas por oposicao as chamadas funcoes de Green conexas, truncadas e
irredutiveis (ou préprias) que passamos a definir.
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Chamam-se funcoes de Green conexas aquelas em que nenhuma das linhas

exteriores passa através do diagrama sem interagir.

X1 X2

Figure 1: Disconneted contribution to G*(z1,...,24).

L1 L2
L3 L4
Figure 2: Connected contribution to G*(x1,...,14).
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Assim as funcoes de Green conexas fol)(a:l, ...,Ty,), sdo obtidas somando todos
os diagramas conexos. As funcoes de Green desconexas, correspondendo aos
diagramas desconexos, podem ser obtidas a partir de funcoes de Green conexas de
ordem mais baixa, pelo que as quantidades relevantes sao as funcoes de Green
conexas G (x1,...,xy). E claro que temos

Gl(x1,...,xn) = G"(x1,...,x,) — partes desconexas,

e ainda G%(x1,x2) = G*(x1,22). Convencionalmente representamos

X1 5

C
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Por vezes interessa considerar as funcoes de Green no espaco dos momentos.
Definimos entao G2 (p1, ..., pn) através da relacao

(2m)* 5% (p1 +pa + -+ pn) G2 (p1,-- - Pn)

/d4x1 oo drp, e Pr Tt P ) Gl(x1,...,xn) ,

D1 P2

G?(pla R 7pn) —

Pn Pi
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Os momentos pq, ...

, D, €Std0 a entrar no diagrama (incoming momenta).
Notar ainda que na definicao se factorizou a funcao delta que assegura a
conservacao de 4-momento.

Com estas convencdes G?(p, —p) = G?(p) é o propagador completo representado

na Figura 3.

p 4

Figure 3: Full propagator G*(p).
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Para n > 2 definem-se as funcoes de Green truncadas através da relacao

n
pa) = [[ [G2(0)] " G2,
k=1
isto €, multiplica-se cada linha exterior pelo inverso do propagador completo
referente a essa linha. S3o estas funcoes que representam um papel fundamental
na Teoria pois sao elas que estao relacionadas com os elementos da matriz S. De
facto a férmula de reducao LSZ para campos escalares é

G?runc(plv e apn)

(P1y. -y P out|qr,...,qe in) = (p1,...,ppn in|S|q1,...,qe in) = termos desconexos
12\" T [ 4
+(iZ_/> /d y1---dizg exp Zpk yk_ZQk T
L x(Qy, +m?) - (O, +m?) (0]T(y1) - - - ¢(a0)]0), )
(P1,.-ypn out|qr,...,qe in) = (p1,...,ppn in|S|q1,...,qe in) = termos desconexos )
47— (n+0)/2 (277)45 (sz — Z ) G?rtflc( —D1y s =Py Qs -5 Q)

J
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De entre os diagramas truncados desempenha um papel importante o subconjunto
dos diagramas prdprios ou irredutiveis (em inglés 1-Particle Irreducible), que sdo os

diagramas truncados que permanecem ligados quando uma linha interna arbitraria
é cortada.

N

IS

XX

X

Figure 4: Example of a truncated diagram that is not proper.

X

X

Figure 5: Example of a proper diagram.
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A razao pela qual os diagramas truncados nao irredutiveis nao sao importantes é
que estes se podem escrever sempre em termos de diagramas irredutiveis de ordem
mais baixa (recordar a série que conduz a definicdo de self-energy). E conveniente
introduzir uma nota¢ao para as fun¢des de Green irredutiveis (soma de todos os
diagramas irredutiveis para determinado nimero de pernas exteriores)

L1 L2

Figure 6: lrreducible Green functions.
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E conveniente definir um diagrama para as funcoes de Green truncadas de ordem n.

Functional Methods

Green's functions

xT Z1 Z2
@ Connected GF 1 L2
® Truncated GF .
@ Irreducible GF A
/ AN [ ] °
Generating / \
functionals (n) ( ) p— — .
th‘unC 1’1, ooy xn — ° =
Feynman Rules y °
\ [ ]
Path integral for GF ) /
L °
Lecture 8 R
Change of variables T * * T; Tp Ty
Z1 Z2
[ . \ d
n —
G (n) (w 1, B )
\ / *
\, /
° R o
zn CI:Z

Jorge C. Romao TCA-2012 - 13



TECNICO
W LISBOA

Generating functionals for Green’s functions

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions
Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

Lecture 8

Change of variables

Os funcionais geradores (FG) das fun¢bes de Green representam um papel muito
Importante em teoria quantica dos campos. De facto a partir deles, por derivacao
funcional em relacio a fontes exteriores podem-se obter todas as funcoes de
Green. Permitem assim tratar ao mesmo tempo um nimero infinito de funcoes de
Green. O FG das funcoes de Green completas é dado por

Z(J) = {0|Te"i¥

0)

onde estamos a usar a notacao condensada explicada na introducao

Ji; = /d4:1: J(x)p(x) .

Z(J) gera todas as fun¢des de Green pois expandindo

,Z',TL

Z(J) =2 0o mdi o Ji, (0T, -+~ ¢4,]0)

T Zn:() m‘]ll e JZnG’il--
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oz
i, — i0J;, -+ -10J; J; =0

Green's functions Gn
11

Generating
functionals

Feynman Rules

path intezral fr F | O F'G das funcoes de Green conexas é definido através da relacao

Lecture 8

Change of variables

Z(J) ="

ou ainda

W(J) = —ilnZ(J) .

As funcoes de Green conexas sao entao obtidas por derivacao funcional

§ R
. . = 1
€ tin Z(SJil . Z(SJZn J.—0
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Antes de mostrarmos que isto é de facto verdade, vamos definir o funcional
Lecture 7 gerador das funcoes de Green irredutiveis. Este é definido através da primeira
Functional Methods | transformada da Legendre de W (J), isto é

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules F<q§> = W(J) _ ngbz

Path integral for GF

Lecture 8 Onde

Change of variables

, SW(J)
) Pi = - 0J;
o' (@

\ Ji - 5557,)

As fungdes de Green préprias (ou irredutiveis) sdo entdo dadas por

C_oT(9)
- 5¢7L1 .. .5¢7:n 40 .

n
L
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o Dadas as defini¢bes falta-nos agora mostrar que W (J) e I'(¢) geram
. | efectivamente as fun¢es de Green conexas e préprias. Comecemos por W (.J). A
s (e demonstragdo faz-se calculando G, .., . Vamos fazer somente paran =2, n =3
Generating e n = 4. As generalizacOes s3o imediatas.
Feynman Rules ® n — 2
Path integral for GF
Lecture 8
Change of variables G2 . 52W 52 In 7 ) 1 A

1 8z 1 0Z 1 oZ

B 6%Z

ou seja
2 2
GC ’il’ig — G’il’ig
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Para se obter 1 fez-se uso dos seguintes resultados

Z(0) = 1 O vécuo estd normalizado
0/ N . :
: = (0|T¢;]0) =0 N3o ha quebra de simetria
ZCSJZ
o n=3
3 B 1 67 1 6°Z 1 6z
cutts 7G5 J; 100,900, Zi0J;,10J;, Z 18,
1 6°Z 16Z 1 6°Z 1 6z
Z10J;,10J;, Z 10y,  Z10J;,10d;, Z10J;
9 1 0Z 1 0Z 1 62
Z 10, Z10d;, Z 10J;, 15 o
logo
3 __ 3
G’i1i2i3 T GC 111213
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O caso n = 4 é deixado como exercicio. A extensdo a n > 4 é imediata.
Mostramos assim que W (J) dado por é o funcional gerador das funcdes de Green
conexas.

Mostremos agora que I'(¢) é o funcional gerador das fun¢des de Green préprias,
ou irredutiveis. Para isto necessitamos de dois resultados prévios que passamos a
demonstrar. O primeiro baseia-se na relacao

0J;
0J

= 0,k

Esta relacao é evidente mas podemos obter a partir dela uma relacao importante.
De facto
0Ji  0J; 0y 2T 2w

0Je  0dp0Jn  0b0de 000, TR

ou ainda

oGk = 10k
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Esta relacdo fundamental exprime que I'? é o inverso do propagador G* (3 parte o
e factor i que tem que ver com convencgoes). E também (itil escrevé-la duma forma
reen s runctions

Generating dlagrama,tlca:

functionals

Functional Methods

Feynman Rules

Path integral for GF
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Change of variables — 1

Notar que

F(z) o 1 k

o que explica o desaparecimento do
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Um segundo resultado diz respeito a seguinte derivada funcional

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating 5
functionals m

Feynman Rules

rathinegrl X 8L | Pretende-se derivar em ordem a J; quantidades que dependem de J;

indirectamente através de ¢,. Obtemos entao

Lecture 8

Change of variables

5 opn 8 BPW & 4 5

i6J;  i0J; 0k 0Jnidd; 0 G Son
e portanto
5 5
55 Tt

Jorge C. Romao TCA-2012 - 21



TECNICO . . : .
W LISB0A | Generating functionals for Green’s functions - - -

Lecture 7 Estas equacoes permitem obter todas as relacoes entre as funcoes de Green
Functional Methods s . ~ T / . P

proprias e as funcoes de Green conexas. Esta andlise é mais facil em termos de
diagramas desde que se notem as seguintes identidades

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF m
Lecture 8 5 k‘
m
Change of variables — — k
10J 7
1
J
) i B i
0Py,
k
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Feynman Rules

Path integral for GF
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Change of variables

0 k j k ' k '
= Gy =2— J = J
i0J 0Pm

Em todas estas manipulacoes estd subentendido que no final se faz J =0e ¢ =0
nos sitios convenientes. Usemos agora estes métodos para relacionar as funcoes de
Green préprias e conexas paran =3 e n = 4.
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Feynman Rules

Path integral for GF
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Change of variables Usando as equacoes anteriores obtemos
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Change of variables

Multiplicando a esquerda por Gfﬁ,)& obtemos

O que mostra que Fszd é de facto a funcao de Green prépria com 3 pernas

exteriores porque para 3 pernas as funcoes préprias e truncadas coincidem. Para se
ver que se trata de facto de funcoes préprias e ndo somente truncadas, é preciso ir
para n = 4 pois ai é que comeca a diferenca.
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° n=4
. ~ ~ : : ~ 5
Lecture 7 Partimos da equagao da expressao anterior e derivamos em relagao a —>—. Usando
n
Functional Methods os métodos anteriores obtemos

Green's functions

Generating
functionals
Feynman Rules
m m k k
Path integral for GF k
Lecture 8
_ L m
Change of variables -
n

k

o
0@ - 0@

90
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(3) (3) . L "
Se expressarmos (", em termos de I'; 7, obtemos a equagao diagramatica
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Green's functions m ]C

Generating m m k
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Feynman Rules _ + % O %ﬁ

Path integral for GF ‘%’ %
Lecture 8 g

Change of variables n [ n [

[

k

e

o
I
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Change of variables

The formalism of functional generators allows us to obtain the Feynman rules of
any theory with all the correct conventions. We have already shown how to get the
Feynman rules in chapter 3. There we used the result that in lowest order (tree
level) we have

Ctree(®) = /d4$£[¢] = T'o(¢)

Here we are going just to show this result. For the interaction terms (n > 2) this
is clear. For instance for n = 3 we have

ir® = G’(c?;)ee

while for n = 4 we get
i@ = G®W _ jrreducible parts

and it is obvious that iFEfge generates the vertices. The ¢ factor is in agreement
with the usual conventions for the Feynman rules as it comes from the term

exp (z fd4x£mt) in the calculation of the Green functions.
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® FR Propagators

Path integral for GF

Lecture 8

Change of variables

For the quadratic terms we have,

F(Q) 2

tree(p) — p2 —m

therefore, doing the inverse Fourier transform,

NE) d*pr d*ps

tree(: ¥) = / (2m)% (27)3

e!PratP2) (9454 (p) 4 po) (p? — m?)

and

1
5 [ dedty o (. n)ol) -

ei(pl'x+p2'y)(2ﬂ)45(p1 +p2)(p% — m2)gb(x)gb(y)

=5 [ deo@(-0-mt)o() = 5 [ dt (0,00"6 - m?e?)

which shows that I'i,ec is in fact the action. In getting this we have done an
integration by parts and discarded, usual, the boundary term.
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e Path Integral QM

e Field theory
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Change of variables

Comecemos por recordar os resultados conhecidos para sistemas com 1 grau de
liberdade. No Apéndice A faz-se uma introducao a quantificacio via integral de
caminho. L3 poderdo ser encontradas as justificacoes para os resultados que
usaremos no seguimento. O resultado fundamental é para a amplitude de transicao

(itlait) =N [ Dlge i #Had — v [ Dig)e’

onde N é um factor de normalizagdo e D(q) é uma forma simbdlica de representar
a medida de integracdo que é de facto um limite complicado (ver Apéndice A).
Outro resultado importante diz respeito aos elementos de matriz do produto
ordenado no tempo de operadores. Seja

O(ty, ..., tn) = T[O(t1)O (t5)...0 (t,,)]
tal que
t/ > (t17t27 7tn) >t
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Change of variables

Entao
<Q’; t/| O(t1,...,tn) |q;t) = N/D(Q)Ol(Q(tl)) . On(q(tn))eis

onde se admitiu que os operadores O; sao diagonais no espaco das coordenadas.
Para a generalizacao a Teoria do Campo os objectos importantes nao sao as
amplitudes de transicao mas as funcoes de Green e os seus funcionais geradores.
Consideremos por exemplo a funcdo de Green

G(t1,t2) = (0] T(Q" (t1)Q" (t2)) |0)

onde |0) é o estado de base e Q¥ (t) é o operador coordenada na representacdo de
Heisenberg. Para escrevermos esta equacao em termos dum integral de caminho
introduzimos conjuntos completos de estados e escrevemos

G(t1,t2) = /dqdCJ’<OICJ’;t’><Q’;t’|T(QH(t1)QH(t2))Iq;t><q;tl0>

N /dqdq/%(CI',t’)(bS(q,t)/D(Q)Q(h)Q(tz)eiﬁ/ Ldr
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Change of variables

onde

do(q,t) = (0|g; t) = ¢o(q)e *Fo!

A presenca na expressao 1 das funcoes onda do estado base torna a expressao
pouco pratica. Podemos remové-los do modo seguinte. Consideremos o elemento

de matriz

onde

(¢";t'| O(t1,t2) lg: t)

= /dQ dQ" (¢ t'|QT") (Q T O(tr, t2) |Q: T) (Q; T g5 1)

O(t1,t2) = T(Q" (t1)Q" (t2))

V>T > (ti,ta) >T >t
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Change of variables

Sejam |n) os estados préprios com energia F,, e funcao de onda ¢,,(q) isto é

Entao

Hln) = Eqn)
(gln) = ¢n(q)

(¢5t'1Q"; T

<q/| e—iH(t/—T/) |Q/>
Y (g [n) (n] e HET) Q)

> 0 (d)pn(Q)e T

Consideremos agora o limite ¢/ — —ioco. Ent3o

lim (q'5¢|Q'5 T') = 63(q )60 (@)~ PN 10T

t/——100
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e Path Integral QM

e Field theory

Lecture 8
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De modo semelhante

lim (Q3 Tlg;t) = do(a) (@) lle=EoT

t—100

Aplicando estes limites obtemos

lim  lim (¢;t'| O(t1t2) |q; 1)

t’'——100 t—100
= /deQ/¢8<q/)¢O(Q/)6—EO|t/|€iEoT’
(Q'sT'| O(ty, t2) |Q: T) do(q)diy(Q)e™ Foltlg=1FoT
= ¢3(q')po(q)e” oIt le=Folt

/ 1QdQ 60(Q', Td5(Q. T) (@3 T'| Oty t2) |Q: T
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Quantum mechanics of n degrees of freedom

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

e Path Integral QM

e Field theory

Lecture 8

Change of variables

Usando a definicao da Funcao de Green obtemos o resultado importante

lim  lim (¢';#|O(tita) g;t) = 5 (q')po(q)e 1 e Folil Gty 1)

t/——i00 t—100

Por outro lado

—Eolt'| Eolt|

lim  lim (¢';¢'|g;t) = #5(q )po(q)e

t/——i00 t—100

pelo que finalmente podemos escrever

[<Q’;t’| T(Q" (t1)Q" (t2)) lg; t)
(@;t|q;t)

Podemos finalmente escrever G(t1,t2) em termos dum integral de caminho

lim lim
t'——1i00 t—100

G(t1,t2) =

lim lim
t/——100 t—100

G(t1,l2) = 2 t’|q /D a(t1)g(ts)el i L
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Quantum mechanics of n degrees of freedom

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

e Path Integral QM

e Field theory

Lecture 8

Change of variables

Este resultado é facilmente generalizado para funcoes de Green com n-pontos,

G(t1,...,tn) = (0]T(q(t1)---q(tn))0)
]_ . rt!
_ . . zft Ldr
i i i | D@ o)

E agora facil de ver que todas as funcoes de Green podem ser obtidos a partir do
funcional gerador

lim lim
t/——100 t—100 <q t/|q,

Z[J] = /p ot S 1L+ Taldr

por derivacao funcional

5" 7]
0T (t1) -0 ()

G(ty,...,ty) =

J=0

A expressao para o funcional gerador mostra que ele é a amplitude de transicao
entre o estado base no instante ¢ e o estado base no instante ¢’ na presenca duma
fonte exterior com a normalizagdo Z|J =0] =1

Z|J| = (0]0),
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Quantum mechanics of n degrees of freedom

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

e Path Integral QM

e Field theory

Lecture 8

Change of variables

Para um sistema com n graus de liberdade temos a generalizacao

im  lim N [ D(g)el Ji i@+, Jia)

t/'——100 t—100

AR A

Notas

0 Na equacdo anterior os limites nos tempos ¢ e t' s3o0 imagindrios. Isto quer
dizer que as funcoes de Green bem definidas sao as funcoes de Green

Euclidianas. Para a teoria de campos isto corresponde 3 prescricio m?

— 1€,

0 Na equacao anterior nao escrevemos explicitamente a normalizacao. Ela é
obviamente escolhida para que Z[0,...,0] =1 mas como veremos, para as
funcoes de Green conexas em teoria dos campos a normalizacao nao é
relevante pelo que nao nos vamos preocupar mais com ela.
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Para obter o funcional gerador das funcoes de Green em Teoria dos Campos
procedemos da forma heuristica usual

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Conerat t — ¥

enerating

functionals

Feynman Rules q(t> — ¢<x>

Path integral for GF D(q> — D<¢)

e Path Integral QM

:

— Lawi) [ EoL(0.0,0

Change of variables

Entiao obtemos

Z[J] = N/D(gb)eifd4x[£(¢,8uq§)—|—J(x)¢(m)]
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Field theory

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF
e Path Integral QM

e Field theory

Lecture 8

Change of variables

0 O limite em do tempo imagindrio recorda-nos que os integrais tém que se
continuar analiticamente para o espaco euclidiano ou equivalentemente que
se tem que fazer a prescricio m? — ie.

O A expressao anterior é a expressao fundamental que procurdvamos para o
funcional gerador das funcoes de Green completas. E facil de ver que para o
funcional gerador das funcoes de Green conexas

W(J) = —iln Z(J)

0 a normalizag3o ¢€ irrelevante (pois nao depende de J). Uma demonstragdo
mais rigorosa destas expressoes pode ser encontrada no Apéndice B.
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Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

e Applications

o PT for A2
e Symmetry factors

® Normal Order
e GF for fermions

Change of variables

Lecture 8
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Applications

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

Lecture 8

e Applications
o PT for Ap*
e Symmetry factors

® Normal Order
e GF for fermions

Change of variables

Uma vez conhecido o funcional gerador Z[.J| sdo conhecidas todas as fungdes de
Green e portanto qualquer problema em Teoria dos Campos. Pode-se entao
perguntar em que condi¢des é possivel calcular Z[J]. Como sé se sabem fazer
exactamente integrais gaussianos a resposta é que sé se pode calcular em situacoes
triviais, sem interaccoes no Lagrangeano. Contudo as vantagens deste formalismo
resultam de dois aspectos:

0 Manipulacoes formais
Relacoes entre funcoes de Green que tenham a ver com propriedades de
simetria (identidades de Ward) sdo muito facilmente deduzidas por
manipulagbes dos funcionais geradores. Aqui a forma Z|[J| em termos do
integral de caminho é particularmente Gtil como veremos nas seccoes 4 e 5.

0 Teoria de perturbacoes
A expressdo para Z|J] permite imediatamente desenvolver a teoria de
perturbacoes.
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W LISBOA | Applications: The scalar field

Lecture 7

Como exemplo do ponto ii) consideremos o Lagrangeano para um campo escalar
que por simplicidade tomaremos real,

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules £(¢) — [,O(q5) + [,]<¢)

Path integral for GF

Lecture 8 7 /" . s
onde Ly(¢) é quadratico, isto é
o PT for A2

e Symmetry factors
e Normal Order 1

j 1
e GF for fermions £O(¢) — ’u¢a,uf¢ _ §m2¢2

Change of variables 2

Ent3ao podemos escrever

zlJ] = N/D(¢)eifd4w[£0(¢)+£1(¢)+J¢]

- N / D(o)et S dlLr(@)] i f d*elLa()+T0
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Applications: The scalar field

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

Lecture 8

e Applications

o PT for A2
e Symmetry factors

® Normal Order
e GF for fermions

Change of variables

ou seja

Z[J] = exp [i/d4a:£1 (%)] Zo|J]

onde

ZO[J] _ N/D(¢)eifd4a:[£0+J¢] .

A utilidade desta expressdo resulta do facto de que por um lado Zy|.J| pode ser
calculado exactamente, porque é quadratico nos campos, e por outro se L;(¢)
tiver um parametro pequeno a exponencial pode ser desenvolvida em série nesse
parametro e o funcional gerador Z|J] obtido até a ordem que se pretender em
teoria das perturbacoes.
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Example: perturbation theory for \¢*

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

Lecture 8

e Applications

o PT for Ap*

e Symmetry factors
® Normal Order
e GF for fermions

Change of variables

Para se ver a ligacao com os resultados usuais vamos considerar como exemplo a

teoria dum campo escalar em que a interaccao é

Ay

£[:—4—!

O funcional gerador Z|J] é dado por

210 = N exp (—z’)\)%/d% (%)4 ZolJ]

onde (ver problema 5.2)

Zo|J] = exp {—% / d4azd4yJ(af)A(x,y)J(y)}

A normalizacdo N é escolhida para que Z[0] = 1, como veremos adiante.
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Example: perturbation theory for \¢*

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

Lecture 8

e Applications

o PT for Ap*

e Symmetry factors
® Normal Order
e GF for fermions

Change of variables

Desenvolvemos a exponencial em série na constante de acoplamento:
Z[J] = NZo[J] {1+ (—iN) Z1[J] + (—iN) Z5[J] + - - }

onde

i>4\> ZOJ]

L Z5] 4

5 > (Z027)

(2 +

1 / [, %0 82
41 5.73(x) 6] (x)

60Zy 037 M
+ 2o
0J(x) 6J3(x) 0J4(x)

o [J]

527, 67

572(0) 02(x) 2

+6
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Example: perturbation theory for \¢*

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

Lecture 8

e Applications

o PT for Ap*

e Symmetry factors
® Normal Order
e GF for fermions

Change of variables

Obtemos

Z)[J] =

%/d‘lx [:SA(;U,QU)A(:U,QU) —SIA(:U,QU)/d4y1d4y2A(9€a?Jl)A(iEa?ﬂ)J(yl)J(?ﬁ)

b [t )G A ) AT 2 45)T )

Este resultado pode ser representado diagramaticamente na forma seguinte

L

1
T

1
4
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Example: perturbation theory for \¢*

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

Lecture 8

e Applications

o PT for Ap*

e Symmetry factors
® Normal Order
e GF for fermions

Change of variables

Para Z;

1 1
o 5 (Zi [J])2 + — d4$1d4$2A4(£€1, .%‘2)

oo d*zyd* eo A2y, 1) A% (21, 22) A2, 22)

' /d4x1d4x2d4y1 - drye A(yr, 1) A(y2, 1) A(ys, 1)
A(r1, 22)A(z2, ya) A(w2, y5) A(w2,y6)J (Y1) - - - I (Yo)
+= [ d*mid*zadyr - dryaA(yr, 21) Az, 21) A2, 22)
A(@2,y2) A(z2, y3) A(z2, ya)J (Y1) - - - J (ya)
+ 2 [ e dteadiys - diyaA (g, 1) Ay, 21) A% (1, 72)
A(ra,y3)A(z2,y4)J (Y1) - - I (ya)
—%/d4$‘1d4$2d4y1d4yzA(y1,961)A($1>Jfl)A(fEhsz)A(fﬁz,sz)A(fﬁz,yz)J(yl)J(w)

1
—3 /d4x1d4w2d4yld4?/2A(yla 21) A% (21, T2) A(w2, 32) A(z1,y2)J (y1)J (y2)

1
T /d4x1d4x2d4y1d4y2A(y1, 21) A% (1, 32) A(w2,y2)J (y1)J (y2)
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Example: perturbation theory for \¢*

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

Lecture 8

e Applications

o PT for Ap*

e Symmetry factors
® Normal Order
e GF for fermions

Change of variables

Vamos agora calcular a normalizacao até a se
perturbac¢des. Para isso a condicdo Z[0] =1 da:

onde

nq

n2

2

1+ (—iA)ng + (—i))*n

gunda ordem em teoria de

2
" 24'© QOQ
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Example: perturbation theory for \¢*

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

Lecture 8

e Applications

o PT for Ap*

e Symmetry factors
® Normal Order
e GF for fermions

Change of variables

Obtemos portanto

1

+ (—iA)ng + (—iA)?ng + - - -

1 — (—z)\)nl

{1

{1+ (-

J] {1 + (-Z)\)(Zi — nl) +

—iA)ng —

iNZ! +

— (=iX)3(nz = n3) + -

(—iA)*(n2 — nj

+ (—iN)?Z5 +

)_1_...

(—iN)*(Zh —no +nf —niZ)) + - -
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Example: perturbation theory for \¢*

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

Lecture 8

e Applications

o PT for Ap*

e Symmetry factors
® Normal Order
e GF for fermions

Change of variables

Definindo agora

Zl = Zi — 1
ZQ —
obtemos

/ 2 / /
Zz—ng—l—nl—anlzZz—ng—anl
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Example: perturbation theory for \¢*

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

Lecture 8

e Applications

o PT for Ap*

e Symmetry factors
® Normal Order
e GF for fermions

Change of variables

1 _1
ZalJ] = §<Zlm)2+2! 3! 3!
3

toral

com Zl [O] = ZQ[O] = 0.
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Example: perturbation theory for \¢*

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

Lecture 8

e Applications

o PT for Ap*

e Symmetry factors
® Normal Order
e GF for fermions

Change of variables

Logo o funcional gerador
Z[J) = Zo[J) {1 + (=iN) Z1[J] + (=N Za[J] + -}

é automaticamente normalizado se desprezarmos todas as amplitudes vacuo-vacuo,
designadas por bubles. Para verificarmos que a expressao anterior reproduz os
resultados da teoria de perturbacoes usual calculemos como exemplo o propagador
até 3 ordem \?. Obtemos

, 82z

Al w2) = i6.J (21)idJ (22) | ,_,

B 52 Z[J] | 527, (7] oy 822

= 50w |y Y Siaed @) e Y S (@),
= Afaas) + (<N [ YA, A1) Ay

+(—z’>\)2/d4y1d4y2 EA(%,yl)A(yla?ﬂ)A(yl,y2)A(y2,yz)A(yz,9€2)

1 1
+ ZA(ZUla y1) A (y1, y2) A(ya, y2) A(y1, 22) + EA($1,y1)A3(y1,y2)A(y2, 332)]
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Example: perturbation theory for \¢*

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

Lecture 8

e Applications

o PT for Ap*

e Symmetry factors
® Normal Order
e GF for fermions

Change of variables

Em termos diagramaticos temos a situacao da Figura

L1

)

DO | —

X1

L2
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Continuando a estudar o exemplo da teoria A¢* passemos a analisar o funcional
ectlichi gerador das fun¢bes de Green conexas W[J]. E ficil de ver que termos do tipo
Functional Methods | 72/ J1 correspondem a diagramas disconexos contidos em Z[J]. Vamos ver que
elas desaparecem no funcional W|[J]|. Temos

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules ’LW[J] — ln Z[J] ==
Path integral for GF — ln ZO[J] _|_ 1n {1 + (_'I/)\)Zl [J] + (—'I,)\)QZQ [J] + ... }

Lecture 8

e Applications ]_

= iWolJ]+ (miN)Z1J] = S (=N (L))" + (—iN)* 2ol ) + -
e Symmetry factors

e Normal Order 1

e GF for fermions — ’LWO[J] —1— (—’L)\)Zl [J] —|— {—Z)\)2(Z2 [J] — 5 (Zl [J])2} _1_ . o e
Change of variables

i {WolJ] + (=N W] + (—iA) W] 4 - }

com

. , 1
iWilJ) = Zi[J] iWalJ) = Zo[J) = 5 (Za[J])°
Portanto os diagramas disconexos contidos em Z5|J] sdo subtraidos e W; e W

contém somente diagramas conexos como seria de esperar.
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Symmetry factors

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

Lecture 8

e Applications
o PT for Ap*

o Symmetry factors

® Normal Order
e GF for fermions

Change of variables

Depois de efectuar as derivadas em ordem a J para obter numa dada funcdo de
Green os nimeros que resultam s3o os chamados factores de simetria. Por
exemplo para a correccao a I-loop ao propagador obtemos

0*Z
A/ = -
(71, 72) i0J (x1)10J (z2) | ;g
527, ' 6271
0 (x1)id I (22) |, =Y 10 (21)i0.J(22) | ;g o
1
_ A(x17x2)+§ ® ® +-..

O factor % é o factor de simetria correspondente aquele diagrama. Como vimos o
método de obter as funcoes de Green a partir do funcional gerador
automaticamente da os estes factores correctos. Contudo na maior parte das
aplicacoes é mais facil aplicar directamente as regras de Feynman e entao uma
regra para os factores de simetria deve ser fornecida.
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Rule for the Symmetry Factors

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

Lecture 8

e Applications
o PT for Aop?

o Symmetry factors

® Normal Order
e GF for fermions

Change of variables

O factor de simetria S dum dado diagrama é dado por

onde N é o # de maneiras diferentes de formar o
diagrama e D é o produto dos factores de simetrias
de cada vértice e do nimero de permutacoes de
vértices iguais.

C : - > >
omo exemplo consideremos o diagrama que con- D D
tribui para o propagador a I-loop. Entao de acordo
com a regra obtemos
4x3 1
S p— _ —
4!
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A comment on the normal ordering

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

Lecture 8

e Applications

o PT for Ap*
e Symmetry factors

® Normal Order

e GF for fermions

Change of variables

No exemplo anterior diagramas, que designamos genericamente por
“tadpoles”, ligando campos que pertencem ao mesmo vértice enquanto que
no formalismo candnico usual estao excluidos devido ao ordenamento normal.

Esta diferenca deve-se ao facto de nao termos sido muito rigorosos na
definicao do integral de caminho. Se o tivéssemos feito chegariamos a
conclusao que para obter a expressao do Lagrangeano a incluir em

et/ d*2L(®) terfamos primeiro que ordenar normalmente o Lagrangeano
Quantico e s6 entdo efectuar a transcricao para os campos classicos do
integral de caminho. Isto faz com que o Lagrangeano £(¢) usado no integral
de caminho seja diferente do Lagrangeano para a teoria cldssica.

Vejamos o exemplo de ¢*. Vamos usar as relacdes

A A A A

(x)d(w) =: p(x)d(x) : + (0] $(w)e(x) |0)

ou, mais simbolicamente,

: 97 := ¢% — (0] $%10)
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A comment on the normal ordering - --

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

Lecture 8

e Applications

o PT for Aop?
e Symmetry factors

® Normal Order

e GF for fermions

Change of variables

De modo semelhante

A A A

gb4::q54:+6:q52

e portanto obtemos

. (0] $2[0) + 6 (0] 6% [0) (0] $* |0)

=86 B () (0]82() [0) 6 ((016210))

ou ainda

Lot = ¢t — 6 ¢% (0] 62 |0)
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A comment on the normal ordering - --

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

Lecture 8

e Applications

o PT for Aop?
e Symmetry factors

® Normal Order

e GF for fermions

Change of variables

Isto quer dizer que o Lagrangeano quantico se escreve

onde

Q
‘Clnt

dk1dks (0] a(k1)al (kg) |0) eik2—F1)@

d

A
4

)
= a0 el

A

:gb4:

k1

=

27‘(’)3 Zwk
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Lecture 7

Na expressao anterior usdmos as relacoes

Functional Methods

Green's functions

Funciionals (a(k),a (K)] = (27)* 2w (F — K

Feynman Rules

Path integral for GF

Lecture 8 WL = \/k(% _|_ |]g|2

e Applications

o PT for Aop?
® Symmetry factors O integral I é divergente e é igual ao integral do loop da Figura. De facto

/ d*k i
(274 k2 —m2 1 ic

e GF for fermions
d3k /+O° i
= dk
/ (27‘(‘)3 oo 0 (k() —wk)(ko +wk)

_/ dk 1 g
) @2n)3 2w,

Change of variables

Jorge C. Romao TCA-2012 - 60



TECNICO
W LISBOA

A comment on the normal ordering - --

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

Lecture 8

e Applications

o PT for Aop?
e Symmetry factors

® Normal Order

e GF for fermions

Change of variables

Portanto se tivéssemos sido cuidadosos teriamos que incluir o termo %ngI na
interaccao. O Lagrangeano a introduzir na exponencial do integral de caminho
seria entao

A
Efgt —

A
4 2
—o°1
1 +4gb

E facil de ver que o termo adicional cancela o tadpole. De facto temos

1/2

A A )
= m[—la”"ﬂ 2 —m?
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A comment on the normal ordering - --

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

Lecture 8

e Applications

o PT for Ap*
e Symmetry factors

® Normal Order

e GF for fermions

Change of variables

e portanto os tadpoles nao apareceriam. Contudo muitas vezes nao nos
preocupamos em usar o Lagrangeano correcto e usamos simplesmente o
Lagrangeano classico pois a contribuicao do tadpole é uma renormalizacao da

massa (infinita) e pode assim ser sempre reabsorvida no processo de
renormalizacao.

Para QYD o mesmo se passa, isto é, deviamos usar como Lagrangeano de

interaccao

E%gt = _6%’)’%#14# + eAu <O| @7% |O>

e o segundo termo removeria o tadpole representado na Figura

No entanto, devido a invariancia de Lorentz da teoria, pode-se mostrar que este
tadpole é zero em todas as ordens e portanto nao nos temos que preocupar.
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Lecture 7 Para sistemas de fermides introduzimos varidveis de Grassman. Estas varidveis
Functional Methods . . ~ . . p . A .
anticomutativas sdo de alguma forma o limite cldssico dos campos quanticos
—— fermidnicos. Os detalhes desta construcao estao explicados nos Apéndices A e B.
functionals Aqui apenas recordamos as nossas convencoes. Devido ao caracter anticomutativo
Feynman Rules s s = . . . ~ .
é necessario explicitar a ordem da derivacao. Assim

Green's functions

Path integral for GF

Lecture 8

e Applications

o PT for Ag? 0 As derivadas sao esquerdas

e Symmetry factors
e Normal Order

® GF for fermions

Change of variables
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TECNICO . . .
W LISBOA | Generating functionals for fermions

Lecture 7 0 Nas funcoes de Green a ordem de derivacao é

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules G2n<$17 v 7yn) — <O‘ T¢<$1) e Qp(xn)E(yl) v @(yn) ‘O>
Path integral for GF
I;e/:?[::cjtions 5277/2[/’77 ﬁ]

o PT for Aop?

® Symmetry factors Z(Sn(yn> T Z(Sn(y1>7,5ﬁ(xn> T Z(Sﬁ(lj)
e Normal Order

) )
Change of variables 7/577 (yn) 7,(5ﬁ(:131 )

Zn, 7

onde

Zn,m = (0] TetS Iz@@+i@n@] o

- / D, P)et | e lE+m@) @)+ P @)
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Change of variables in path integrals. Applications

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

Lecture 8

Change of variables

e Introduction

e Dyson-Schwinger

e Self-energy in qf>3

e Self-energy in qf>4
o Ward identities

Entao devemos ter

D(p) - D(¢)det

Fi(¢) = fi + fijd; + -

D(6) (1 +e

5@' + €

OF;
Jo¥

Consideremos uma transformacao infinitesimal da forma

bi — @i + Fi(9)

o F;
Jo¥

)

0 Uma das grandes vantagens de ter uma expressao para o funcional gerador
Z|J] em termos dum integral de caminho é que um grande niimero de
manipula¢bes familiares para integrais usuais (mudanga de varidveis de
integracdo, integracdo por partes ...) podem agora ser aqui aplicadas.
Vamos ver as consequéncias da mudanca de varidveis de integracao.
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W LISB0A | Change of variables in path integrals. Applications - --

Lecture 7 0 Por outro lado

Functional Methods

Green's functions Z(S(¢)+J¢) Z(S(¢)+J¢) ) 55

Generating € T — e L 1 _|_ e 5¢ _|_ J’L Fz<¢)
functionals 12

Feynman Rules

Path integral for GF

0 Como Z(J) deverd ser independente de transformagdo de varidveis obtemos

Lecture 8

Change of variables

e Dyson-Schwinger

OF; | .
+ J ) B+ 2| et (Slel+Tidi)
5o ) ! 6¢J ‘
e Self-energy in qf>4

o Ward identities Usando ¢; — % obtemos a expressao mais compacta
1

12 ) o) 2

0 Esta é a expressao geral que vamos aplicar a dois casos particulares
importantes, as equacoes de Dyson-Schwinger e as identidades de Ward.

e Self-energy in qf>3

Jorge C. Romao TCA-2012 - 66



TECNICO
W LISBOA

Dyson-Schwinger Equations

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

Lecture 8

Change of variables

@ Introduction
e Dyson-Schwinger
e Self-energy in qf>3

e Self-energy in qf>4
o Ward identities

0 Seja F; = f; independente de ¢;, isto é uma simples translacao dos campos.

Entao a equacao anterior escreve-se

(gqi [z’c?J] i Ji) Z(J)=0

que, como veremos, € a expressdo da equacdo de Dyson-Schwinger (DS)
para o funcional gerador das funcoes de Green completas.

Assim as equacoes de DS n3o s3o mais do que uma consequéncia da
invariancia dos integrais de caminho para translacoes. A equacao anterior
pode-se ainda escrever

1

0
10 J

| 217

onde o funcional E[¢| é a equagdo de movimento,

oS
E o] = Sor
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Dyson-Schwinger Equations - - -

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

Lecture 8

Change of variables

@ Introduction
e Dyson-Schwinger
e Self-energy in qf>3

e Self-energy in qf>4
o Ward identities

0 Para muitas aplicacoes é mais conveniente escrever as equacoes de
Dyson-Schwinger para as funcoes de Green conexas e préprias. Para isso
temos de escrever a equacao equivalente para os funcionais W e I

0 Funcoes de Green conexas. Usando a identidade

1 6
7y (21D = ( o

Podemos escrever

SiW
+m@)ﬂﬂ

1[4 SWo 8
_E Z[J] = E |i 1
7 [MJJ 7] [Zz’éJk i iéjk]

Portanto a equacao de DS para o funcional gerador das funcoes de Green
conexas escreve-se simplesmente

oW 0

1
Yiode T z'dJk]

h=-E|
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Dyson-Schwinger Equations - - -

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

Lecture 8

Change of variables

@ Introduction
e Dyson-Schwinger
e Self-energy in qf>3

e Self-energy in qf>4
o Ward identities

0 Funcoes de Green prdprias

Mais atil é a equacao de DS para as funcoes de Green préprias ou

irredutiveis. Para isso utilizamos as relacoes

( 1OW oI
| R
) ) ) )
= m = —_— = —F ro— o
s O Sdm Son s
e obtemos
ol

)
Son = F [Cbk—i—kam] 1

/7

E nesta forma que as equacdes de DS s3o mais lteis.
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W 1i580A° Example : Self-energy in ¢°

Lecture 7 A accao para esta teoria escreve-se, usando a notacao compacta

Functional Methods

Green's functions

Funciionals 1 2 A 3
Sl = 50k(=0 —m”)0kmPm — 57 (0k)
Feynman Rules 2 3'

Path integral for GF

logo

Lecture 8

Change of variables

e Introduction
e Dyson-Schwinger

El¢r] = (=0 —m?)¢y, — %@W

e Self-energy in q,‘>4
o Ward identities

e portanto

9
Om

E[¢k+ka ]1:—(D+m2)¢k_é(¢k+akr 5>¢k

2 Jol
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W 1i580A° Example : Self-energy in ¢°

Lecture 7 ObtemOS

Functional Methods

Green's functions 5F 2 )\ 2

Generating W — _(D —|_ m )¢k T 5 (Qbk; —|_ Gk"l"(s’r'k)
functionals k

Feynman Rules

Path integral for GF Derivando funcionalmente em relacdo a ¢,,, obtemos as equacdes de DS para

Lecture 8 diversas funcdes de Green. Por exemplo para a self-energy obtemos
Change of variables

e Introduction 52 F )\

2 YR <. <. _<|:I -+ m2>5k3m A <2¢k5km - ZrmnGkrn5Tk>
561k0Dm 2

e Self-energy in qf>4
o Ward identities

Pondo ¢, = 0 obtemos

A
ka — <_D — m2)5km — 25 anGkrnérk

A
— 5 anGkrnFTsGsk

A
— 25 L l'rs Gk Gk Grr Grn/ Uy

A
= —ZE Grr Grsl'k sm
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W 1i580A° Example : Self-energy in ¢°

Lecture 7 onde se usou repetidamente a relacao
Functional Methods

Green’s functions _ 5.

Generating FZ'] G']k o ZaZk

functionals

Feynman Rules Mas por definicao de self-energy

Path integral for GF

Lecture 8 ka — <_|:| — m2>5km = _ka

Change of variables

@ Introduction

e Dyson-Schwinger € porta nto

kA m _ k m

e Self-energy in q,‘>4

(

e Ward identities )\
— 1Dk = —i§ Grk Grsilkrsm

como mostrado na figura

Como vemos a equacao de DS n3o é mais que a afirmacao que o vértice na teoria
7 >\ 3
e ygb .
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W 1i580A° Example: Self-energy in ¢*

Lecture 7 Neste caso a accao escreve-se

Functional Methods

Green's functions 1 2 )\ 4
Generating S[Qb] — —¢k(_D —m )5km¢m o _' (gbk) :
functionals 2 4

Feynman Rules

- Logo a equacao de movimento é

Lecture 8

. A
Change of variables E[¢] — (—I:I . m2)¢k . 5 (¢k)3 .

e Introduction
e Dyson-Schwinger

e Self-energy in q,‘>3

s | Portanto

o Ward identities

B |1+ G | 1= =@+ mon = 55 (004 G ) (00 + Gz )
= —(O4m?) ¢y — % (¢k T ka%) (ﬁb% + Gkn5nk)
= —(O4m?) o — % (gbi + 0k Grnonk + 2G km PrOkm
— ZkaFmﬁGknﬁénk)
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Example: Self-energy in ¢*

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

Lecture 8

Change of variables

e Introduction
e Dyson-Schwinger

e Self-energy in q,‘>3

e Self-energy in (754

o Ward identities

Obtemos

ol .

5o —(O04+m*)or — = (3 + OkGrndnk + 2GkmPr0km — iGrmLmeGrnednk)
Para obter a equacao de DS para a self-energy derivamos em ordem a ¢; e
fazemos ¢; = 0 depois de derivar. Obtemos assim

ij — (—D—m2)5kj

A :

_kaprpj Fmﬁ Gknﬁdnk — karmﬁ Gknﬁprpj 5nk)
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Example: Self-energy in ¢*

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

Lecture 8

Change of variables

e Introduction
e Dyson-Schwinger

e Self-energy in q,‘>3

e Self-energy in (754

o Ward identities

Logo

)

A

_/L_

2
A

Gkkékj + 71—

A
3!

TG em iU Gk Gn Gooril ko Onk

+Z_Gkk’Gmm’ Gpp’ZFk’m 'p’ ij FmEGkk” Gnn’ GEE’ZFIC” ’E’énk

+i

)\

3!
A

—z—Gkchkj + 71—

A
3!

ka me Gknﬁprpj 5nk

5k€5nk Gknﬁpzrpj

Para a teoria ¢* temos I';ix = 0 pelo que

Grntp = Grk' Grn Goo Gppr il ke

e obtemos

— Y =

A
_Z§szk5kzj -

A

ZﬁGkk/Gkn/ Gre ilgnre
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Lecture 7

que representamos diagramaticamente na Figura

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

Lecture 8 k j _ i k ] + i k /_\ ‘7
2 /

Change of variables

@ Introduction

e Dyson-Schwinger
e Self-energy in qf>3

e Self-energy in (754
e Ward identities

Novamente a equacao de DS mais ndo é que um identificacdo do vértice da teoria.
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Ward identities

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

Lecture 8

Change of variables

@ Introduction
e Dyson-Schwinger
e Self-energy in qf>3

e Self-energy in qf>4

Seja uma teoria com uma simetria qualquer. Essa simetria é expressa pela
invariancia da accao

05|9)
JoJ

onde considerdamos a transformacao infinitesimal definida anteriormente. Se esta
expressdo deixar invariante a medida D(¢) entdo a expressdo geral reduz-se a

Fi(¢) =0

)
Ji F; [MJ] Z(J)=20
Esta expressao é conhecida por identidade de Ward. Derivacao em ordem as fontes
conduz a relacoes entre as funcoes de Green que expressam as simetrias da teoria.
Para teorias de gauge a expressao € um pouco mais complicada. A razao é que no
processo de quantificacdo das teorias de gauge é normalmente necessario
introduzir termos que quebram a simetria para fixar a gauge.
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Ward identities - - -

Lecture 7

Functional Methods

Green's functions

Generating
functionals

Feynman Rules

Path integral for GF

Lecture 8

Change of variables

e Introduction
e Dyson-Schwinger

e Self-energy in qf>3

e Self-energy in qf>4
o Ward identities

0 Assim podemos escrever

Seff = S7+ Sni

onde %Fi =0e 5§$I F; # 0. Entao se a medida continuar a ser

invariante, devemos ter agora a identidade de Ward na forma

(5?;21 [ic?,]] i Ji) F [%] Z(J) =0

No préximo capitulo vamos aplicar esta expressao para obter as identidades
de Ward para QED e para as teorias de gauge nao abelianas. Para estas
ultimas a questao da invariancia da medida € um pouco mais delicada e sera
ai analisada depois de mostrarmos como se quantificam estas teorias.
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