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Capitulo 1

Métodos Funcionais

1.1 Introducao

Vamos neste capitulo, genericamente designado por Métodos Funcionais, descrever a
quantificagao via integral de caminho. Para sistemas que nao sejam teorias de gauge
este método pode parecer desnecessario pois a quantificacao candnica funciona sem
problemas. Contudo, como veremos no capitulo seguinte, para teorias de gauge nao
abelianas a quantificacao via integral de caminho é a maneira de resolver o problema.
Para além deste aspecto fundamental, a quantificacao usando métodos funcionais é
muito elegante e permite obter, normalmente de uma forma mais rapida, os mesmos
resultados do que a quantificagao candnica mesmo quando esta é facil de aplicar.
Exemplos sao as Identidade de Ward-Takahashi ou as equagoes de Dyson-Schwinger,
como veremos no final deste capitulo.

Vamos admitir que o leitor estd familiarizado com a quantificacao via integral de
caminho de sistemas de N particulas em mecanica quantica nao relativista. Assim
apenas uma breve revisao dos resultados serd feita. Uma apresentacao mais completa
é dada no Apéndice A. A passagem da quantificacdo de sistemas de N particulas
para a quantificagao duma teoria de campo sera feita dum modo heuristico deixando
uma exposicao mais rigorosa para o Apéndice B.

Antes de entrarmos propriamente no assunto, convém esclarecer algumas ques-
toes relacionadas com a notacao. Vamos supor que temos um campo escalar real
¢*(x) onde a = 1,...N. No seguimento aparecerao muitas vezes expressoes do tipo

I = / A4z (1) 6" (z) (1.1)
I = [ d'ed'yo (@) M (2, )¢ (y) (1.2)

onde M®(z,y) é normalmente um operador diferencial. De acordo com as regras de
derivacao funcional, temos por exemplo
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o6, ob
o) 2¢°(y) (1.3)
onde se usou o resultado
5¢a(l,) ab ¢4
= 00 (x — 1.4
iy = e =) (1.4

Se se conservarem todos os indices nas expressoes anteriores (e noutras, como ver-
emos, muito mais complicadas) rapidamente teremos uma grande confusdo. Assim
é conveniente usar uma notacao mais compacta. Para isso fazemos

¢; = ¢°() (1.5)

ou seja o indice i equivale ao indice discreto a e ao indice continuo z, isto é,

i <= {a,x} (1.6)
No caso dos campos possuirem mais indices, o indice i serd sempre a coleccao de
todos eles. Além desta convencao, é ainda conveniente usar a convencao de soma

de Einstein entendida como soma para indices discretos e integracao para indices
continuos. Com estas convencoes as Eqs. 1.1 e 1.4 podem ser reescritas na forma

I = ¢ip; Iy = ¢;M;;0;
(1.7)

oL ) 6pi __ 5
Wi - 2¢] dp; 51]

No seguimento usaremos esta notagao, voltando a notacao usual sempre que conve-
niente, ou sempre que haja algum perigo de confusao.

1.2 Funcionais Geradores das funcoes de Green

1.2.1 Funcoes de Green

Os objectos basicos em Teoria Quantica dos Campos sao as fung¢oes de Green. Para
evitar complicagoes desnecessarias vamos aqui considerar quase exclusivamente cam-
pos escalares. As generalizagoes sao no entanto imediatas. Assim a funcao de Green
de ordem n é dada por

G (zy,...,2,) = (0|Td(z1) - - p(2)]0) . (1.8)

As fungoes de Green definidas por 1.8 sao, por vezes, designadas completas
por oposicao as chamadas fungoes de Green conexas, truncadas e irredutiveis (ou
proprias) que passamos a definir.
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X1 )

A U :
Figura 1.1:

X1 )

X3 Xy
Figura 1.2:

1.2.2 Funcoes de Green conexas

Chamam-se funcoes de Green conezras aquelas em que nenhuma das linhas exteriores
passa através do diagrama sem interagir. Por exemplo na Figura 1.1 esta represen-
tada uma contribuicao desconexa para G*(x1,...,14), enquanto que a Figura 1.2
representa uma contribuicao conexa para a mesma funcao.

Esta implicito que as funcoes de Green sao calculadas em teoria das perturbacoes
usando diagramas de Feynman. Assim as funcoes de Green conexas G (z1, ..., 2,),
sao obtidas somando todos os diagramas conexos. As fungoes de Green desconexas,
correspondendo aos diagramas desconexos, podem ser obtidas a partir de fungoes
de Green conexas de ordem mais baixa, p(?lo que as quantidades relevantes sao as

fungdes de Green conexas G”(x1,...,x,). E claro que temos
Gl(z1,...,x,) = G"(21,...,x,) — partes desconexas, (1.9)
e ainda
Gg(l’l,.TQ) = Gz(.’lfl, 1’2) . (110)
Convencionalmente representamos G (x1, ..., x,) pelo diagrama da Figura 1.3.

Por vezes interessa considerar as funcoes de Green no espago dos momentos.
Definimos entao G?(py, ..., pn) através da relacao
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X2

Figura 1.3:

(2m)* 0" (p1 +p2+ - pa) GE(pry- -+, Pn)

= /d4x1 coedrp e Pr et En) o ) (1.11)
onde os momentos py, .. .,p, estdo a entrar no diagrama (incoming momenta), con-
forme indicado na Figura 1.4. Notar ainda que na definicao 1.11 se factorizou a

funcao delta que assegura a conservacao de 4-momento. Com estas convencgoes
G?(p, —p) = G*(p) é o propagador completo representado na Figura 1.5.

1.2.3 Funcgoes de Green truncadas
Para n > 2 definem-se as funcoes de Green truncadas através da relagao

n

1
Crre(D1s-on) = [T [GP(00)] Gopr, - pw) (1.12)

k=1
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Figura 1.5:

isto é, multiplica-se cada linha exterior pelo inverso do propagador completo ref-
erente a essa linha. Sao estas fungoes que representam um papel fundamental na
Teoria pois sao elas que estao relacionadas com os elementos da matriz S. De facto
a férmula de reducao LSZ para campos escalares é

<p17”'7pn Out|q17"’7q€ in) = <p17"'7pn in|S|q17”'7q£ in>

= termos desconexos

+(z’Z*1/2)"”/d4y1- o exp[ (Zpk Yo — qu xkﬂ

X (Oyy +m?) -+ (O, +m?) 01T G (y1) - - 6(0) 0), (1.13)
ou seja

<p17"'7pn Out|q17"'7q€ in) = <p17"'7pn in|S|q17”'7q£ in)

= termos desconexos

+Zi<n+z>/2 (271')45 (sz Z qj) G?I"Jlgﬁc —P1s-- 5 7 Pns 415 - (Jz)(114)

1.2.4 Diagramas irredutiveis

Vimos na Eq. 1.14 que os elementos da matriz S, relacionados com as secgoes
eficazes, sao expressos em termos dos diagramas truncados. De entre os diagramas
truncados desempenha um papel importante o subconjunto dos diagramas proprios
ou irredutiveis (em inglés 1-Particle Irreducible), que sdo os diagramas truncados que
permanecem ligados quando uma linha interna arbitraria é cortada. Por exemplo, o
diagrama da Figura 1.6' é truncado mas nao é préprio enquanto que o diagrama da

' As barras indicam que as linhas exteriores estdo truncadas.
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Figura 1.6:

Figura 1.7:

Figura 1.7 é préprio (na teoria A¢?®). Nestas figuras as barras indicam que as linhas
exteriores estao truncadas.

A razao pela qual os diagramas truncados nao irredutiveis nao sao importantes
¢ que estes se podem escrever sempre em termos de diagramas irredutiveis de ordem
mais baixa (recordar a série que conduz a definicao de self-energy). E conveniente
introduzir uma notagao para as fungées de Green irredutiveis (soma de todos os di-
agramas irredutiveis para determinado nimero de pernas exteriores) onde o factor i
¢ introduzido por conveniéncia. Na Figura 1.8 as pernas externas estao desenhadas
para tornar a figura mais clara. Elas estao de facto truncadas. Dentro desta notagao

X1

iDL (2, ..., 1,) =

Figura 1.8:
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X1 X2
Géﬁznc(a:l, e Ty) = =
X, - Xj
Figura 1.9:

Xi Xp Xi

Figura 1.10:

pode por vezes ser conveniente definir um diagrama para as funcoes de Green trun-
cadas de ordem n. Este esta representado na Figura 1.9 ou doutra forma na Figura
1.10. Diagramas semelhantes podem-se definir no espaco dos momentos.

1.3 Funcionais geradores para as funcoes de Green

Os funcionais geradores (FG) das funcoes de Green representam um papel muito
importante em teoria quantica dos campos. De facto a partir deles, por derivacao
funcional em relacao a fontes exteriores podem-se obter todas as funcoes de Green.
Permitem assim tratar ao mesmo tempo um ntumero infinito de funcoes de Green.
O FG das fungoes de Green completas é dado por

Z(.J) = (0|Te"|0) (1.15)

onde estamos a usar a notacao condensada explicada na introducao

Ty = / d'z J(x)b(z) . (1.16)
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E facil de ver que Z(J) gera todas as fungoes de Green. Se expandirmos a exponen-
cial em 1.15 obtemos

Z(J) =0 Sy - i 01T ¢y, - - - 64,]0)
=0 5y i GE (1.17)

As funcgoes de Green sao entao dadas por

60z
S S — 1.1
Grvcin = 35T 0T o (1.18)
O FG das fungoes de Green conexas € definido através da relagao
Z(J) =" (1.19)
ou ainda
W(J)=—ilnZ(J) . (1.20)
As fungoes de Green conexas sao entao obtidas por derivacao funcional
4
G” 0 oW (1.21)

Coi1in 25J21 .. Z(;JZ
Antes de mostrarmos que isto é de facto verdade, vamos definir o funcional gerador

das fungoes de Green irredutiveis. Este é definido através da primeira transformada

da Legendre de W (.J), isto é

n Ji:O

onde
4
{ ? % (1.23)
v Si

As fungoes de Green proprias sao entao dadas por

()

v -~ AP 1.24
i = 5o, (1.24)

$=0

Dadas as defini¢oes falta-nos agora mostrar que W (.J) e I'(¢) geram efectivamente as
fungoes de Green conexas e préprias. Comecemos por W (J). A demonstragao faz-
se calculando G7 i dada por 1.21 e usando a relacao 1.20. Vamos fazer somente

paran =2, n =3 en =4. As generalizacoes sao imediatas.
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° n=2
o _ 2w _ °InZ 0 1 4z
¢mi 25Jz125‘]22 Ji=0 - Zé“]llzé‘]22 J;i=0 B Z(;J“ Z 25J22
1 8z 162 1 67
N A4 'LéJZlZ(SJZQ Ji=0 Z'léz]le 25J22 J.=0
B 527
063,100 |,
ou seja
G2 =G2.
Para se obter 1.25 fez-se uso dos seguintes resultados
Z0) =1 O védcuo esta normalizado
0z o . .
i = (0|T¢;|0) =0 Nao hé quebra de simetria
10J;
° n=3
o |1 Bz 1 8z 102
cuiis 7460510 05,i0J,,  Zi0.J5,i0Jy, Z 465,
1 8z 1467 1 87z 1467
Zi6J,i0 iy Z10J;,  Zi0J;,i0 i, Z 16,
162 1 62 1 6Z
Zi6J;y Z 10, Z 10, |
J;=0
logo

_ 3
- Gc 111213

e

111213

13

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)

O caso n = 4 ¢é deixado como problema (ver Problema 1.1) A extensdo a n > 4
é imediata. Mostramos assim que W (.J) dado por 1.20 é o funcional gerador das
fungoes de Green conexas. Mostremos agora que I'(¢) é o funcional gerador das
fungoes de Green préprias, ou irredutiveis. Para isto necessitamos de dois resultados

prévios que passamos a demonstrar. O primeiro baseia-se na relagao



14 Capitulo 1. Métodos Funcionais

&

Figura 1.11:
0J;
- =4 1.30
57, O (1.30)

Esta relacao é evidente mas podemos obter a partir dela uma relacao importante.
De facto

0J;  0J; 0y er o 2w ,
— T = [, 1.31
AR T AT Y A (1.31)
ou ainda

Esta relagao fundamental exprime que I'? é o inverso do propagador G* (& parte o
factor i que tem que ver com convengdes). E também 1til escrevé-la duma forma
diagramatica conforme indicado na Figura 1.11. Notar que

iT® = | % K (1.33)

o que explica o desaparecimento do i na equacao 1.32.
O segundo resultado diz respeito a seguinte derivada funcional

)
i0J;
Pretende-se derivar em ordem a J; quantidades que dependem de J; indirectamente
através de ¢y (ver definigoes 1.23). Obtemos entao

(1.34)

) Yo ) PwW o6 2 0
— — — =G 1.
i6J;  i6J; 6k 0Jyi6J; Oy, Cii 5o, (1.35)
e portanto
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As equacoes 1.32 e 1.36 permitem obter todas as relacoes entre as funcoes de Green
proprias e as fungoes de Green conexas. Esta analise é mais facil em termos de
diagramas desde que se notem as seguintes identidades

m

= (1.37)

10.J;

]
0] ,% o 1%/ (1.38)
= §

k

[
Sk _E T g, Ok ik j

onde se usou 1.36 para estabelecer 1.39. Em todas estas manipulacoes esta suben-
tendido que no final se faz J = 0 e ¢ = 0 nos sitios convenientes. Usemos agora
estes métodos para relacionar as fungoes de Green préprias e conexas para n = 3 e
n=4.

° n=3

O ponto de partida é a equagao 1.32. Aplicamos ﬁ a 1.32 e obtemos

IR kK —o (1.40)

Usando as equagoes 1.37 e 1.39 obtemos entao o diagrama da Figura 1.12.

Multiplicando a esquerda por ng e usando 1.32 obtemos
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_— “o
4 %
|I

Figura 1.12:

K
k
i) = - m
(1.41)

0 que mostra que 1"2(5’,1 ¢é de facto a funcao de Green prépria com 3 pernas exteriores
porque para 3 pernas as funcgoes préprias e truncadas coincidem. Para se ver que se
trata de facto de fungoes proprias e nao somente truncadas, é preciso ir para n = 4
pois ai é que comeca a diferenca.

° n=4
Partimos da equacao 1.41 e derivamos em relacao a ﬁ. Usando os métodos
anteriores obtemos a equacao representada na Figura 1.13.
Se usarmos 1.41 para expressar Gl(?,l em termos de Fl(?,l
agramatica da Figura 1.14 que mostra claramente que Fg?,)d é de facto a funcao de

Green prépria ou irredutivel de 4 pernas.

obtemos a equagao di-

° n >4

E agora trivial continuar o processo para n > 4. Para um dado n parte-se da
relacao para n—1 e aplicam-se as equacoes 1.37 e 1.39. Estes resultados mostram de
facto que os objectos mais importantes sao as fungoes de Green irredutiveis, todas
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m km k k
N | N | : |

k
:ﬁ} 8 k
n
m + m
! Q |
n
Figura 1.13:

Figura 1.14:

17
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as outras se podem obter a partir delas. Isto é um resultado importante porque
reduz imenso o numero de diagramas de Feynman que tém que ser calculados.

1.4 Regras de Feynman

O formalismo dos funcionais geradores permite-nos obter facilmente as regras de
Feynman para os propagadores e vértices de qualquer teoria com todas as convencgoes
de sinais e factores ¢ correctos. Para isso é necessario mostrar que em ordem mais
baixa (diagramas drvore, isto é, sem loops) temos

Panore(6) = [ d*2L[3] = To(0) (1.42)
Para os termos de interacgao (n > 2) esta afirmacao é evidente basta lembrar
que, por exemplo?

iTr® = g% (1.43)

arvore

O factor i esta de acordo com as convengoes usuais para as regras de Feynman
(vem do termo exp (i [ d*xL;,;) no calculo das fungdes de Green). Para o termo
quadratico temos, Eq. 1.32,

Ff(izzzore@?) = p2 - m2 (144>
logo
2) d4p1 d4p2 i(p1-z+p2-y) 4¢4 2 2
Pérvore(xvy) = / (27’(’)4 (271_)46 (27T) 5 (pl +p2) (pl -—m ) (145)
e portanto

5 T dnd o) T D n)oly) =
L dtadty B P et (015, 4 ) (5 — m2)0(@)000)
=3 y(2W)4 (2m)1 D1+ p2)(Py )
:% Ii d%gb(x)(—D—mQ)gb(x):% / d'z (0,00"¢ — m*¢?) (1.46)

o que mostra que ['gvore € de facto a accao. Daqui resultam as receitas seguintes
para encontrar as regras de Feynman duma teoria qualquer da qual se conhece o
Lagrangeano.

2Para n=4 temos "' =G® — partes irredutiveis € é claro que i’  gera os vértices.

arvore
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1.4.1 Propagadores

i) Calcular

0°T'o(9)

P (g, 1)) = ——r—
Lo (i, ) 0p(w;)0p(x;)

(1.47)
ii) Calcular a Transformada de Fourier (TF) e obter 1"82) (pi, p;) através da definicao

@m0+ pOTE (pipy) = [ dtdtjem 0T o ) (1.48)

onde os momentos sao incoming.

iii) O propagador de Feynman G% ¢ entao obtido através de

Gggz‘)j = i1y (pi )] (1.49)

1.4.2 Vértices

i) Calcular

0"y
0¢(x1) - 0 (wn)

T (2, .., 2) = (1.50)

ii) Calcular a TF definida por

(271')454(])1 =+ pn)FgL) <p17 s 7pn) = /d4x1 cee d4xn67i(p1-ml---pnmn)rén) (.ﬁlﬂ'l, e 7.’17”)
(1.51)
iii) O vértice é dado por

T (pr, ... pn) (1.52)

1.4.3 Exemplo: Electrodinamica escalar

A electrodinamica escalar é a teoria que descreve um campo escalar carregado em
interaccao com o campo electromagnético. E definida pelo Lagrangeano

L = (0, —1ieA,)p" (0" +ieA")p —mod* ¢+ Ley, — V(9)
= Lescalar + Lem + Lint - V(¢) (153>

onde
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Lescalar = augb*augb_ngb*gb

Lem = _i ;LI/F“V
Ling = —ie(¢* 0,0 — ¢0,0") A" + *¢*pA, A"
A
V(g) = (¢70)° (1.54)

Os propagadores sao os habituais, vejamos somente que tipos de vértices apare-
cem. H& dois vértices entre os escalares e o fotao que passamos a estudar.

e Vértice triplo

F(?’)(:c T, T3) = 0T
pOT TR 5t ()00 (we) S AH (ws)
— e / d*26%(x — 21)(8, — ,)64 (@ — 22)0%(w — x3) (1.55)

logo

@m)*ot(p+q+k)  Tubp,q k)= —ie / d*rd s, d* rod zge Pr1t e Ttk
54z — 21) (D, — 0,)0"(x — 22)0%(x — x3)
= —ie/d4xd4x267i[(”+k)'“q'“}@54(1’ — x9)

+ie/d4xd4:c1e’i[p'“*(q*k)'m]ﬁué‘l(a: — x1)

= —ieli(p + k), —i(q + k), ) 2m) 64 (p + k + q)
= —ielip, — iq,)(2m)* 0 (p + k + q) (1.56)

logo o vértice® é

’L'Fu(p, q, k) = ie[pu - qM] = _ie(qM - pu) (1'57)
e esta representado na Figura 1.15
e Vértice quartico (seagull)

De acordo com a definicao obtemos

3Deste exemplo podemos abstrair a seguinte regra Prdtica para interaccoes que contenham
derivadas. Um termo 8,¢(z) no Lagrangeano é equivalente a —ip* onde p* é o momento incom-
ing associado a ¢.
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Figura 1.16:

51T
5@5*(1’1)5@5({['2)514“(1‘3)514” (1‘4)

F£4)<x17x27x37x4) =
= 2e*0Y(v_21)8* (v_22) 6 (x — 23)0% (2 — 24) g, (1.58)

e fazendo a TF obtemos finalmente

L (p, g, k,t) = 2€°g, (1.59)

v

a que corresponde o diagrama da Figura 1.16

1.5 Representacao dos FG em termos de integrais
de caminho

1.5.1 Mecanica Quantica de Sistemas de n graus de liber-
dade

Comecemos por recordar os resultados conhecidos para sistemas com 1 grau de
liberdade. No Apéndice A faz-se uma introducao a quantificacao via integral de
caminho. L& poderao ser encontradas as justificacoes para os resultados que usare-
mos no seguimento. O resultado fundamental é para a amplitude de transicao

(@;tlg:t) = N [ D(@)e' e #H00 — N [ D(g)e’s (1.60)
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onde N é um factor de normalizagao e D(q) é uma forma simbdlica de representar a
medida de integragao que é de facto um limite complicado (ver Apéndice A). Outro
resultado importante diz respeito aos elementos de matriz do produto ordenado no
tempo de operadores. Seja

O(ty, ..., t,) = T[OF(t,) O (t,)...0 (t,,)] (1.61)
tal que
t' > (ty,ta, ... ty) >t (1.62)
Entao
(W3t O(ts, . ta)last) = N [ D@)Oi(a(t)) - Oulalta))e™  (1.63)

onde se admitiu que os operadores O; sao diagonais no espaco das coordenadas. Para
a generalizagao a Teoria do Campo os objectos importantes nao sao as amplitudes
de transicao mas as fungoes de Green e os seus funcionais geradores. Consideremos
por exemplo a funcao de Green

G(t1,t2) = (0] T(Q"(1)Q" (t2)) |0) (1.64)

onde |0) é o estado de base e Q¥ (t) é o operador coordenada na representagao de
Heisenberg. Para escrevermos 1.57 em termos dum integral de caminho introduzimos
conjuntos completos de estados e escrevemos

Gltiste) = [ dg dq (01g'+) (a: V| T(Q" (1)Q" (1) |a; 1) (a: 110}
= [daddnld)0i0.0) [ D@atda(e)e (16
onde

do(q,t) = (0lg; t) = ¢o(q)e” " (1.66)

A presenca na expressao 1.65 das funcoes onde do estado base torna a expressao
pouco pratica. Podemos removeé-los do modo seguinte. Consideremos o elemento de
matriz

(@t O(tit2) q; 1)
= [ dQ dQ (¢ ¥1Q 5 T) (@5 T Ol 1) |Q: T) (@i Tlas¥) - (L6T)

onde
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O(ty, t2) = T(Q"(t1)Q" (t2))

> T > (t,t) > T >t

23

(1.68)

Sejam |n) os estados préprios com energia F, e fun¢ao de onda ¢,(q) isto é

Hln) = E,|n)
(qln) = ¢5(q)

Entao
<ql;f}l‘Ql;Tl> _ <q ‘ ezH t'=1") ‘Q)
= Z(q 1) (n] Q")
_ Z(b 7ZE ' =T")
Consideremos agora o limite ¢’ — —ico. Entao

Jim (¢ 1Q5T) = 63(¢)o(@ e B BT

De modo semelhante

t'—

Jim (Q; Tlg:t) = do(q)g(Q)e e 0T
—>100
Aplicando estes limites a 1.61 obtemos

lim tlim (¢ ;1| O(t1ts) |g; t)
—100

/deQl(bS(q/)(bo(Q,)e—Eo\t’|€it0T/
<Q’; T’| O(h, t2) |Q, T) ¢0(q)¢S(Q)e_E0\tle—itoT

= Gi(d)n(q)e " e
[ 4QdQ'60(@. T)63(Q. T) (@ T O(t1, 1) |@: T)

Usando 1.65 obtemos o resultado importante

lim lim <q t | O(tltz) |q, > (bg(q/)(bo(Q)eiEo‘ﬂeiEO't‘G(tl, tz)

t'——ico t—ico

(1.69)

(1.70)

(1.71)

(1.72)

(1.73)

(1.74)
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Por outro lado
lim  lim (¢;¢'|q:t) = ¢(q)po(q)e "ol Te'l (1.75)
t/——ioco t—ioco

pelo que finalmente podemos escrever
(@: 1 T(Q"(1)Q" (t2)) las t)
(¢ tlg; 1)

Usando agora a expressao 1.63 podemos finalmente escrever G(t1,ts) em termos
dum integral de caminho

t'——ico t—i00

(1.76)

Gt ts) = lim i /ﬂq /D gt)e J T (1.77)

t'——i00 t~>loo

Este resultado ¢ facilmente generalizado para fungoes de Green com n-pontos,

G(t,...,tn) = (0|T(q(t1)---q(t ))|0 ,
— lim lim /D Cq(ty)et l b (1.78)

t'——ioco t—>zoo q t’|q7

E agora facil de ver que todas as fungoes de Green podem ser obtidos a partir
do funcional gerador

Z[J]= lim lim 7/2? Zf L) +Jalds (1.79)
t'——ico t—ico <q t/‘q’
por derivacao funcional
o Z[J]
i0J(ty) - -i0J(ty,)

Gltr,... 1) = (1.80)

J=0
A expressao 1.79 para o funcional gerador mostra que ele é a amplitude de

transicao entre o estado base no instante ¢ e o estado base no instante ¢’ na presenca
duma fonte exterior

Z1J] = {0jo), (1.81)

com a normalizagao Z[J = 0] = 1.
Para um sistema com N graus de liberdade temos a generalizacao de 1.79

Z[Jl, o Jn] — lim lim N rD< ) ’if: d’T[L(inqi)‘f'Zjv:l Jiqi) (182)

t'——ioco t—ico

Notas
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e Na equacao anterior os limites nos tempos t e t' sdo imaginarios. Isto quer dizer
que as funcoes de Green bem definidas sao as fungoes de Green Euclidianas.
Para a teoria de campos isto corresponde & prescricao m? — ie.

e Na equagao 1.82 nao escrevemos explicitamente a normalizacao. Ela é obvia-
mente escolhida para que Z[0,...,0] = 1 mas como veremos, para as fungoes
de Green conexas em teoria dos campos a normalizacao nao é relevante pelo
que Nao nos vamos preocupar mais com ela.

1.5.2 Teoria do Campo

Para obter o funcional gerador das funcoes de Green em Teoria dos Campos pro-
cedemos da forma heuristica usual

t — o
q(t) — o(x)
D(g) — D(9)
Lad) = [ dL(,0,0) (1.83)
Entao obtemos
Z[J] = N / D(¢)et | 13lL@2u0)+T @) (1.84)

O limite em 1.82 recorda-nos que os integrais tém que se continuar analiticamente
para o espaco euclidiano ou equivalentemente que se tem que fazer a prescrigao
m? — ie.

A expressao 1.78 é a expressao fundamental que procurdvamos para o funcional
gerador das funcoes de Green completas. E facil de ver que para o funcional gerador
das funcoes de Green conexas

W(J) = —iln Z(J) (1.85)

a normalizacdo é irrelevante (pois nao depende de J). Uma demonstracdo mais
rigorosa da expressao 1.84 pode ser encontrada no Apéndice B.

1.5.3 Aplicacoes

Uma vez conhecido o funcional gerador Z(J) sao conhecidas todas as fungoes de
Green e portanto qualquer problema em Teoria dos Campos. Pode-se entao pergun-
tar em que condigoes é possivel calcular 1.84. Como s6 se sabem fazer exactamente
integrais gaussianos a resposta é que sé se pode calcular 1.78 em situagoes triviais,
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sem interacgoes no Lagrangeano. Contudo as vantagens de 1.84 resultam de dois
aspectos:

e Manipulagoes formais
Relacoes entre fungoes de Green que tenham a ver com propriedades de sime-
tria (identidades de Ward) sd@o muito facilmente deduzidas por manipulagoes
dos funcionais geradores. Aqui a forma 1.78 é particularmente 1til como ver-
emos nas secgoes 4 e 5.

e Teoria de perturbacoes

A expressao 1.84 permite imediatamente desenvolver a teoria de perturbagoes.

Como exemplo do ponto ii) consideremos o Lagrangeano para um campo escalar
que por simplicidade tomaremos real,

L(¢) = Lo(¢) + L1(9) (1.86)

onde Ly(¢) é quadratico, isto é

£o6) = 50,600 — Sm6? (1.87)

Entao podemos escrever

200 = / D(¢)el S aLo@)+L1(6)+74]

_ / D(¢)et | #olL1@)) ¢ [ dalLo(@)+I6]

= i d=ti(a7) 701] (1.88)
ou ainda
Z[|J] = exp [i/d‘lxﬁj (%)] ZolJ] (1.89)
onde
ZolJ] = N / D(g)e | daltotTol (1.90)

A utilidade desta expressdo resulta do facto de que por um lado Zy[J] pode
ser calculado exactamente, porque é quadratico nos campos, e por outro se L;(¢)
tiver um parametro pequeno a exponencial pode ser desenvolvida em série nesse
parametro e o funcional gerador Z[.J] obtido até a ordem que se pretender em teoria
das perturbacoes.
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1.5.4 Exemplo: Teoria de perturbacoes para \¢*

Para se ver a ligacao com os resultados usuais vamos considerar como exemplo a
teoria dum campo escalar em que a interaccao €

A
Lr=—7 . (1.91)

O funcional gerador Z[J] é dado por

Z[J] = N exp {(—M)% /d4;,; <%>4} Zo[J] (1.92)

onde (ver problema 1.2)

ZolJ] = exp {_% / d4xd4yJ(x)A(a:,y)J(y)} (1.93)

A normalizacao N é escolhida para que Z[0] = 1, como veremos adiante. Desen-
volvemos a exponencial em série na constante de acoplamento:

Z1J) = NZo[J] {1 + (N Z{[J]) + (—iN)? 25 J) + - -} (1.94)
onde
ZJ] = Z; '] {%/d‘lx (%) }ZO[J] (1.95)
ZJ] = %Zo‘l[J]{%/d% <%> } Z00]]
= 2% {% [ (%) } ()
L. . 587y 67!
B 5(21”]) 2 4'/d {5]3 5J(x)
327, 627, 52y 87 87!
s Gy e m T s 5J3(x)+5J4(x)} (1.96)
Obtemos
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1 4

+/d4y1 A yaA (2, Y1) A (2, yo) Az, ys) A, ya) T (y1) T (y2) T (y3) T (y4)

(1.97)

Este resultado pode ser representado diagramaticamente na forma seguinte

Z{:é CX) —i JL +— >< (1.98)

3A(z, 1) A, x) — 3!A(ﬂfa$)/d4y1d4y2A($,yl)A(Lyz)J(yl)J(yz)

= %(Z{[J]) +% (%)24!/d4x1d4x2A(:c1,:L’Q)A(xl,:cg)A(:cl,xQ)A(xl,xQ)
12
+ (E) {—72/d4x2/d4x1A(x1,x2)/d4y1A(x1,y1)J(y1)
A(I‘ll’g)A(l’g,IQ)/d4y2A<x27y2)J<y2)
+24/d4x2d4:1:1A(a:1,x1)/d4y1A(371,yl)J(yl)A(fchyz)
/d4yzﬁ($2a?/1)<](y2)/d4y3A($2ay3)J(y2)/d4y4A($1>?/4)J(?/4)
+24/d4x2/d4x1/d4y1d4y2d4y3d4y4ﬁ($1,$2)A($1>?/1)
A(z1, y2) Az, y2) Az, 22) A2, y4) T (y1) - - S (ya)
—8/d4x2/d4x1/d4y1~-~d4y6A(SL’1,372)A(5€17y1)A(371y2)
A1, y3) A2, ya) Alz2, ys5) A@2, Y6) S (1) - - - T (ys)
+36/d4x2d4x1A(a:1,:L’l)A(xl,:cg)A(:cl,xg)A(@,xz)

—36/d4$2d4$1A<1’17xl)A(%,552)A<1’17372)/d4y1d4y2A($2ay1)
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Az, y2)J (1) J (y2)

—36 / d*zodz dMy drys Ay, 19) A2, 20) A(29, 21)
Az, y1)A(w1, y2)J (Y1) J (y2)

+36 / d*zodi i dyy - - drysA(2y, 19) A1, 2) A1, 1)
A(z1, y2) A2, y3) Alwa, ya) J (Y1) - -+ J (ya)

—48 / d*zody d*yyd*ya Az, 2) A1, 12) A1, 25)

Az, y1) A2, y2)J (Y1) I (y2)

ou seja:

Z5]J]

1
LA + 5oy [ dnidtend(ey, o)

2 4' /d4.§lf1d .TQA(.’L‘l,l’l)AQ(.Tl,SL’Q)A(JIQ,.TQ)

m/d4x1d4x2d4y1 d*ys Ay, 21)A(ya, 21)Ays, 1)
A(z1, 22) A(w2, ya) A2, y5) A2, Y6) (Y1) - - - J (ye)
2 4'/d4x1d4x2d4y1 d4y4A(y1,xl)A(xl,xl)A(:pl,xg)
A(wz, y2) A2, y3) Alwa, ya) J (Y1) - - J (ya)

2 ST al /d4x1d4x2d4y1 -d y4A(y1,xl)A(yg,xl)AQ(:cl,xQ)

A(x2,y3)A(x2,y4) (1) - - I (ya)

29

(1.99)
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—% /d4x1d4x2d4y1d4y2A(y1, 1) A(x1, 1) A(21, 29) A9, 2)
A(z2,y2)J (y1)J (y2)
—5 [ Aot s Al o) A% 1, ) A, 7)Mo, 1) (1) )
—1—12 [ dwdtzad yd Ay, w0) A1, 22) Az, 1) (92) T () (1.100)

Vamos agora calcular a normalizacao até a segunda ordem em teoria de per-
turbagoes. Para isso a condigao Z[0] =1 da:

L= N1+ (=iA)ng + (—id)ng + -+ | (1.101)

onde

1
1, 1 3
_ 1 3 1.10
S B ST T m (1.103)

Obtemos portanto

1
1+ (=iN)ng + (—iN)?ng + - - -

= 1—(=iNny — (=iN?*(ng —n?) + - - (1.104)

Z1J) = ZolJJ{1 = (—=iNm — (—id)*(ng —nd) + -}
{14 (=iNZ] + (=i Z, + -}

= Zol) {1+ (—iMN(Z] = m1) + (—iN*(Zh — ng + 0} — my Z]) + - (1}105)
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Definindo agora

Z1 = Z{ — N1
Zy = Zh—mo+nl—mZ =27 —ny—mZ, (1.106)
obtemos
1 1
Zil) =5 JL + 3 >< (1.107)
e
Zy[J]

AR > <

1 ; /
T >©< T oo \
O _ _8_ _ 1_12 _@_ (1.108)

com Z1[J] = Z5[0] = 0. Logo o funcional gerador

[ =
[ =)

Z1J) = ZolJJ {1 + (—iN Z ) + (—idN)? 2o J] + -} (1.109)
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Figura 1.17:

¢ automaticamente normalizado se desprezarmos todas as amplitudes vacuo-vacuo,
designadas por bubles. Para verificarmos que a expressao anterior reproduz os re-
sultados da teoria de perturbagoes usual calculemos como exemplo o propagador até
a ordem A\2. Obtemos

) _ 6*Z[J]
Ao w2) = e 60 (w) o
B 522y [J] , 5322, [J] ey BZ[J]
T ST ()|, (=) 5J(x1)60(22) |,y (=) 5J(11)6.7 () |,_,

— Aerm) + (V)5 [ AL ALY

: 1
+<—2)\)2/d4yld4y2 {ZA(%,yl)A(yhyl)A(yhy2)A(y27y2)A(19275€2)

1 1
+ ZA<x17y1>A2<yl7y2)A<y2u y2)A(yl7372) + 6A<x17 y1>A3(y17 yQ)A(yQ,x@ 110)

Em termos diagraméticos temos a situagao da Figura 1.17

Continuando a estudar o exemplo da teoria A¢* passemos a analisar o funcional
gerador das fungoes de Green conexas W[J]. E ficil de ver que termos do tipo
Z2[J] correspondem a diagramas disconexos contidos em Z[J]. Vamos ver que elas
desaparecem no funcional W[J]. Temos

iW[J] = WmZ[J] =

= I Z[J]+In {1+ (=N Z[J] + (—iN)?Z[J] + -}
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= iWo[J] + (=iN) Z1[J] — %(—M)Z (Z0[J])? + (—iN)* Zo[J] + - -
= iWQLT] + (=N Zi ] + {—M)Q(ZQ[J] - % (Zl[J])Q} L

= i {WolJ] + (iNWALT] + (=N WalJ] + -+ (1.111)

com

iWilJ] = Zi[J]

. 1
iWLl) = ZolJ] - (Z,[J])? (1.112)
Portanto os diagramas disconexos contidos em Z,[J]| sdo subtraidos e Wy e W

contém somente diagramas conexos como seria de esperar.

1.5.5 Factores de simetria

Depois de efectuar as derivadas em ordem a J para obter numa dada funcao de
Green os numeros que resultam sao os chamados factores de simetria. Por exemplo
para a correccao a I-loop ao propagador obtemos

527
N _
(n22) = G i T () o
627, 6% 7
— i) ...
B, TN Sied@)|,, T

- A(xl,x2)+% JL +on (1.113)

O factor % é o factor de simetria correspondente aquele diagrama. Como vimos o
método de obter as fungoes de Green a partir do funcional gerador automaticamente
da os estes factores correctos. Contudo na maior parte das aplicacoes é mais facil
aplicar directamente as regras de Feynman e entao uma regra para os factores de

simetria deve ser fornecida.

Regra para os factores de simetria: O factor de simetria S dum dado diagrama
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Y P
Figura 1.18:
é dado por
N
S=— 1.114
= (1114)

onde N é o # de maneiras diferentes de formar o diagrama e D é o produto dos
factores de simetrias de cada vértice e do nimero de permutacgoes de vértices iguais.

Como exemplo consideremos o diagrama que contribui para o propagador a I-
loop, representado na Figura 1.18.

Entao de acordo com a regra obtemos

S = _ 1 (1.115)

1.5.6 Nota sobre o ordenamento normal

No exemplo anterior diagramas como o da Figura 1.18, designados por tadpoles,
aparecem enquanto que no formalismo candénico usual estao excluidos devido ao
ordenamento normal. Esta diferenca deve-se ao facto de nao termos sido muito
rigorosos na definicao do integral de caminho. Se o tivéssemos feito chegariamos
a conclusao que para obter a expressao do Lagrangeano a incluir em et [ d'eL(@)
terfamos primeiro que ordenar normalmente o Lagrangeano Quantico e s6 entao
efectuar a transcricao para os campos classicos do integral de caminho. Isto faz com
que o Lagrangeano £(¢) usado no integral de caminho seja diferente do Lagrangeano
para a teoria cldssica. Vejamos o exemplo de ¢*. Vamos usar as relacoes®

o(2)o(x) =: d2)d(x) : + (0] $(x)(x) |0) (1.116)

ou, mais simbolicamente,

2= ¢? — (0] 07 |0) . (1.117)

De modo semelhante

4Usaremos nesta secgdo a notacdo ¢ para o campo quantico (operador) para o distinguir do
campo classico ¢.
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¢' = 0":+6: 6" (0]6°]0) +6(0[$7|0) (0] |0) (1.118)
e portanto obtemos
~ . . . . 2
L0t i= ¢ = 6:0%(x) 1 (0]6%(x)[0) — 6 ((0] 67 [0)) (1.119)
ou ainda
Lot = 9" — 6 6% (0] 6 ]0) (1.120)
Isto quer dizer que o Lagrangeano quantico se escreve
A -
‘C?nt = _Z : ¢4 :
Aoy Ao
—— -1 1.121
TR (1.121)

onde
I = (0]¢*(x)|0)
= /dkld?@ (0] (a+(k‘1)6ikl'$ + a(k‘l)e—iklw) <a+(k2)eik2'w + a(k,Q)e—ikQ-x) 10)

= [ dhudhs 0] allky)a* (k) [0) ek

_ /d7<:1 :/(;i:;gzi% (1.122)

Na expressao anterior usamos as relacgoes

la(k), a* (k)] = (27)* 2,8 (k — k) (1.123)

wi = \ k& + |2 (1.124)

O integral I é divergente e é igual ao integral do loop da Figura 1.18. De facto

/ d*k ?
(2m)* k2 —m? +ie

=/ (ir];a [ (ko — wk;(k:o on)

ek 1
= — =7 1.125
/(27T)3 2wy, ( )




36 Capitulo 1. Métodos Funcionais

Figura 1.19:

Portanto se tivéssemos sido cuidadosos teriamos que incluir o termo %QZ)QI na
interacgao. O Lagrangeano a introduzir na exponencial do integral de caminho seria
entao

A A
L£iC = —Fbﬂ‘ + ngﬁ] (1.126)

E fcil de ver que o termo adicional cancela o tadpole. De facto temos

-0 (1.127)

e portanto os tadpoles nao apareceriam. Contudo muitas vezes nao nos preocupamos
em usar o Lagrangeano correcto e usamos simplesmente o Lagrangeano classico pois
a contribuigdo do tadpole é uma renormalizagdo da massa (infinita) e pode assim
ser sempre reabsorvida no processo de renormalizacao.

Para QFED o mesmo se passa, isto é, deviamos usar como Lagrangeano de in-
teracgao

ngt = —eﬂfy“z/;A“ +eA, (0] oyt |0) (1.128)
e o segundo termo removeria o tadpole representado na Figura 1.19,

No entanto, devido a invariancia de Lorentz da teoria, pode-se mostrar que este
tadpole é zero em todas as ordens e portanto nao nos temos que preocupar.
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1.5.7 Funcionais geradores para fermioes

Para sistemas de fermioes introduzimos variaveis de Grassman. Estas variaveis anti-
comutativas sao de alguma forma o limite classico dos campos quanticos fermionicos.
Os detalhes desta construcao estao explicados nos Apéndices A e B. Aqui apenas
recordamos as nossas convencoes. Devido ao caracter anticomutativo é necesséario
explicitar a ordem da derivacao. Assim

e As derivadas sao esquerdas

—(/ =9Y(z)

5 / S— (1.129)

e Nas funcoes de Green a ordem de derivagao é

G (21, yyn) = (O] T (1) - (xa)P(y1) -+ ¥ (ya) [0)

_ 0*"Zn, 7|
—i0n(yn) -+ -ion(y1)ion(x,) - - 107 (1)
- 9 O Zin.7 (1.130)

ion(yn)  io7(x1)

onde

Zng = (0|Te [ d=fi@v@+b@n@] o)

_ / D, P)et | elerier@+i@mn)] (1.131)

Exemplos de aplicagao destes resultados serao dados nos problemas.
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1.6 Transformacoes de variaveis em integrais de
caminho. Aplicacoes

1.6.1 Introducao

Uma das grandes vantagens de ter uma expressao para o funcional gerador Z(.J)
em termos dum integral de caminho é que um grande nimero de manipulacoes
familiares para integrais usuais (mudancga de varidveis de integragao, integragao por
partes ...) podem agora ser aqui aplicadas. Vamos ver as consequéncias da mudanga
de variaveis de integracao.

Consideremos uma transformagao infinitesimal da forma

¢i — ¢; +eFi(9) (1.132)

onde

Fi(¢) = fi + fid; + -+ (1.133)

Entao devemos ter

D(¢) = D()det|d; + 55

= D) (1+4E) (1.134)

ei(5(¢)+Ji¢i) - ei(5(¢)+Ji¢i) [1 + e <§j + JZ> E(g{))] (1.135)

Como Z(J) devera ser independente de transformagao de varidveis obtemos

0¢; 0¢i

Usando ¢; — #;J_ obtemos a expressao mais compacta
K3

Hgg <¢55Ji> + Ji] P (i;Ji) N ‘;i (%)}Z(J) ~0 (1.137)

Esta é a expressao geral que vamos aplicar a dois casos particulares importantes,
as equagoes de Dyson-Schwinger e as identidades de Ward.

0= /D((b) [z <5—S + Ji> Fi + @] el(S[ol+ i) (1.136)
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1.6.2 Equacgoes de Dyson-Schwinger

Seja F; = f; independente de ¢;, isto é uma simples translacao dos campos. Entao
a equacao anterior escreve-se

0S | o
(5@ lm] + JZ-) Z(J)=0 (1.138)

que, como veremos, ¢ a expressao da equacao de Dyson-Schwinger (DS) para o
funcional gerador das fungdes de Green completas. Assim as equagoes de DS néo
sao mais do que uma consequéncia da invariancia dos integrais de caminho para
translacoes. A equacao 1.138 pode-se ainda escrever

1 )
=——=F|— |7 1.1
fe="7 [MJJ g (1.139)
onde o funcional E[¢] é a equacao de movimento,
5S
E = —. 1.140
ol = 2 (1.140)

Para muitas aplicacoes é mais conveniente escrever as equagoes de Dyson-Schwin-
ger para as fungoes de Green conexas e proprias. Para isso temos de escrever a
equacao equivalente a 1.138 para os funcionais W e I'

i) Fungoes de Green conexas

Usando a identidade

i (ELISL) =

) SiW 6
A ¢ 1.141
J1f[J <¢5Jk +i5Jk> f1J] ( )

Podemos escrever

1 [ Woo§
o) G 75 ) P 1,142
Z [MJJ 7] [Z’Mk * WJ (1.142)

Portanto a equagao de DS para o funcional gerador das fun¢oes de Green conexas
escreve-se simplesmente

(1.143)

Jk:_E[ﬁW ) ]

5 +
'L5Jk 'L5Jk
ii) Fungoes de Green préprias

Mais ttil é a equacao de DS para as fungoes de Green préprias ou irredutiveis.
Para isso utilizamos as relagoes
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oW or

O = ﬁ Jp = —%
1) 1) 1) 1)
v v e T —
o Gemga- Son s,
e obtemos

or )

— =F + Grm—1 1

5o, lgb’“ ’ 5%]

E na forma 1.145 que as equacoes de DS sao mais uteis.

Exemplo : Self-energy em ¢°

A acgao para esta teoria escreve-se, usando a notacao compacta

S[¢] = ox(—0 — m®)Opm o — %(%)3

logo
2 A
Elgy] = (=0 —m7) ¢y, — 5(%)
e portanto
E lébk + ka%] 1= —(0+m*)gp — % <¢k + Gkr%) o
da
or A
5or = (@ m)on =5 (0 + Gurdn)

(1.144)

(1.145)

(1.146)

(1.147)

(1.148)

(1.149)

Derivando funcionalmente em relagao a ¢, obtemos as equacoes de DS para

diversas fungoes de Green. Por exemplo para a self-energy obtemos

T @m0 — 2 (26460 — T Grrnbios)
5¢k5¢m_ m km 2 kVkm WU oy GkrnOrk

Pondo ¢, = 0 obtemos

A
Pkm - (_D - m2)5km - 25 anGkrnérk

A
- 5 1—‘mn Gkrnrrs Gsk

A

= 25 anrrsGskak’ Grr’ Gnn’rk’r’n’

A
= —ZE G Grslirsm

(1.150)

(1.151)
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k%m:k m
=

Figura 1.20:

onde se usou repetidamente a equagao 1.32 e a definicao da Figura 1.11. Mas por
definicao de self-energy

i — (=0 — m)6pm = —Sim (1.152)
e portanto
: A :
—i2lkm = —25 Grer Grsilirsm (1.153)

ou em termos de diagramas da Figura 1.20

Como vemos a equacao de DS nao é mais que a afirmacao que o vértice na teoria é
A 43
50"

Exemplo: Self-energy em ¢*

Neste caso a acgao escreve-se

A
S[] = (=0 = m*)dmdm — 37 (@) - (1.154)
Logo a equacao de movimento é
A
Elg] = (=0 —m®)dx — 7 (dx)° - (1.155)
Portanto
E G d 1 = —(O4m?
or + e = —(O+m)gy —

. <¢k + ka&*%) <¢k + Gkn%) O,

Or + ka—> (Qﬁ + Gkn5nk)

- inmszGknzCSnk) (1.156)
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e obtemos

or A )
o = —(O0+m*)gy, — 30 (¢2 + 06Grndnk + 2G m®rOkm — ’LkaszGlmeCSnk)
(1.157)

Para obter a equacao de DS para a self-energy derivamos em ordem a ¢; e fazemos
¢; = 0 depois de derivar. Obtemos assim

ij — (—D—m2)5kj
A

_kaprijmZGknﬁénk - kaFmEGanprpjank) (]-]-58)

logo

. A A . .
—1X = _ZgGkkdkj + 25kalrméjGkk’Gnn’GM’ZFk’n’ﬁ’énk

A : :
+1 gGkk’Gmm’ Gpp’zrk’m’p’ijrmﬁGkk”Gnn’Gﬁf’zrk”n’ﬁ’ 5nk

A
+Z§kaFmEGknﬁprj5nk
A A .
_Z§Gkk5kj + zgéuénkan@sz (1.159)

Para a teoria ¢* temos I';;x = 0 pelo que

Grntp = G G Goor Gppr 1L ey (1.160)
e obtemos
, A A .
—iXy; = —ZaGkkékj - ZgGkk/Gkn/Gké’ L (1.161)

que representamos diagramaticamente na Figura 1.21

1.6.3 Identidades de Ward

Seja uma teoria com uma simetria qualquer. Essa simetria é expressa pela in-
variancia da acgao

05[¢]
0¢i

onde considerdmos uma transformacao do tipo 1.132. Se esta expressao deixar in-
variante a medida D(¢) entao a expressao geral 1.137 reduz-se a

Fi(¢) =0 (1.162)
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Figura 1.21:

J

F;
e

] Z(J)=20 (1.163)
Esta expressao é conhecida por identidade de Ward. Derivacao em ordem as fontes
conduz a relagoes entre as funcoes de Green que expressam as simetrias da teoria.
Para teorias de gauge a expressao é um pouco mais complicada. A razao é que no
processo de quantificagao das teorias de gauge é normalmente necessario introduzir
termos que quebram a simetria para fixar a gauge. Assim podemos escrever

Serf = Sr+ Sn1 (1.164)

onde 55 o LE;=0e ‘55 2N | £ (). Entao se a medida continuar a ser invariante, devemos
ter agora a 1dent1dade de Ward na forma

0Snr | O )
— |+ | F|—=|Z(J)=0 1.165
( 50; L’&]} * ) LM] () (1.165)
Na préxima seccao vamos aplicar esta expressao para obter as identidades de
Ward em QED. Para as teorias de gauge nao abelianas a questao da invariancia da

medida é um pouco mais delicada e sera analisada no proximo capitulo depois de
mostrarmos como se quantificam estas teorias.

1.7 As identidades de Ward-Takahashi em QED

1.7.1 As identidades de Ward-Takahashi para o funcional
Z[J]

Vamos aqui tornar a derivar as identidades de Ward para QED ja encontradas no
estudo da renormalizagao, mas utilizando agora os métodos funcionais.

Pode-se mostrar que para o funcional gerador das fungoes de Green completas
se pode escrever, numa gauge linear,
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Z(‘]uvﬁv 7)) — /D(Am1/}7@)ei(Seferfd4x(JuAu+ﬁ¢+En) (1.166)

onde J,, 7] e n sdo as fontes associadas a A, 1 e ¢ respectivamente. A acgao efectiva
é dada por

Seff = / d'x [‘CQED - —§(8 A = Soep + Sar (1.167)

onde

1 _
Loep = _ZFHVFﬂV + ("0, — m) . (1.168)

Sorp ¢ invariante para as transformagoes de gauge do grupo U(1)

0A, =0,A
51 = —ieAr) (1.169)
0 = ieA)

enquanto que Sefr contém a parte de gauge fixing que nao ¢é invariante nas trans-
formacoes 1.169. Portanto as identidades de Ward tomam aqui a forma

0Sgr | 0 )
(5[ 5] o) 2] 20 - w1

0 que se escreve no nosso caso, reintroduzido as integracgoes,,

0—/d4 l 90, (5‘; )a A+ J49 A—zeAnéiJrzeAn (‘;] Z(J*,7,m) (1.171)

ou seja, integrando por partes,

/d4xA

Podemos ainda escrever

)
10m

——D@ ( 0 ) 0, J" —zen%Jrzn

§ 0.J, ] Z(J"7,m) =0 (1.172)

gIII@ <25J ) + 0, J“Jrze??( 57)) —ien (2577)] Z(J,m,m) =0 (1.173)
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1.7.2 As identidades de Ward-Takahashi para os funcionais
Wel

Do ponto de vista das aplicacoes é mais 1til a identidade de Ward em termos do
funcional gerador das funcoes de Green préprias. Este problema para as Teorias de
Gauge nao abelianas é bastante dificil de resolver, conforme veremos no préximo
capitulo. Aqui o problema é simples pois a equacao acima é linear nas derivadas
funcionais em relagdo as diversas fontes (note-se que se se tivesse escolhido uma
condigdo de gauge nao linear isto ja nao seria verdade, mesmo em QED). Esta
linearidade permite escrever imediatamente

1 5 5 5
a,J" -00 Wi(J,m,n) = 1.174
onde W é o funcional gerador das funcoes de Green conexas

Z(J*7,n) = oW (J# 1) (1.175)

Como vimos, o funcional gerador das funcoes de Green proprias é

L(Au 0, ¢) = W(J.,7,m) — /d“:c[J“AM + 7Y + m) (1.176)
onde
ow ow ow
= Y == Y= 1.1
g g P Y ion v zén (1.177)
e
or or or
=——— N=—=;0N= = 1.1

onde, como habitualmente, as derivadas fermiénicas sao derivadas esquerdas. Entao
a equacao 1.174 pode ser escrita

1 or —ol
EI]@MA 8M57 ¢w+zew 50 (1.179)

Esta equacao é o ponto de partida para gerar todas as identidades de Ward em
QED. A sua aplicacao é muito mais facil do que a expressao equivalente usada no
estudo da renormalizacao e que foi demonstrada utilizando o formalismo candnico.
Os métodos funcionais tornam estas expressoes particularmente simples.
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P.B b.0

Figura 1.22:

1.7.3 Exemplo: A identidade de Ward para o vértice em
QED

Para nos convencermos que a equagao 1.179 conduz as identidades de Ward ja nossas
conhecidas, vamos obter a identidade de Ward para o vértice em QED. Apliquemos

Y .
S0a()005(z) 1.179. Obtemos entao

o0 5T
‘ 0a(y)dthg(2)0 A¥(x)
' —52F 4z—x—52—r4 -
e v e LA B
ou seja
LT ga(z, 2,y) = ie {Fﬁa(x, y)0* (2 — 1) — Tpalz, 7)8" (y — :1:)} (1.181)

Aplicando agora a transformada de Fourier a ambos os membros, com os mo-
mentos definidos de acordo com a Figura 1.22

obtemos, omitindo os indices spinoriais,

¢'Tu(p',p) = ielS™(p) — S~ ()] (1.182)

que é exactamente a identidade pretendida.

1.7.4 Fantasmas em QED

Anteriormente dissemos que para QED o funcional gerador é dado por

Z(‘]uvﬁv 77) — /'D(AH, ,1/17E)eifd4x[£QED+EGF+J#A“+ﬁ¢+En] (1.183)

onde Logp é o Lagrangeano usual de QED e o termo que fixa a gauge é dado por
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Lor = —%(a CA)? (1.184)

De facto isto nao é estritamente verdade. Como veremos o funcional gerador que
obteriamos se usassemos a prescri¢ao para teorias de gauge seria

Z(Jm 7,7, Q“,Z) = /D(AmQ/J’E’w7w)eifd4a;[Leff+JuA,L+W+¥n+wC+Zw] (1.185)

onde w e W sao campos escalares anticomutativos. Estas particulas ficticias sao
designadas por fantasmas de Fadeev-Popov e desempenham um papel fulcral em
teorias de gauge nao abelianas. Embora nao aparecam como estados finais em
processos fisicos, a introducao de fontes para elas é conveniente para discutir as
identidades de Ward. No Lagrangeano anterior L.;¢ ¢ dado por

ﬁeff = CQED+£GF+£ (1.186)

onde

Lo=-w0Ow (1.187)

A razao pela qual em QED podemos trabalhar com o funcional gerador Z e nao
Z tem a ver com o facto de os fantasmas em QED nao terem acoplamentos com
as particulas fisicas e poderem ser omitidos completamente da teoria (ver problema
1.6).

Vamos introduzir agora as transformagoes de Becchi Rouet e Stora (BRS). O
objectivo destas transformacoes ¢é fazer com que L.ss seja invariante. E fcil de ver
que para QED obtemos esse resultado com as transformacoes

0 = —iewli)

0 = iewd

0A, = 0,w0 (1.188)
0w = %(8 - A0

ow=0

onde o parametro ¢ é anticomutativo (varidvel de Grassman). As transformacgoes
nos campos fisicos sao transformacoes de gauge de parametro A = wé pelo que Logp
é invariante. As transformagoes em w e W sdo tais que a variagao de Lgp cancela
a de L. A invariancia da medida de integragao e de S.;; permite imediatamente
escrever as identidades de Ward, para os funcionais geradores (ver problema 1.6).

As transformacoes BRS permitem obter as identidades de Ward duma forma
expedita sem ter que recorrer & derivacio funcional de I'. Este método baseia-se
no facto de que o operador dgrs aplicado a qualquer funcao de Green é zero (ver
problema 1.6), isto é

0prs (O] TAy,, @ w--tp--2p---]0) =0 (1.189)
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Vejamos duas aplicagoes simples do método:
i) A parte longitudinal do propagador do fotao nao é renormalizada
Este resultado é equivalente, como é sabido, a dizer que a polarizagao do vacuo é

transversal. Prova-se facilmente partindo da fungao de Green (0| T'A,w |0) e fazendo
uso de 1.189.

dprs (0| TA,w|0) =0 (1.190)
ou seja
% < O|T A, A, |0) 6 — (0] TO,|0) 6 = 0 (1.191)
Portanto
1
gk“GW(k) = —k,A(k) (1.192)

k2

pois o fantasma nao tem interacgoes. Multiplicando pelo inverso do propagador do
fotao obtemos

A(k) (1.193)

k.
— kM = —iﬁG’l”“(l{;) (1.194)
e portanto
k, G (k) = %m@ = kG (k) (1.195)

o que mostra que a parte longitudinal nao é renormalizada.
ii) Identidade de Ward para o vértice
Partimos de
dprs (0] Twye [0) = 0 (1.196)
Entao
% (0] TO* A, |0) = ie (0] Twwyr) [0) — de (0] Twbypw |0) (1.197)

ou ainda
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¢'T, =T (1.198)

onde

iT,

= —ieA(q)S(p) +ieA(q)S(p)

A dltima igualdade resulta dos fantasmas nao terem interacgoes em QED numa
gauge linear. Pondo tudo junto obtemos

l

gunuu(Q)S (p")il"S(p) = —ieA(q)S(p) +ieA(q)S(p') (1.201)
Usando
%k“GW(k) =k, A(k) (1.202)

e multiplicando pelos inversos dos propagadores dos fermides obtemos finalmente a
identidade pretendida

g (0, p) = ie [S™'(p) = 57 (V)] (1.203)



50 Capitulo 1. Métodos Funcionais

Problemas Capitulo 1

1.1 Calcule G% a partir de 1.21 e mostre que é de facto a funcio de Green conexa

de quatro pernas.

1.2 Mostre que para um campo escalar real temos

ZolJ] = exp {—% /d4xd4yj(:p)A(0) (x,y)J(y)}

onde

d4]{? . )
0 ik-(x—

Sugestao: Use a generalizacao do resultado

—00

1.3 Determine os factores de simetria dos diagramas seguintes:

o OO OO0

1.4 Considere a teoria ¢*, isto é V(¢) = 4¢*. Usando

Z[J] = exp {—i / d'zV l%} } Zo(J)

+o0 -
/ dry--- dl»Ne—%xiMiﬂj-f'bwi — WN/Q(det M)—l/Qeébi(M )ijbi

(1.204)

(1.205)

(1.206)

(1.207)
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onde
1 4 . 34 1 0) / /
Zo(J) = eapl— /d 2d'a’ J(2)CO (x — ') J ()] (1.208)
e
Gz —a) =i / e N — (1.209)
k? —m? + ie
mostre que o factor de simetria do diagrama
65 =1
1.5 Dado o Lagrangeano de Dirac (teoria livre)
Lo = B(iy" 9 — m)w . (1.210)
mostre que o funcional gerador das fungoes de Green é dado por
Zo[n, 7] = o~ J d*zd'y T(@)SY(z.y)n(y) (1.211)

onde

1.6 Como

dp . 1
0 _ —ip-(z—y)
Srap(T:9) /(27r)46 (ﬁ—m+i5>a6
827y
Zénth(y) Zéﬁﬁ (.T)

= (0] Typ()¢a(y) 10) -

mostraremos no Capitulo 2 o funcional gerador das funcoes de Green

para QED é dado por

Z(Jusms7) = / D(A,,, ), 9) ¢ dollauptLor It Autivsn) (1.212)
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onde

Loep = = Fu F* + 4 (ip— m)y

4
Lar = —i(ﬁ A)
D, =0, +1ieA,

a) Calcule Zy[J*,n,7] b) Mostre que

) 5 6 .
Z[J"n, 7] = exp{ /d 5% (7)o 575 5J“(x)}Z°[‘] S5 71) -
(1.213)
c¢) Expanda
Z =2y 1+ (—ie) 2y + (—ie) Zo + | (1.214)

onde se retiraram as amplitudes vacuo-vacuo em Z;, isto é, Z;[0] = 0 — Z[0] =

1. Mostre que
A (1.215)

Zy= =73

- fv@-\/\, (1.216)

d) Discuta os factores numéricos e os sinais das expressoes anteriores. e)

Calcule em ordem mais baixa

¥z
6110 (2)i0715(3)i0.1, ()

e verifique que coincide com as regras de Feynman para o vértice. f) Calcule

(O] TA*(x)s(y)1ho(2) [0) = (1.217)
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a amplitude para o efeito de Compton em ordem mais baixa, isto é

(0] TA* () A" (y)p(2) o (w) [0) = Z-(sna(w)z’éﬁ:(zZ)Wu(y)iM

e verifique que reproduz o que se obtém usando as regras de Feynman usuais.

(1.218)

1.7 As identidades de Ward para QED deduzidas na sec¢ao 1.7 nao tém a forma

0
JiF, [@] Z(J) =0 (1.219)

onde 0¢; = F;[¢] pois

Sor= [ dis <—% - A)2> (1.220)

nao ¢ invariante para transformacoes de gauge. Introduza o funcional

Z'(Jusn ) = [ D(Auth,0,) ¢ HeCesrtmactmincin (1,91
onde
Leff :EQED—FEGF-FEG (1.222)
e
Lo=—wlw . (1.223)

onde w e W sdo campos escalares anticomutativos. a) Mostre que
Z' (S, m) =N Z(Jy,n,7) (1.224)

onde N nao depende das fontes nem dos campos. Explique porque é que esta
renormalizacao (infinita) nao afecta o cdlculo das fungdes de Green. Assim
tanto Z como Z' servem para o cédlculo destas. b) Mostre que a medida

D(A,, Y, ), w,w) e [d*zL.;; sdo invariantes para a transformagao
0 = —iewh) 6 = iewh
0A, = 0wb (1.225)

5w =10 A bw=0

1
£

onde 6 ¢ um parametro anticomutativo constante (varidavel de Grassman). c)
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Introduza fontes anticomutativas para os campos w e @, isto é

7<Jﬂ7n7ﬁ7 gf) — /’D(AH’1/}’%’w7w>€ifd4:1:(ﬁeferJﬂAquﬁi/”rEnerCJrZw) (1.226)
Mostre que

7<JH7 777ﬁ7 C7Z) = ZG(C?Z) Z(‘]l“ n7ﬁ> (1227>

onde

Z(Jusm,m) = /D(Am@/),@) ¢t | e (Lopp+Lop+I" Autiiv+in) (1.228)

Considere os funcionais W, Wy e W e ainda I, T'; e I' definidos de maneira

semelhante. Qual a relacdo entre W, Wg e W e entre I', I'g e I' . d) Mostre
que a equagao de Dyson Schwinger para os campos w e w é
6T
— = —[w . 1.229
0w ( )

e) Mostre que as identidades de Ward se podem agora escrever na forma

o
JF—1Z =0. 1.230
o] (1.230)
Escreva as identidades de Ward para T(AH, 1,1, w,w). Mostre que conduzem
aos resultados conhecidos f) Mostre que um termo de massa para o fotao, emb-

ora quebre a simetria de gauge, nao estraga as identidades de Ward desde que
os fantasmas w adquiram massa. Se o termo de massa do fotao for % p?A, A"
qual a massa dos fantasmas?



Capitulo 2

Teorias de gauge nao abelianas

2.1 Teoria classica

2.1.1 Introducao

Vamos brevemente rever como se constroi a accao cléssica para uma teoria de gauge
nao abeliana (Yang-Mills). Consideremos um grupo compacto G correspondendo
a uma simetria interna. Seja ¢;, (i = 1,---, N) um conjunto de campos que se
transformam de acordo com uma representacao de dimensao N de G, isto é

¢(x) = ¢'(x) = U(g)o(z) (2.1)

onde U(g) é uma matriz N x N. Numa transformagao infinitesimal

g=1—1ia"t" a=1---,r (2.2)

onde os parametros a® sao infinitesimais e t* sao os geradores do grupo satisfazendo
as relagoes, para a representacao fundamental

[ta’ tb} — Z-Cabctc

1
T tatb — _5ab 2.3
r(t) =5 (2.3)
Exemplos destes geradores sao
SU@) = % . a=1,2,3
)\a
SU(3) ta:7 3 a:]_,,8 (24)
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onde 0% e \* sao as matrizes de Pauli e Gell-Mann respectivamente.
Na representacao associada aos campos ¢, as matrizes 7% de dimensao (N x N)
formam uma representacao de dlgebra de Lie, isto é,

[T, T" = iC®eT* (2.5)
A sua normalizacao é dada por

Tr(T°T") = §*T(R) (2.6)

onde T'(R) é um nimero caracteristico da representacao R. Para uma dada repre-
sentagao mostra-se a identidade (ver problema 2.1)

T(R) r = d(R)Cs(R) (2.7)

onde 7 ¢ a dimensao do Grupo G e d(R) é a dimensao da representacao R. Numa
transformacao infinitesimal

dp = —ia" T = —ig (2.8)

onde introduzimos a notacao o = a*T™.

2.1.2 Derivada covariante

Para resolver o problema da derivada nao se transformar como os campos, isto é,

O # Udyo (2.9)

quando os parametros dependem de x®, introduz-se a derivada covariante

D,¢ = (0, —igA,)o ; A, = AT (2.10)

onde A}, sao os campos de gauge (tantos quantos os geradores do grupo). As pro-
priedades de transformagao de A, sao obtidas exigindo que D, ¢ se transforme como
o, isto é,

(Du(b), = (au - Zgé;)ﬁb/ = (@L - ZQAJ;L)U(?
= 0,Up+U0,¢— igALUgZ)
= UD.¢+ (igUA, —igA, U+ 0, U)¢ (2.11)

Portanto (D,¢) = U(D,¢) requer

Al =UAU™ - é@HUUl (2.12)
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Infinitesimalmente U ~ 1 — i e obtemos

1
04, = —i [Qﬂ Aju} - gau%
0 que se escreve em componentes
VAT = —16 a + Cheal AC
1 g " p

1

= —g(aua“ — gC’bwabAZ)

Como na representacao adjunta (T¢)q, = —iC"® entao

]' - C (&
oA = — (00w — ig(T) AL a?)

ou ainda

a 1 a
oA = = (D)

2.1.3 O tensor F,

Calculemos o comutador de duas derivadas covariantes

(D D6 = [0, —igAu 0, —igA| ¢

= —ig (0,4, — 0 A, —ig[Au Au]) 0

= —ig Fu ¢

onde se definiu o tensor F,, = F, T designado por curvatura,
~ v

B = 0.l — 0,4, — ig | A A

ou em componentes

a a a abc Ab Apc
Fo, = 8,A% — 9,A% + gC™ AL A

Vejamos como se transforma F),, numa transformacao de gauge.

~pV U oV

B, = 0.A,— 0,4, —ig |4, Al

o7

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)
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_ [aM(U,gVU—l) - g@u(&,UU_l) o 1/)]

~igU[Au, AU = [0,0U " UA, U]
~[va,uto,uu + é o,uu " 0,uU] (2.20)
Usando
U ' =-U"oUU! (2.21)
obtemos
E,, =UEU™ (2.22)
ou infinitesimalmente
0Ly = —1 [%,EW} (2.23)

E fécil de ver que com o tensor F},, é possivel construir um invariante. De facto
a quantidade

1
Tr(E, £2) = Tr(Ew L") = g F, (2.24)

¢ invariante e pode ser usada para construir uma acgao, generalizando a accao de
Maxwell as para teorias abelianas.

2.1.4 Escolha de gauge

Chama-se gauge pura ao potencial A* tal que £, = 0. E f4cil de mostrar que

F,=0<3U:A,=0U0U" (2.25)

Para evitar a arbitrariedade de gauge é conveniente por vezes impor condicoes
de gauge. Exemplos sdao a Gauge Axial definida por

n*A,(x) =0 (2.26)

onde n* é um quadrivector constante, e a Gauge Lorentz

9, A (z) =0 (2.27)
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2.1.5 Accao e equacgoes de movimento

A acgao para a teoria de gauge pura é

1 v
5 = b [ daTe(gE)
1 a rva
- - / Az Fe, P (2.28)

Devido ao resultado anterior sobre Tr(F,, F"), eq.(2.24), a accao é invariante
para transformagoes do grupo de gauge G. A equagao de FEuler-Lagrange

oL oL

) - =0 2.29
"6(0,A2)  0AL ( )
obtém-se facilmente notando que
SF®
5;6 _ 5»6 po — _Fay (230)
0(0,A3)  0F, 6(0,A7) 8
e
oL oL 5117’;7 .
= 7 = gCh AL pre 2.31
SAs ~ 5FL, JAY 9O AL, (2:31)
Entao
OuFH 4 gC** AL e = (2.32)
ou ainda atendendo a que na representacao adjunta (7°)y, = —iC%
(0,00 — ig(T )AL P = 0 (23
isto é
ab vb
D =0 (2.34)

2.1.6 Tensor Energia-Momento

Como para o Electromagnetismo o tensor canénico nao é invariante de gauge. De
facto

oL
6(9,A2)

QAL+ gL
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1
= F'0U Ay — g FEy, (2.35)

Para o tornar invariante de gauge procedemos como no electromagnetismo. Sub-
traimos a #*” uma quantidade que seja uma divergéncia para que as leis de con-
servacao nao venham alteradas. A quantidade relevante é

NG = 9, (Free AT
_ apFupaAua + F;waapAua
— gcbcaAI;FpucAua + FupaapAua

= FMU(—F 4 0" AY) (2.36)
logo
o = 0 — NG
a va 1 v va rha
= FUE = g PR, (2.37)

expressao analoga a obtida no electromagnetismo. Introduzindo os analogos dos
campos eléctricos e magnéticos

. ) ) 1 .
E,=F; B, = _éeiij;j i, k=1,2,3 (2.38)

obtemos

0° = L(E*. E*+ B*- B

: _ L (2.39)
6)0@ — (Ea % Ba)z
com uma interpretagao semelhante ao caso do electromagnetismo.
2.1.7 Formulacao Hamiltoniana
Da expressao para 0% é claro que o Hamiltoniano ¢
3 1 La a pa  pa
H = /dxé(E . Be 4 Be. By
- / & (2.40)

onde a H é a densidade Hamiltoniana.
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Vamos ver no entanto que devido a invariancia de gauge a relagao entre o Hamil-
toniano e o Lagrangeano nao é a usual. Para isso é conveniente partir da accao
escrita em formalismo de 1* ordem.

1 a a aoc Cc rva 1 a rva
5= [k {—5(@14” — O, AL+ O AL AT P 4 o P } (2.41)

onde A}, e F, sdo agora varidveis independentes. E fdcil de ver que a variagao de
S em ordem a Fj, da a sua defini¢ao

Fi, = 0,A% — 0,A5 + gC™ A A (2.42)

e que por sua vez substituindo 2.42 em S obtemos a accao usual. Usando as defini¢oes
de E* e B* obtemos

L S
S = /d4x_(aOAa+vA0a _gcabcAObAc) . B — 5(Eva .E*+ B*. Ba)
— — 1 —, —, — — —
= /d% {—aOAa B — 5(E2 + B?) 4+ A%(V - E* — gC® AV . EC)}(2.43)
A densidade Lagrangeana escreve-se, portanto

E — _EkaaOAka . H(Elm,Aka) 4 AOaca (244>
onde
H=1(E* E*+ B*- B
Bka = _%Ekmnana (245)
Ca:ﬁ_E_»a_gcrabcA»b_E’c

As varid veis AY e —Ef sao as varidveis conjugadas, H(E¢, A%) é a densidade
Hamiltoniana. As varidveis A% desempenham o papel de multiplicadores de La-
grange para as condigoes,

V. E*— gC% A . E° =0 (2.46)

que nao sao mais do que as equacoes de movimento 2.34 para v = 0.
Se introduzirmos os paréntesis de Poisson a tempo igual

{A*(@), B*(y) }ogmyo = 6707 6%(F — ) (2.47)

é facil de mostrar que

{C(@), C*(Y) Yagmyo = —9C*"*C*(2)8* (& — 7)
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{H,Cx)} =0 (2.48)

Isto mostra que as teorias de gauge (nao abelianas neste caso, mas a afirmagao

é igualmente verdadeira para teorias abelianas) representam um exemplo daquilo a
que se chama Sistemas de Hamilton Generalizados primeiro introduzidos por Dirac.
Para definir estes sistemas consideremos um sistema com as varidveis candnicas

(ps, ¢;) que geram o espago de fase I'?" (1 = 1,...,n). Entao a ac¢ao destes sistemas
¢ escrita na forma

S = /L(t)dt (2.49)
onde
L(t) = ipi%‘ — h(p,q) - i A%@a(p, q) - (2.50)

As variaveis A*(a = 1, ...m) s@o multiplicadores de Lagrange e p® sao as ligagoes.
Para que este sistema seja um sistema de Hamilton generalizado é necessario que as
condigoes seguintes sejam verificadas

{p% @7} = 20 (p, 9"
{h,¢*} = Cp,q)¢’ (2.51)

O caso das teorias de gauge é um caso particular com C*® = 0. Portanto para a
quantificagao das teorias de gauge temos primeiro de aprender a quantificar sistemas
Hamilton generalizados.

2.2 Quantificacao

2.2.1 Sistemas com n graus de liberdade

Consideremos um sistema de Hamilton generalizado descrito na ultima seccao. O
seu Lagrangeano é

L(t) = pgi — h(p, q) — X"0%(p, q) (2.52)

que conduz as equacoes de movimento
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. Oh | yaOg“®
@ = O +A Op;
s _ _0h _ ya0Op® 2.53
bi qi A ﬁ% (2:58)

©* = (p,q) =0 a=1....,m

Pode-se mostrar que um sistema de Hamilton generalizado (SHG) é equivalente
a um sistema de Hamilton usual (SH) definido um espaco de fase I'*2(*=™)_ Isto é
um SHG ¢ equivalente a um SH com n —m graus de liberdade. O SH I'* pode ser
construido da maneira seguinte. Sejam m condigoes

X*(p,g) =0 ; a=1,...,m (2.54)
que satisfacam
X’} =0 (2.55)
e
det ‘(po‘, Xﬁ‘ # 0 (2.56)

Entao o subespaco de I'*" definido pelas condicoes

{x“(p,Q) =0

©*(p,q) = 0

a=1,....,m (2.57)

é o espaco I'*?("=™) pretendido. As varidveis canénicas p* e ¢* em 2™ podem
ser encontradas da maneira seguinte. Devido a condigao 2.55 podemos escolher as
varidveis ¢; em I'>" de tal forma que os x® coincidam com as primeiras m varidveis
do tipo coordenada, isto é,

=(x*, ¢ ) (2.58)
~— =~

q
—~

Sejam p = (p®,p*) os correspondentes momentos conjugados. Nestas varidveis a
condigao 2.56 toma a forma

a

Oy
op?

det ‘ 40 (2.59)

portanto as condigoes ¢*(p, q) = 0 podem ser resolvidas para p®, isto é

p* =p(p",q") (2.60)

O subespaco I'* é portanto definido pelas condigoes
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{ X* = ¢"=0
(2.61)

(67

P = p*(p*,q")

As variaveis p* e ¢* sao canodnicas e o Hamiltoniano é dado por

B (0", ¢%) = h(p,q) |x=0 + p—0) (2.62)
e as equacoes de movimento sao agora
oh* oh*
= = — 2.63
=gy 7 o (2.63)

num total de 2(n — m) equagdes. O resultado fundamental pode ser enunciado na
forma dum teorema.

Teorema 2.1
As duas representacoes sao equivalentes, isto €, conduzem as mesmas equagoes
de movimento.
Dem:
As relagoes ¢* = 0 = ¢“ = 0 ou seja na descrigao (p, q)
oh 0
p ey

—

; =1,..., 2.64
Opa Opa “ " (264)

Consideremos agora as equagoes de movimento para as coordenadas q* nas
duas representagoes

oh 0P
* o e
op* + op*
oh*  Oh  Oh Op,

o= — 2.65
1 dp*  Op*  Op* dp* ( )
As duas equagoes serdo equivalentes se
0po  Oh Op,
yo o _ OB OP (2.66)
op*  Op™ Op*

ou seja usando as relagoes 2.64

Opa  Opa Ops )
A + -0 2.67
<0p* dps Op* (2.67)
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Ora esta relagao € verdadeira em virtude da ligacao ¢, = 0. Portanto as duas
representacoes sio equivalentes o que demonstra' o teorema.

Para efectuar a quantificacao destes sistemas podemos usar as expressoes para
o operador evolu¢ao em termos dum integral de caminho nas varidveis (p*, ¢*) pois
estas formam um sistema Hamiltoniano normal. Temos

dp*dq*
Ul(q}, q) /H P q ¢l Sl -k e (2.68)
Embora este seja um modo possivel de proceder a quantificacao, nao é o mais
conveniente em muitas situagoes onde é dificil inverter as relagoes ¢® = 0 para

obter p® = p*(p*, ¢*). Serd mais conveniente usar as variaveis (p, q) com restri¢oes
apropriadas. Isto pode ser feito facilmente substituindo

11 15

t

dp* dq dpdq

H o(p* —p*(r*, q")) (2.69)

Entao

q o f k% 7 1—
Ulqy, q:) /l;[ o l;[é 5(p* — p°(p°, ¢*))et ) pi—ha) (2.70)

Esta expressao pode ainda ser escrita em termos das ligagoes se recordarmos que

* a o4
50 = 0 ) = ) e 92 @)
Ps
Entao
[To(a™)a(™ = p*(p*,q")) = [T (™)a(x") det [{@a, x5} (2.72)
t t
Finalmente se usarmos a identidade
d\
5 o\ 7zfdt)\a 27
(v = [ e (2.73)
obtemos
dpdq d\ s
i) = d(x®) det iS(p,q,\) 2.74
Utara) = | T 57 TTO0) det {6 xa e (2.74)
onde

L As equacdes para as varidveis p* tratavam-se de modo semelhante.
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S(p.q, A /[Pq — h(p,q) — \pldt (2.75)

Esta é a expressao que iremos aplicar as teorias de gauge. Notar que a expressao
dentro do paréntesis recto é precisamente a do Lagrangeano para sistemas de Hamil-
ton generalizados, 2.52. Pode-se mostrar (ver problema 2.2) que os resultados fisicos
nao dependem da escolha das condicoes auxiliares x* = 0. Em teorias de gauge,
fala-se da escolha de gauge.

2.2.2 QED como exemplo simples

Consideremos o campo electromagnético acoplado a uma corrente conservada J# =
(p,J), 0,J" = 0. O Lagrangeano ¢

1
L= Fu " — J'A, (2.76)

A accao pode ser escrita na seguinte forma equivalente?

S = /d4

As equacoes do movimento sao, variando em ordem F e B

B’z_E"2

(VA 4 A) - BV x A+ 5

—pAY+ T A (277)

B = (VA + A va:
( ) — v-B 0 (2.78)

—

Bzﬁxﬁ

<L
X
=
I

|

QO

&

e, variando em ordem a A% e A,

V-E=p
(2.79)

-

5 B0
VxB-%=J

Se substituirmos B =V x A obtemos, depois de uma integracao por partes,

Lo E2 vV x A2 - o o
S=[d'w{—-FE-A- +(V )+J-A + A"V - E—p) (2.80)
2

E claro que A° desempenha o papel dum multiplicador de Lagrange. As variaveis
candnicas sio A e E mas elas nao sao livres pois existe uma ligacdo que tem que

2A accdo escrita na forma 2.77 é designada por formalismo de 1* ordem. Comparar com a
equagao 2.43.
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ser respeitada, V.-E = p. Esta ligacao é linear nos campos. Aqui reside a grande
simplificacao do electromagnetismo. Isto porque se escolhermos uma condicao de
gauge também linear entdo o det{y®, xs} nao dependera de E e A e serd uma
constante que apenas afectara a normalizagao. Uma tal condicao de gauge é obtida,
por exemplo, da forma seguinte (gauge de Lorentz)

X = 0, A" — (1) (2.81)

onde ¢(7,t) é uma funcdo arbitraria. Entao é facil de ver que a expressdo para o
funcional gerador das fungoes de Green é

Z[J") = / D(E, A, A [ 6(9,4" — c(x))e’® (2.82)
onde
S = /d‘*:c{—ﬁ-}f— 2+(ZXA)2 +(J-A) +A0(ﬁﬁ—p)}
= /d%{—% —E-(6A0+Z)—M—JMAM} (2.83)

A integracao em F é gaussiana e pode ser imediatamente efectuada obtendo-se

Z[Ju] = / D(A,) [[6(0,4" — c(x))e® (2.84)

onde agora

s — / 'z {—1(6,“4” O, A (O AY — P ARY — T A

= /d4

Como as fungoes c(z) sdo arbitrarias podemos integrar sobre elas com um peso

exp <—% / d4x02(:c)> (2.86)

obtendo entao o resultado familiar

Como veremos adiante se tivéssemos escolhido uma condigao de gauge nao lin-
ear, o det |{q, x}| j4 dependeria de E ou A e nao teria sido possivel absorvé-lo na
normalizacao (que é irrelevante pois escolhemos sempre a normalizagao de forma
que Z[0] = 1) . Nesse caso serd necessario utilizar os métodos das teorias de gauge
nao abelianas que vamos estudar na préxima seccao.

——F Y JuA“] (2.85)
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2.2.3 Teorias de gauge nao abelianas. Gauges nao covari-
antes

Vimos anteriormente que a acgao para as teorias de gauge nao abelianas (TGNA),
se podia escrever na forma

s = 2 [aurr [E 00 A+ S(B 4 B - A% B +gld. E)
- / d'e [~ ER0° AL — H(Ey, Ay) + A C] (2.88)
onde
C*=V-E®— gC™ A" . E (2.89)
Se introduzirmos os paréntesis de Poisson a tempo igual
{~E0). W)} ,,_, ="0ud"(@~5) (2.90)
é facil mostrar que
{C"@).C')}, = 9O C(@)8 (7~ 3)
{H,C*(x)} =0 (2.91)
onde
H= / BaH(Ey, Ay) = % / dx [(B*)? 4 (B*)?] (2.92)

Assim as teorias de gauge nao abelianas representam um exemplo de sistemas da
Hamilton generalizados. As variaveis do género coordenada sao Af, os momentos
conjugados sao —E¢. As vardveis A% sao multiplicadores de Lagrange para garantir
as ligacoes

V. E*— gCe At . E¢ = (2.93)

que sao parte das equagoes de movimento.

Para procedermos a quantificacao podemos usar o formalismo da seccao 2.2.1
para SHG. Temos para isso que impor r condi¢oes auxiliares (r é a dimensao do
grupo de Lie), isto é, tantas como as condigoes de ligacdo C*(xz) =0, a =1,...,7.
Escolher estas condigoes é aquilo que se chama escolher, ou fixar, a gauge. Esta
escolha é arbitraria, os resultados fisicos nao devem depender dela (ver problema
2.2). No entanto expressoes intermédias como sejam, por exemplo, as regras de
Feynman, dependem fortemente da gauge.
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Como vimos no exemplo do electromagnetismo se for possivel fixar uma condicao
de gauge linear nas variaveis dinamicas, A e Ea, entao a expressao do integral de
caminho simplifica-se bastante devido ao facto do determinante nao depender dessas
variaveis e poder ser absorvido numa constante de normalizacao. Uma gauge em
que isto é possivel é a chamada gauge axial que passaremos a estudar.

e Gauge Axial

E sempre possivel efectuar uma transformacao de gauge tal que a componente de
A® segundo uma direccao espacial seja nula em todos os pontos, isto é, escolhendo
a direccao segundo o eixo dos zz

A% =0 a=1,...,r (2.94)

Estas r condicoes constituem as nossas condigoes auxiliares necessarias para se pro-
ceder a quantificagdo da teoria. A vantagem desta escolha de gauge é a seguinte. Se
calcularmos {C?, A%} obtemos

(Col), 4D} = (OuBA), A )} — 9o A LB (), A}y
— b= = s O (299

onde se usou o facto de A} = 0. Vemos assim que {C% A}} nao depende de A,
e E, e o determinante que aparece na expressao do integral de caminho pode ser
absorvido na normalizacao. Podemos assim escrever para o funcional gerador das
fungoes de Green

Z[Jra] = / D(E, A, A%) [ 6(A%)eiSEAAN) (2.96)
onde
S S o 1 = -
S(E,A, A" JH) = / d*r {—E“ A — 3 [(Ea)2 - (B“)Q] + A%Ce + A J“]
(2.97)
(§
C*=V-E*— gC™ A . E° (2.98)

Como a integracao em FE aparece na forma duma integracao gaussiana obtemos
facilmente

Zal2] = [ D) [Jo(a?)el ] #eletanr] (2.99)

xT

onde
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1 74
L= - (Fo ) (2.100)

O indice A em Z4[J"*] realca o facto deste funcional corresponder a escolha de
gauge axial. Embora a expressao para o funcional gerador se escreva facilmente
nesta gauge ela tem a desvantagem das regras de Feynman nao serem covariantes.
Antes de introduzirmos as gauge covariantes mostraremos ainda outra gauge nao
covariante a chamada gauge de Coulomb:

e Gauge de Coulomb
Esta gauge é definida pelas condicoes auxiliares

VA, =0 a=1,...,r (2.101)

Estas condigoes auxiliares tém um paréntesis de Poisson nao trivial com as ligacoes
C%(x). De facto ( ver problema 2.3)

5A, = _é [y {Au@). 0w}, (2.102)
logo
(A@.Cw)}, _, = 5 (6A(o) (2103)
L § - o
(V- A@.0), _, = 0579 (Aa) (2.104)
Como
3A,(2) = ¥4 (0) + Cunea(2) A(a) (2105)
obtemos (com a condicao VA, = 0)
_g6 ' (5/_1»(1(l‘)) = —Viaa(:p) - gCabcgc(x) ' ﬁO‘b(l‘) (2106)

e finalmente

—

{V-A4u@).Coly)} = [~Vidus — 9CumeAelx) - V] 6(F — §)
= M, (z,y) (2.107)

Como det M embora dependendo de A nao depende de E , a integracao gaussiana
em F pode ainda ser feita e obtemos
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Jﬂa /'D det MCH5 ] @fd4m[£+A‘l J] (2108)

Agora nao é possivel absorver det M na normalizagao. As regras de Feynman
que podem ser obtidas a partir de Zg[J#] também nao sdo covariantes.

2.2.4 TGNA em gauge covariantes

As condigbes de gauge escolhidas até aqui (gauge axial e gauge de Coulomb) con-
duzem a regras de Feynman onde a covariancia de Lorentz é perdida. Claro que
os resultados finais nao devem depender desta escolha, mas a nao covariancia dos
calculos intermédios ¢ normalmente uma complicacao. Vamos aqui generalizar os
resultados anteriores a gauges covariantes. O método a seguir surgird como um sub-
produto da resposta a um outro problema: Como mostrar a equivaléncia das gauges
axial e de Coulomb?

Para o argumento que se segue é conveniente trabalhar com quantidades invari-
antes de gauge. Assim em vez do funcional Z4[J#] vamos por agora considerar o
integral Z4[J = 0] que como vimos tem o significado duma amplitude transicao
vacuo — vacuo na auséncia das fontes exteriores,

0= [ DA TT8(4* (@) expis[A,]) (2.109)
onde S[A,] é a acgdo. Numa transform’a(;éo de gauge
A= A=W = U@ AU (g) = S0,UT (2.110)
A acgao S[A,] e a medida D(A,,) sdo invariantes, pelo que obtemos
/D H5 (4% (2)) exp{iS[A,]} . (2.111)
Definimos agora o funcional A¢[A,] através da relacao
/D H5 . 9y (2.112)

onde D(g) representa o produto infinito de medidas invariantes para o grupo G' em
cada ponto, isto é

=[] dg(z) . (2.113)

A invariancia da medida da integragdo do grupo G, d¢’ = d(gg’) tem como
consequencia que A¢ é invariante de gauge. De facto
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AG ) = [ D) LoV - o9
= [P TIa(v - 7ar)
= AZ'[A) (2.114)
Introduzimos agora na expressao de Z[J = 0] a identidade
1= Ag[A /D H5 L9 4 (2.115)
Obtemos entao

—

Za(J=0) = /DAuez‘S[Au} I1¢ (Aga(ff)) AclAu] [ D(g) H5(V L)

= [Daeaia H5 ) [l o ) (2.116)

onde usamos a invariancia de D, S[A,] e A¢[A,]. Como a medida é invariante
podemos escrever no tltimo integral g—! — ggo. Entao

/D H5 (A% /D H5 (90245 ()) (2.117)

onde go é a transformacao de gauge que leva da gauge V-A=0 para a gauge
A® =0, isto é

AP =943 = 0 (2.118)

com V- A = 0. Falta-nos portanto calcular o integral sobre o grupo que agora se
escreve

/D(g) T16 (4% () (2.119)

com A®* = 0. Como A* = 0 basta considerar transformacoes infinitesimais, na
vizinhanca da identidade,

g(x) =e—ig(r) =e—ia”(x)t" (2.120)

onde a“(r) sao infinitesimais. Nestas condi¢oes a medida de integragao dg(x) vem
dada por

=[] do“(z) (2.121)
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Por outro lado em primeira ordem em a“ temos

1 oo’
g 0z3

PP (z) = (2.122)

pelo que o integral vira

/D H5 (9% (a /D H5<122‘3>_N (2.123)

O integral é independente de A, pelo que pode ser absorvido na normalizacao.
Obtemos assim

—N / D(A,)AclA, [ 6(V - A)eis1A (2.124)
Na seccao anterior obtivemos uma expressao para Zo[J = 0], que é

— [ D, [T det Me (T - A)et (2.125)

Portanto para mostrar a equivaléncia dos integrais representando a amplitude vacuo
— vdacuo na auséncia de fontes exteriores nas duas gauges consideradas falta-nos
mostrar que A¢[A,] = det M¢. De facto

-

AGYA,] = / D(g)g5 (Vo)
= [P [F (Serte + i)

- [P H5<1v2 “(z) + CVal - Ac>

o det”' Mg (2.126)
onde
Mlo.0) = —g—2 (%04
@ dab(y) a=0
= (=V20u — 9CmeAe - V) 637 — ) (2.127)

Portanto A¢[A,] « det M e a parte uma normalizagao irrelevante Z4[0] = Z¢[0].

A maneira como se demonstrou a equivaléncia entre as gauges de Coulomb e axial
sugere a forma de definir a amplitude vacuo — vacuo para uma gauge arbitraria
definida pela condicao
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FoA,] =0 a=1,...r (2.128)

Para isso definimos Ag[A,] pela expressao
= [ PO IT5 (F ) (2.129)
e como anteriormente introduzimos |
1= Arl4,] [ Do) 16 (F,) (2.130)

na expressio para Za[J = 0]. Obtemos
ZaJ=0] = /D 1‘[5 (A% () 514 A /D 5 (FPPA)
= [p(4, H5 (F*1Au]) Ar[4,]e ) [ D H(sg 'A% (0))
= N [ DA)AAITTS (F[4,]) 1

= NZplJ =0 (2.131)

mostrando que as gauges axial e as gauges do tipo F sao equivalentes. A amplitude
vacuo — vacuo na gauge F'* = 0 é portanto dada por

— 0] = / D(A,)Ap[A) [ 6 (F7[A,]) €514 (2.132)

Falta-nos calcular Ap[A,]. Como na defini¢do anterior Ap[A,] aparece multiplicado
por 16 (F°[A,]), basta-nos conhecer Ap[A,] para A, que satisfaz F*[A,] = 0.
Entao para g perto da identidade obtemos

a a 5
F [%Z] = I [AZ] 5Ab 0
1 oF° b
onde se usou F*[Al] =0 e dA) = —é(Dua)b. Calculemos entdo Ap. Obtemos

AFA) = /D 1‘[5 [’
- foeatls (-2 pe)

x,a
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o det™'Mp (2.134)
onde
oF° SFe[9A(x)]
M (a,y) = ——— Dt (z — ) = —g = (2.135)
F 0AS (z) " dab(y)
e portanto
B B dF(x)
Ap[A,] = det Mp = det <_g5(ab(y)> (2.136)

J& sabemos como escrever a amplitude vacuo — vacuo na auséncia de fontes
exteriores para uma gauge arbitraria. De facto nao é esta quantidade a mais inter-
essante, mas sim a amplitude vdcuo — vdcuo na presenga de fontes, Zr[J] pois serd
esta que gera as funcoes de Green. Em toda a discussao até aqui se fizeram as fontes
exteriores nulas. A razao é que o termo das fontes, [ d%JgA““, nao é invariante de
gauge. Se definirmos Zr[J}}] pela relagao

Ze(7) = [ DIA)ARIA [T S(F AL ) S e (2.137)

entao ¢ claro que os funcionais Zp nao serao equivalentes para diferentes escolhas de
F* = 0. Isto quer dizer que as fung¢oes de Green calculadas a partir de Zp[J#] vao
depender de gauge F'* = 0. Na seccao 2.2.5 mostraremos que embora as funcoes de
Green dependam da escolha de gauge, este nao é um problema importante porque os
resultados fisicamente relevantes (mensurédveis) estao relacionados com os elementos
da matriz S renormalizada e esta é independente da gauge conforme ai mostraremos.

Antes de acabarmos esta secgao fagamos uma transformacao no funcional Zg[.J g]
para nos vermos livres da funcao 0 que al intervém. Para os calculos é de toda a con-
veniéncia exponenciar[[ §(F*[A,]). Isto pode fazer-se do seguinte modo. Definamos
uma condicao de gauge mais geral

FUAY] —*(x) =0 (2.138)

onde ¢*(x) sao fungoes arbitrarias do espago-tempo, mas nao dependem dos campos.
Entao Ap[A] ndo vem alterado e escrevemos

Zp[J =N / D(A)Ap[A T[] 6(FO[A,] — ¢@)elS 1A+ [ dterian (2.139)

O lado esquerdo da equagao nao depende de ¢*(x) pelo que podemos integrar em
¢*(z) com um peso conveniente, especificamente com

exp {—% /d4:p ci(:p)} (2.140)
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onde x é um parametro real. Obtemos entao

ZelJf) = N [ DAL)AL, el hrieras)
= N/D(AM)AF[AM]Gifd4m[£($)_%Fg+JﬂaAg} (2141)

Esta expressao é o ponto de partida para o calculo das fungoes de Green numa
gauge arbitraria definida pela funcao F“. Para sermos capazes de estabelecer as
regras de Feynman para esta teoria teremos ainda de exponenciar AF[AM]. Isto
serd feito numa das secgoes seguintes com a introducgao dos chamados fantasmas de
Fadeev-Popov.

2.2.5 Invariancia de gauge da matriz S

Na secgdo anterior definimos o funcional gerador das fungdes de Green Zp|[J;], para
uma gauge dada pela funcao F* [Ab] através da relacao

ZelJ = N / D) A A T8R4} (v )])el(STAul [ dtaiane) (2.142)

z,a

e mostramos a equivaléncia das diferentes gauges quando as fontes eram nulas.
Vamos agora mostrar o que acontece quando Jj # 0. Para isso vamos refazer a
demonstracao da equivaléncia entre duas gauges na presenca das fontes. Escolhemos
para esta demonstracao as gauges de Coulomb e Lorentz® definidas por

Fo = V.A° gauge de Coulomb
(2.143)
Fe = 9,A" gauge de Lorentz
Definimos entdo os funcionais geradores Z¢/[jgi] e Z1[J] por
Zelj) = N / D(A)ALA T4 (V7 - A@)ei(SIAI [ atzjpare) (2.144)
e
20 = N / D(A,)A H5 AR SIALE [ e are) (2.145)

Vamos mostrar a relagao entre eles. Seguindo os métodos da seccao anterior intro-
duzimos em Zc¢[j5] a identidade dada por

3Depois de estudarmos as identidades de Ward-Takahashi faremos uma demonstracio geral (ver
secgao 2.3.4)
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1= A.04] [ Do) [](@,74m) (2.146)

z,a

e obtemos

Zaljg]
N DA ACA] T, 8(F - A S SN 4] [ D(g) T, 5(5, 40)

=N D(A)AL[A] T, §(9,Am)eSAIAGA] [ D(g) || 5(6 . g*ﬁ’a)ez‘fd‘lmjg 9 ppa

= N S D(A)ALIATL 5 6(8, A™) S ACIA] f D(g) Tl 6(V - 99wt ] s o0
(2.147)

onde ¢° é a transformacio de gauge que leva de gauge 9,A"" = ( para a gauge
V. A% =0, A" = 94 e é portanto obtida resolvendo a equacao

= —

V- A=V. [U(gO)fYU—l(gO) — éﬁU(gO)U—l(gO) =0 (2.148)

onde 9,A"* = 0. Devido ao factor [], 0 (V- A") s6 nos interessam as transformacdes
¢ infinitesimais pelo que

Zeljf) = N [ D(A)ALLA] [ 50, 4)e S et o4 (2.149)
y,b

onde se usou o resultado
/ D) [[6(V - A) = AZ'[A] . (2.150)

7 s . 0 ~
Para comparar com Z[.J 5] é necessario escrever 9 A" em funcao de A, resolvendo

a equacao para ¢°. Isto pode ser feito formalmente em série de potenciais de AX. E
facil de ver que devemos ter

1
A= (@j - viﬁvj) A+ O(A2) (2.151)

Se restringirmos a fonte na gauge de Coulomb a ser transversal j° = 0 e \Y =0
podemos entao escrever

Zelig) = N [ DA AA T30, 4) ST #35 (a150)
y,b
onde F{[A] = A% 4 O(A3). Comparando com a expressio de Zp[J}] obtemos

finalmente
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Zo[jf) = exp {z / dizjo e l%} } Z,|J°] (2.153)

Esta é a expressao que relaciona Z¢ com Z;,. Como F),[A] é um funcional compli-
cado é facil de ver que as funcoes de Green nas duas gauges vao ser diferentes. Mas o
que tem significado fisico (comparavel com a experiéncia) sdo os elementos de matriz
S renormalizada. O teorema da equivaléncia que a seguir demonstramos mostra que
a matriz S renormalizada é invariante de gauge. Por simplicidade demonstraremos
o teorema para a teoria A\¢* mas o raciocinio é andlogo para o caso das teorias de

gauge.

Teorema 2.2

Se dois funcionais geradores Z e Z diferem somente nos termos das fontes
exteriores entao eles conduzem a mesma matriz S renormalizada.

Dem. Consideremos o funcional gerador das fungoes de Green

Z[J] = N / D(¢)ei S+ [ d*T9) (2.154)

onde

Slo] + /d4xJ¢ = /d4x Bama% — %m2¢2 — %& +Jo| . (2.155)

Que acontece se acoplarmos a fonte exterior a ¢ + ¢> em vez de ser somente
a ¢ 7 Podemos escrever o funcional gerador Z[j| dado por

A :N/D<¢)ei[5[¢}+fd4rj(¢+¢3)] (2.156)

e podemos escrever Z[j] em termos de Z[.J],

Z[j] = exp {z / d'zj(x)F l%l } Z[J] (2.157)

onde F[¢] = ¢ + ¢*. Consideremos a funcdo de 4- pontos, G(1,2,3,4) gerada
por Z[j]

51 Z[4]
07(1)65(2)05(3)65(4)

G(1,2,3,4) = (—i)* (2.158)
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Figura 2.1:

Um diagrama tipico que contribui para 5(1,2,3,4) ¢ o da Figura 2.1, onde
a parte do diagrama dentro do quadrado a tracejado é uma fungao de Green
gerada por Z[J].

Consideremos agora os propagadores G(1,2) e G(1,2) gerados por Zlj] e Z[J]
respectivamente. Obtemos a sequinte expansao de G(1,2) em termos de G(1,2)

é:{) P ED ©_+_©@

SO O=R=Ver=

(2.159)

Se examinarmos os propagadores junto do pélo na massa fisica, obtemos (Z
e Zy sao as constantes de renormaliza¢ao nos dois esquemas)

. ¥ ¥
e lim = —2 (2.160)

2
1!)2—)771%2 p2 — My 1!)2—)771%2 p2 — My

[\

Entao multiplicando a expansio da equagdo 2.159 por p* — m% e tomando o
limite p*> — m% obtemos
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7o = 7 {1+2@ n (@ )2+-~-} (2.161)

ou seja

2
05(—2> 1+ @ T (2.162)
Z

A matriz S nao renormalizada é dada por

SN ki, ky) =[] lm (K] — mB)G(ky, ... k) (2.163)

i1 k?%m%
para as fungoes de Green calculadas a partir de Z[J). Definimos de igual modo

n

SNy, k) =TT Jim (K = m3)G(ky, .- kn) (2.164)
R

2
i1 ks—m

para as fungoes de Green calculadas a partir do funcional Z[j], sendo n o
nimero de particulas exteriores. Do argumento usado para relacionar lim(k?* —
m2)G(ky,. .. ky) com im(k® —m2%)G(ky, ... k) € ficil de ver que para rela-
cionar T[lim(k? — m%)G com [[lim(k? — m%)G somente contribuem os dia-

gramas que tiverem pédlos em todas as varidveis k?. Entdo

[1 Jim (K —mi)G = (Z H lim (k7 —m%)G

2
i1 k: —m%g

= o—%f[ lim (k? —m2%)G (2.165)

Portanto obtemos uma relagao entre os elementos da matriz S nao normal-

1zada
SR — 535 NR (2.166)
ou ainda
! SNR(E ky) = ! SNE(k k) (2.167)
Z% 1 - y vp Z% 1y---5Mn .
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Mas ZL%SNR(IQ, ..., k) € precisamente a defini¢ao da matriz S renormalizada
pelo que

St = gk, (2.168)
Concluimos assim que dois funcionais geradores que defiram pelo acoplamento

a fonte exterior produzem os mesmos elementos de matriz da matriz S renor-
malizada. Isto completa a demonstracao do teorema da equivaléncia.

A aplicacao deste resultado ao nosso caso é agora imediata pois

Zo[je] = exp {z / dizjeFre Lif ] } 2,17 (2.169)

onde F[A] = A%+ O(A3). A diferenca entre Z¢[j,] e Z1[J,] reside no acoplamento
a fonte exterior, pelo que embora as fungoes de Green dependam da gauge, a matriz
S renormalizada devera ser invariante.

2.2.6 Os fantasmas de Fadeev-Popov

Tendo demonstrado a invariancia de gauge de matriz S renormalizada, voltemos ao
funcional gerador numa gauge arbitraria definida pela condigao F* [AZ] No final de
seccao 2.2.4 tinhamos escrito este funcional na forma

ZelJ2) = N [ D(A)Ap[A]eH] e (2.170)
onde
_ _ OF"(x)
Ap[A] = det Mp = det ( g 5ab(y) ) (2.171)

Nesta forma as regras de Feynman sao complicadas porque o det Mg conduz a
interacgoes nao locais entre os campos de gauge. Se de alguma forma pudéssemos
exponenciar det Mg e meté-lo numa accao efectiva teriamos o nosso problema re-
solvido.

Ora no nosso estudo dos integrais gaussianos sobre varidveis de Grassman ob-
tivemos o resultado

/ D(@,w)e~ | PoMee — qot M (2.172)

usando este resultado e mudando por conveniéncia Mp — iMp (uma mudanca na
normalizagao irrelevante) obtemos
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Pl = N [ DA, @ w)et ] el (2.173)

onde W e w sao campos escalares anticomutativos e o L.¢s ¢ definido por

ﬁeff =L+ Lgr+ Lg (2.174)
onde
1 a rva
L=~ FiF"
Low = oo (P2
GF — 25
Lo=—T" MPuS® (2.175)

Os campos w e W sao campos auxiliares nao fisicos e chamam-se fantasmas de
Fadeev-Popov. Como nao sao fisicos nao ha problema com o teorema que relaciona
o spin com a estatistica®.

Calculemos agora duma forma mais explicita o Lagrangeano do fantasmas. Como

MP(z,y) = —g(;];:((yx)) = ngftg)]fo’ (2.176)

obtemos
/d4 A4y (£) M2 (2, y)w /d4 /d4 Mc gDwab(y) (2.177)

ou seja
et e

Para termos uma forma mais explicita temos que especificar a gauge. Na gauge
de Lorentz F'* = 0,A"* e portanto

Lo(w) = — [d'ya(@)ox [5'(w - )] Dirw'(y)
= 8“wa(x)Dzbwb(x) (2.179)

onde se efectuou uma integracao por partes e a derivada covariante na representagao
adjunta® é

4Campos fisicos com spin inteiro sdo bosdes (comutativos) e campos fisicos com spin semi-
inteiro sdo fermides (anticomutativos).
50s fantasmas, tal como os campos de gauge estao na representacao adjunta do grupo G.
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Db = 9,6% — gC™ A, (2.180)

2.2.7 Regras de Feynman na gauge de Lorentz

Estamos agora em posicao de escrever as regras de Feynman para calcular, em teoria
das perturbacoes, qualquer processo que envolva particulas cujas interacgoes possam
ser descritas por uma teoria de gauge nao abeliana referente a um dado grupo de
simetria. Todo o nosso trabalho até aqui se pode resumir na procura do Lagrangeano
efectivo a partir do qual as regras de Feynman podem ser obtidas como se se tratasse
duma teoria normal sem graus de liberdade a mais. O nosso Lagrangeano efectivo
é, como vimos, dado por

Lepr =L+ Lar+ La (2.181)
onde
1 a va . a a a bea pb A€
L = _ZFuyFu s Fuu :8MAV—6VAV+QC AHAV
1
= ——(F,)?
oF°
—a 4 be
L= —T /d yMZDM e (2.182)

As constantes C® sao definidas pela comutacao dos geradores do grupo, sendo as
10SSas convengoes

[ta’ tb] — iCabctc

1
Tr(t"t") = 55‘“’ (2.183)
Para fixar ideias vamos considerar a gauge de Lorentz definida por

FA] = 0,A" (z) . (2.184)
Obtemos entao

1 1
Lepg = =3 Fu " = 2—5(8MAM“)2 + 0" D’ (2.185)

onde
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Db = (9,6 — gC* AS)w® (2.186)

e usamos o facto de que os fantasmas se encontram na representacao adjunta pelo
que

(Dyw)* = (9,0" — igAL(T°)") (2.187)

com

(T°)% = —iCh = —Cbe (2.188)

Podemos escrever portanto

Eeff = Ecin + ‘Cint (2189)
Onde
1 a Aa a\2 1 pa\2 —aQ, a
Len = _Z<6“AHAV - ayAu) - E(@HA ) —|—an oHw

R
2

Ogyw — (1 — %) 8,@] 5P A — 0 67w (2.190)

onde se desprezaram divergéncias totais. O Lagrangeano de interaccao é

aoc a vec ]' aoc aae C ve aoc —Q C
Lint = —gC™9, A% A AV¢ — Zg%* begde AD A AFCAYC 4 gCU oM Abw® . (2.191)

Com as convengoes usuais (ver capitulo 1) obtemos as seguintes regras de Feynman

e Propagadores:

i) Campos de gauge

Vi - \% g“” kK,
Ua Vo Ua Vo N L I Ayt s g 7.7 -
A . A 10ap W2 1 e (1 f) (k?Q +Z€)2 (2 192)

....... > - e e e e - -
i g ] s Ow (2.193)
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e Vértices:

i) Vértice triplo dos bosées de gauge

p,C

—gC®[ g" (pr — p2)” + " (p2 — p3)"

+g"(ps — p1)”]

A p1+p2+p3=0
u,a v,b (2.194)

ii) Vértice quértico dos bosoes de gauge

O',d p,C _292{ Ceabcecd<g,upgl/8 - g,uagl/p>
p\ /p +CeacCedb<g,uogpu - g,uugpo)
4 3

_'_Ceadcebc (g,ul/gpa - g,upgua)}

wa v,b prtp2+ps+pi=0
(2.195)
iii) Interac¢ao Fantasmas-Bosoes de Gauge
p,C
4\ p3 g Cabcplll
(2.196)

o -, p1 +p2+p3=0
/ “xpz
P

wa ! v,b
Notas:

1. O ponto no vértice entre os fantasmas e os bosoes de gauge refere-se a perna
que tem a derivada e que corresponde a linha de saida (as linhas dos fantasmas
sao orientadas)
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2. As outras regras sao as usuais nao esquecendo o sinal — por cada loop de
fantasmas.

2.2.8 Regras de Feynman para a interaccao com a matéria

Na seccao anterior vimos as regras de Feynman para a teoria de gauge pura, sem
interacgdo com a matéria. A interaccao com a matéria faz-se da forma habitual
passando as derivadas usuais a derivadas covariantes. Em geral a matéria é descrita
por particulas escalares

o ;3 1=1,.M (2.197)
e particulas spinoriais

W, o j=1,.N (2.198)

pertencendo a representacoes de dimensao M e N, respectivamente. O Lagrangeano
sera dado por

Lmatéria = (Dugb)TDugb - m2¢T¢ - V(¢)
+ZE3“’W/J - m@dj

O Lagrangeano de interacgao entre a matéria e os campos de gauge obtém-se
facilmente a partir da derivada covariante

DZ = 8u5ij - ZgAZ];CJL (2200)

a Y ~ .
onde T} sao os geradores nas representagoes adequadas para os campos ¢ e ¢. Assim
obtemos

Lie = ig80(D — 0)' ;T Aa + PO TETY B AL A

+gU AT AS, (2.201)

o que conduz aos seguintes vértices
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i9(v")pa T3 (2.202)
wa
P,
N 9(p1 — p2)M'T3; 2.203
//// \\\IOZ 1g(p1 = p2)" T} ( )
./ pl \.
| J
Ka V,b
p4\ % P, 199 AT, T} (2.204)
i =" ;_J
P, P,

e Factores do Grupo

Os factores C% ¢ T, que aparecem nos vértices nao precisam de facto de ser
conhecidos. Nos calculos aparecem, como veremos, combinacoes daqueles factores
que podem ser expressas em termos de quantidades invariantes que caracterizam
0 grupo e a representacao. Por conveniéncia resumimos aqui os resultados mais
usados.

Os nossos geradores sao hermiticos (T°" = +7°) satisfazendo as relagoes

[Ta’ Tb] — icabcTc
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Tr(T°T%) = 6T (R) (2.205)

onde T'(R) é um ntmero caracterizando a representacao R. Outra quantidade fre-
quentemente usada é o operador de Casimir da representacao definido por

> TiTi; = 0iCa(R) (2.206)
a,k
Para a representacao adjunta obtemos

cedgbed — 5980y (@) . (2.207)
T(R) e C3(R) nao sao independentes obedecendo a relagao

T(R)r = d(R)Cs(R) (2.208)
onde r é a dimensao do grupo G e d(R) é a dimensao da representagao R.

Em muitas aplicagoes estamos interessados em grupos SU(N). Para estes temos os
seguintes resultados

r=N’>—1;d(N)=N; d(adj) = d(G) =r (2:209)
(V) = 15 cuwy = (2:210)
T(G) = Cy(G) = N (2.211)

e [actores de Simetria

Para o calculo de diagramas envolvendo particulas idénticas é necessario mul-
tiplicar o resultado de aplicar as regras de Feynman por um factor de simetria
conveniente. Estes factores de simetria foram discutidos na seccao 1.5.5 . Por con-
veniéncia reproduzimos aqui a regra l4 deduzida. O factor de simetria é o # de
maneiras diferentes em que as linhas podem ser ligadas com os mesmo resultado
topoldgico a dividir pelos factores permutacionais dos vértices e pelo numero de
permutacoes de pontos com vértices iguais.
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2.3 Identidades de Ward

2.3.1 Transformacgoes BRS

Vamos aqui deduzir as identidades de Ward® para as teorias de gauge nio abelianas.
O método mais conveniente é o chamado método das transformacgoes de Becchi,
Rouet e Stora (BRS) que ja introduzimos no primeiro capitulo para o caso de QED.
As transformacoes de BRS sao uma generalizacao das transformacgoes de gauge que
tornam invariante a accao efectiva.

Como vimos para uma teoria de gauge nao abeliana a acgao efectiva é dada por
(A = campos de gauge ; ¢ = campos de matéria)

Sl 6] = S[A, 6] = 7 [ dwF2IA 6 = [ dawt M (2.212)

onde S[A, ¢] é a accao classica, invariante para transformagoes de gauge

a 1 ab . b
54, = —_Djla
5¢2 = —’i<Ta>ij(Z5j()éa s (2213)

F,[A, ¢] sao as condigoes de gauge e o operador M, é tal que

SF SF
a ch b a
TR S

Mg’ = ig(T?);j0,0° . (2.214)

Seff nao é invariante para as transformacoes de gauge devido a nao invariancia
do termo que fixa a gauge e do Lagrangeano dos fantasmas. Esta nao invariancia
pode desaparecer se escolhermos transformacoes apropriadas para os fantasmas para
compensar a nio invariancia do termo [ d*zF?. Estas transformagoes sao

5BRSAZ = Dzbwbﬁ
Sprs@i = ig(T%);;0;u°0

(2.215)
Oprs@W" = glu[A, )0

5BRSWOL —_ %gcabcwbwce

onde f é um parametro anticomutativo independente do ponto do espaco-tempo
(varidgvel de Grassman). Vemos que as transformagoes BRS para os campos Al e
¢; sao transformagdes de gauge com parametro a®(x) = —gw®(x)f. Notar que o

6Designamos pelo nome genérico de identidades de Ward as identidades que foram descobertas
por Ward, Takahashi, Slavnov e Taylor.
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caracter anticomutativo de # é necessario para que o produto w®f tenha um caracter
bosénico (comutativo).

Para demonstrar a invariancia de S.¢[A, ¢] vamos demonstrar uma série de
teoremas que sao necessarios para a prova geral. Antes é no entanto conveniente
introduzir o operador de Slavnov s, definido pelas relagoes seguintes,

oprs Ay = sALO dBrsw® = sw®d (2.216)
OprRs@i = s¢i0 SprsW® = S0

Este operador é distributivo em relacao a multiplicacao verificando-se as relacoes
seguintes

s(B1Bs) = sB1By + B1sBs

s(F1By) = sF1By + F1$Bs

s(B1Fy) = —sB1Fy 4+ Bysky

s(F1Fy) = —sFy Fy + FisFy (2.217)

que podem ser demonstradas a partir da definicao.

Teorema 2.3
O operador s é nilpotente nos campos Ay, ¢; e w?, isto € szAz = 52¢p; = 52w =
0.
Dem.
Demonstremos para cada um dos casos. Obtemos

a) A% =0

SQAZ = S(Dzbwb) = —ﬁgsAiwb + Dzbswb
_ _5Z(_gcabc)D§dwdwb I %gcbcdDZb(wcwd)
= [gcabcaﬂwcwb + % 9O, wew? + % gC‘wdwcauwd]

n [gcabc(_g)ccdeAzwdwb i %g(_g)cbcdcabe/&zwcwd}

— (gcabcauwcwb o gcabcaﬂwcwb>
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1
_592(Cabcccde _ Cadcccbe + Ccdbcace)Azwdwb
=0 (2.218)

onde se usou a identidade de Jacobi e a antisimetria das constantes de estru-
tura do grupo.

b) s2¢; =0

P = slig(T")i0,0°
= —ig(T")ijspw" +ig(T*)ijpjsw"
— g2<Ta)ij(Tb)jk¢kwbwa+Z~g<Ta)ij¢i%gCabcwbwc
= %92 [T, Tb]z‘kwbwcﬁbk + %QQ(TG)M%CG%%C
= %gz(Ta)ijqu(Cad’+Cab6)wbwc
=0 (2.219)

1
Sw = s (égC“bcwbwc)
_ _1 abc b, c 1 abc, b c
= 290 Sww +ZgC W’ Sw

— _gcabcswbwc
1
— _5g20abccbefwewtwc
1
— _6g2(0abccbef_'_Cabecvbfc+Cabfc«bce)wewtwc
— 0 (2.220)

onde se usou a anticomutatividade dos fantasmas e a identidade de Jacobi.

Fica assim demonstrado o teorema 2.3. Para gauges lineares pode-se demonstrar
um resultado importante a que daremos a forma de teorema.
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Teorema 2.4

Para gauges lineares o operador de Slavnov verifica a rela¢ao

s(Mgw®) =0 (2.221)
Dem:
Vimos anteriormente que
SF, () .
M, dly a b a T, s 2.222
o) = [ty [T D2t + S0t 2o

Se usarmos as defini¢oes de dgrs € do operador de Slavnov podemos escrever

4 ZL‘ c oF, (l‘)
M (@) = [ d'y [ SAEG) ) + s >] (2:223)
Se a gauge for linear gi‘; € ‘;Zj nao dependem dos campos e portanto
IF,(z) 0F,(z) ,
b _ 4 2 pc —
s [Mabw (:c)} = /d Y lﬁflu(y)s Al(y) + 50:(8) s2pi(y)| = (2.224)

onde se usaram os resultados do teorema 2.3.

Usando os teoremas 2.3 e 2.4 podemos agora mostrar que a acgao efectiva é

invariante para transformacoes de BRS. Vamos apresentar este resultado também
sobre a forma de teorema.

Teorema 2.5
A acgao Sepy € invariante para as transformacoes de BRS.
Dem.

A acgao efectiva é

SerrlA, ¢ +/# %—Fz , @] — T Mg (2.225)

Como a acgao classica € invariante para transformagoes de gauge devemos ter

s(S[A,¢]) = 0. (2.226)
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Para os outros termos obtemos

<_EF2 — W' M gpw ) = —%FasFa + ST M gpw® — Ts(Mgw®)  (2.227)

Mas

SFy@) = [ d'y [5jﬁy>sAb<> DB 0)] = Maste) (2229

e pelo teorema 2.4

s(Muw®) =0 (2.229)
logo

(—%FQ — W' M gpw ) = (-%F + swa> Magpw® =0 (2.230)

onde se usou sw* = %Fa. Pondo tudo junto obtemos portanto

SSeff[A, (b] =0. (2231)
Para o seguimento é ainda importante um outro teorema,

Teorema 2.6

A medida D(A,, ¢;, 0" w’) € invariante para transformagoes BRS.

Dem:

Calculos simples conduzem as sequintes relacoes:

d(sAL)
0AL
0(s6:)
0;
d(sw®)
ow?
d(sw®)

dw

= —gC“b“cSl’jwb =0
=ig(T")yw* =0 : (Tr(T*) =0)

— gcaacwc — 0

= (2.232)

Como vimos no capitulo 1 estas relacoes implicam que a medida € invariante,
o que demonstra o teorema.
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2.3.2 Identidades de Ward-Takahashi-Slavnov-Taylor

Vamos aqui deduzir a generalizacao das identidades de Ward-Takahashi para as
teorias de gauge nao abelianas. Esse trabalho foi feito, entre outros, por Slavnov e
Taylor mas usaremos com frequéncia o nome de identidades de Ward mesmo para
as teorias nao abelianas. Duma forma genérica, as identidades de Ward sao relagoes
entre as funcoes de Green que resultam da simetria de gauge da teoria. De acordo
com o que vimos no capitulo 1 a maneira mais conveniente das expressar é usar os
funcionais geradores das funcoes de Green.

Consideremos entao uma teoria de gauge nao abeliana. Por simplicidade con-
sideramos que a matéria é constituida por campos escalares ¢;. A introducao de
fermioes é imediata. O funcional gerador das funcoes de Green é entao

Z[Jga Ji7 nav ﬁa] = /D(A;m gbi) w) w)eifd4x[Eeff+JﬁA““+Ji¢i+ﬁ“wa+Gana] (2233)
onde introduzimos também fontes para os fantasmas. Uma transformacao de BRS
¢ uma mudanca de variavel no integral. O valor do integral nao deve ser alterado

por essa mudanga de varidveis. Como S¢s¢ e a medida sao invariantes devemos ter
0 seguinte teorema:

Teorema 2.7

Dada uma fungao de Green qualquer

G(l’l, ey Yty ey Ry eeey W1, )

= (0| TA, (21) - diy (1) @ (21) -0 (wn) -+ 0) (2.234)

temos as relacoes

i) s (0| TAj(x1) -+ @iy (1) - @ (21) - - (wn) [0) = 0
ii) 0= (0| TA}(x1) - 10) + -+ (0| T+ -8p;---]0) + -

+ (0T 5% ]0) -+ (0] T+ -sw - [0)  (2.235)

Dem: A demonstracao € imediata se escrevermos

(I TA (1) - 60, (1) -+ @ (1) -+ w" (w) [0) =
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- /D(A;u iy w, WAL (1) -+ b (1) - - @ (21) - - W (w) e/ (2.236)

Entao a transformacao de BRS deve deixar o valor do integral invariante pelo
que a primeira relacao € imediata. A sequnda relacao resulta da primeira e da
inwvariancia de medida e da ac¢ao efectiva.

Este teorema constitui uma forma expedita de estabelecer relagoes entre as fungoes
de Green para casos particulares e é muito 1util em céalculos praticos, como veremos
no seguimento. Contudo para estabelecer resultados gerais sobre a renormalizagao e
invariancia de gauge da matriz S interessa-nos as identidades de Ward expressas em
termos dos funcionais geradores. Usando a invariancia dum integral numa mudanca
de varidveis, a invariancia da medida D e de Scss obtemos a identidade de Ward
para o funcional gerador Z

0= /D(Aﬂ, bi, w, W) /d%(J““sAZ + Jisg; + sw? — swin®)elSersHontes) (9 937)

Como vimos em QED as identidades de Ward mais 1teis sao para o funcional T'.
A expressao anterior nao permite passar para o funcional I' porque SAZ, s¢p; e sw®
sao nao lineares nos campos. Para resolver este problema introduzimos fontes para
estes operadores nao lineares. Generalizamos assim a accao efectiva definindo uma

nova quantidade ¥ tal que

D [A27¢i7wa7wa7szKi7La]
— a —a a 4 a, a ) a a
= S.p[A”, 6, 3", 0] +/d B(K™s AT+ Kisg; + Lsw®)  (2.238)

onde K, K; e L sao fontes para os operadores compostos sAj, s¢; e sw” respecti-
vamente. Usando os teoremas 2.3 e 2.5 é imediato mostrar que X é invariante para
transformacoes BRS, isto é,

2=0. (2.239)

Consideremos agora que o funcional gerador das fungoes de Green na presenca
das fontes Jj, J;, n*, n*, K", Kie L%, isto é

2135, Jisn, 7, Ky, Ky, L] = /D(Aua (bi’w’w)ei[EJrfd4x(JﬁAua+J¢¢¢+ﬁw+w77)] (2.240)

Podemos agora repetir o raciocinio da invariancia para as transformacoes de
BRS. Como anteriormente obtemos (recordar que s = 0)
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mas agora temos operadores compostos sA, s¢ e sw, isto é

u ox
SA“ T SKna
)

SW = 5La

Obtemos entao

0%

/D(- ) /d4x lejé([Ea +Ji

ou ainda

J

o

ok 1 S

5 A
4 o ) =0
fds [J“ iore s T e

o

(2.241)

0X

SQ; = oK,
swt = %F“ . (2.242)

1 ;
gFva?,/a‘| ez(Z—l—fontes) =0 (2243)

o

‘| 77&‘| eiW[Jﬁ7Jiyn7ﬁvKH7KivL] — 0

(2.244)

Para uma condicao de gauge, linear todos os operadores diferenciais dentro do
paréntesis recto sao de 1* ordem e portanto podemos escrever

o

Kna

/d%[J;;f +Ji

5K, TSI T €

1
an“] W=0. (2.245)

Esta é a expressao da identidade de Ward para o funcional gerador das fungoes

de Green conexas.

Normalmente as identidades de Ward sao mais uteis para o

funcional gerador das fungoes de Green irredutiveis que é definido por

P[A;m ¢i,w,W, K;u Kia L] = W[‘];M Ji)ﬁ)ﬁv K;m Kia L] - /d4l’[Jg + Jlgbl +ﬁw +w77]

com as relacoes habituais

_ oW
¢i - ;Jz
. _ oW
A= 5

e as relacgoes inversas

(2.246)
_ W
01 (2.247)
oW
- -0
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or
Ji = - - ne — 5F

5;} " du” (2.248)
Jg = AR 77“ = —g‘%g

Como a transformada de Legendre deixa inertes as fontes K, K; e L* devemos ter

ow or ow T 4% or
0Ks  0Ke ' ok, ok, = oLe 4Le (2.249)
Obtemos entao facilmente
/d4 or or n or or B or or B lpa or _0
OKa(z) 0Are(z)  0Ki(x) 6¢i(x)  OL%(x)dw(x) & dw(x) B
(2.250)

Esta equacao é o funcional gerador das identidades de Ward para uma teoria de
gauge nao abeliana numa gauge linear. As identidades de Ward para fungoes de
Green especificas obtém-se por derivagao funcional em ordem aos campos apropria-
dos.

Na pratica a equagao anterior usa-se em ligacao com outra identidade funcional,
a equagao de movimento (ou de Dyson- Schwinger) para os fantasmas. Esta pode ser
obtida fazendo a seguinte mudanga de varidveis no integral funcional (ver capitulo 1),

{5AZ = 0¢; =0w*=0
(2.251)
0w® = f*= constante infinitesimal
Entao
57 =0 = /D( . ) (Z(?wza a) faei(EJrfontes) (2252>
mas
0%
5 () = —Mgyw’(z) = —sF,(z)
SF,(z) dF,(x) ]
— [ d A i
[ |spe i+ G
L SF,(z) 6% 5 F,(z) %
- [t e ) 2

e portanto obtemos
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0 = [oee {_’/ Ty sz Mgbz(y) (3528 5?( )]H"%)}ei(w{)meg)

R 1y | Sl ) 0 OFu(v) 9 in(x) b eV
N { /dy [51451(31) 5K (y) T S6i(y) 0Ky )] + )} : (2.254)

Usando agora

u or
0= (2.255)
obtemos finalmente (para gauges lineares)
0F,(z) oI 0F,(z) T or
4
g o =

que ¢é o funcional gerador das equagoes de Dyson-Schwinger para os fantasmas.

2.3.3 Exemplo: Transversalidade da polarizagcao do vacuo

Vamos aqui dar um exemplo de aplicacao das identidades de Ward mostrando que
a polarizacao do vacuo é transversal. Como a teoria de gauge pura ja é nao trivial
vamos somente considerar este caso, as generalizacoes sao imediatas. Para mostrar
os detalhes dos célculos vamos fazer este exemplo usando dois métodos. O primeiro,
que chamaremos método formal, consiste na aplicacao das identidades de Ward para
o funcional I" que acabdamos de mostrar, o segundo é o método pratico que resulta
da aplicacao dos resultados do teorema 2.7. A comparacao dos dois métodos sera
importante para a compreensao das expressoes.

i) Método formal

Como estamos a considerar uma teoria de gauge pura a expressao para o funcional
gerador das identidades de Ward para o funcional I" é

or or or 1 or
d'z — —F° =0 2.257
/ LsKa T o) ol aenls) & Wiz (2257)
onde vamos escolher a gauge covariante
F(x) = 0,A"(x) (2.258)
Para prosseguir é necessario saber o que representam 6‘;& e 6‘55&. Da forma como

foram introduzidos temos
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o0 _ w6 1 0z
0K (z) OKg 0Ky Zi0Kp(x)
- - / D(- - )5 Al ()el Homtes (2.259)

Como sAf(zx) = DiPw® = 9,w*(x) — gC“bcwb(:c)AZ(a:), obtemos entao

or 1 62 1 627
- — a:v_ — _gcabc_. - —— (2260)
OKa(x) mZiom(x) Z i J¢(2)ion’ ()

Introduzindo Z = exp(iW), a equagao 2.260 escreve-se

. 2. . .
or _ o d(iW) W aw oW ] (2.261)

abc
a T Yz s sea -9 [ c Syl lr c ; S7b
0K (z) 101 (x) i0J5(x)ion®(x) 0 Jg(x) ion’(z)
que tem a seguinte representacao diagramatica:

%

b .
a .
@ <@ o @ e (2202
5K (a) e !
C

onde W é o funcional gerador das fungoes de Green conexas. De igual modo se pode
mostrar

or 1 abe L 8z
= =g C > e—n7 Noo—h7 N
L (x) 2 Z iom¢(x)ion’(z)
1 [ W) SEW) S(W)
— g (abe 2.2
29 ¢ [icSﬁc(x)Mﬁb(x) i0m°(x) 107 () (2:263)
ou diagramaticamente
T 1 b 1 ¥
_ = abe ‘:/}"- L abe :.'
STo(r) 59 C ;@ + 59 C (2.264)

W
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Posto isto voltemos ao problema de provar a transversabilidade do vacuo. O-
52

e a

0w’ (y)dA; (2)

lhando para a expressao inicial é facil de ver que temos que aplicar

equacao de partida. Temos sucessivamente

52 or or B 5T 5T
dwb(y)0As(2) <5Kg(x) 5AW(:E)> ‘0 N dw(y)oK () _o 045 (z)0 A (z) |_
(2.265)
6T
S (oK),
e Y ()
dwb(y)ow! (w) ) \ionf (w)dK(x) ) |_,

e 4w _i 52F (52<ZW>
= [ < 5wb(?/)5wf(w)> <z‘5nf<w>i5ﬁ“<x>>=o

_ ab’c 4w i 6T W
9¢ / d ( 5wb(y)5wf(w)> (iénf(w)iéﬁb'(x)iéjﬁ(x)>

/ 52F
— 1% 4 _ ab _ ab’c 4 -
oo (x —y)o* — gC /d w( Zdwb(y)cmf(w))

=0

53w
(idnf(w)iéﬁb'(x)ic”ﬁ(:p)) 0 (2.266)
De modo semelhante
5 o oI
dwb(y)oAs(2) <5L‘1 &u“) o =0 (2.267)
e
5—2 18 AP (1) Jy —18”54( — )52—F (2.268)
s (y)sAs(z) \e7 om@) )|, €70 T Y sty (@)L,

Usando estes resultados obtemos

5T 6°T
—8y—c — gCade d4xd4w (-Z—_>
HOAL (y)0As(2) / dwb(y)ow’ (w)
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Figura 2.2:

< 83w ) ( 62T ) N 18" 6T 0
iont (w)iont(x)id Jg(x) ) \ 0 A% (2)dAS(2) €77 Swh(y)owe(z)
(2.269)

Aplicando transformadas de Fourier, com a convencao da Figura 2.2, obtemos

—ip“(i)G_lf,Z(p) — gC“deiG_li‘L(p)A_lbe“def + (—ip”)éA_ld’(p) =0 (2.270)
ou ainda

1
PG = ATy g CUGTI (p) ATXM22m)

onde

Xrdel = TF | < 0Tw"(@)a! (w) A" (2)[0 >]

2 f (2.272)
Rl TRV VA T 2272
ub;\@ =

Para demonstrar a transversabilidade precisamos ainda da equacao de movi-
mento para os fantasmas que é, para o nosso caso,

or or
= oM 2.2
0w (2) % JK#ra(z) (2273)

5
w’(y)

Aplicando o operador , obtemos
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6T

e

. _i(52—1—‘ p 83w
+¢C /d w < 5wb(y)5wf(w)> oL <Z-5Jﬁ(z)i5nf(w)i5ﬁd(2)>
(2.274)

Aplicando a transformada de Fourier, obtemos

iA_lab _ p25ab + gCadc(_ipu)chfA—lfb (2.275)

As equagoes 2.271 e 2.275 permitem mostrar a transversabilidade do vacuo. Para
isso escrevamos

—la —la Y
G = Gl + 155 "Dy (2.276)
onde p“G;lffl’, = 0. Para o propagador livre a = 1. Para mostrar que a polarizacao

do vécuo é transversal basta mostrar que a parte longitudinal nao é renormalizada
e portanto que o valor de a continuar a ser a = 1. Usando

p“G_lle’, = i%é“prpV (2.277)

e multiplicando a equagao 2.271 por p” obtemos

i2p450b _ _EPQA—lcb _a

2 cde def A —1fb
p g Cp, XH*TA 2.278

Usando agora a equagao 2.275 obtemos depois de alguma algebra trivial

0= —EPQA_lcb + g

: : pPATIe (2.279)

o que implica
a=1 (2.280)
como queriamos mostrar.
ii) Método pratico

Vamos agora mostrar a transversabilidade da polarizacao do vacuo usando o
método pratico baseado nos resultados do Teorema 2.7. Como
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s’ (z) = %@A‘Lb(az) (2.281)

sAY = 0,w" — g0t AC (2.282)

é facil de ver que a funcao de Green de partida devera ser < 0|TA%(z)w’(y)|0 >.
Entao o teorema diz-nos que

s < 0|TA%(z)w"(y)|0 >=0 (2.283)

ou seja

1
¢ < 0|TAY(2)9, A" (y)|0 > = < 0|]TI,w*(z)@"(y)|0 >

— 9O < 0|Tw(x) A (2)@"(y)|0 > (2.284)
Aplicando a transformacao de Fourier obtemos

1

gP”Gf,i(p) = —ip,A®(p) — gC* X (2.285)
onde X9 foi definido anteriormente. Multiplicando por G~1"*A~! obtemos
1 .
pﬂG;;ac — _gpyAflac 4 igcfdexcylebAflchfwuaf (2286)

que ¢ precisamente a equagao 2.271.
A equagao 2.275 pode ser obtida facilmente sabendo que o tunico vértice dos
fantasmas é

we

I G < gCbept (2.287)

Entao

d
.a.<.@.<k.) = .a:.-..< ..... t?—|— .a:.‘:lb'é-- ---<t<:-)- (2288)
=
p
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ou seja
a ,l/ a Z adc C
A®(p) = ?5 b+ ch dept X1 (2.289)
ou ainda

AT — p2geb _ igcadcpuX;lcb'A—lb'b (2.290)

que é precisamente a equacao 2.275. A demonstragao da transversabilidade é agora
igual a i).

2.3.4 Invariancia de gauge da matriz S

Mostramos na seccao 2.2.5 a invariancia da gauge da matriz S, usando o teorema
da equivaléncia e o facto que os funcionais geradores correspondentes a condig¢oes
de gauge diferentes diferiam somente no termo das fontes. A demonstracao que
fizemos usava as propriedades especificas de gauge de Coulomb e podia levantar
alguma duvida quanto a sua validade geral.

Vamos aqui mostrar, usando as identidades de Ward, que os funcionais Zr e
Zp i ar correspondentes as condicoes de gauge F' e F'+AF'| respectivamente, diferem
somente no termo das fontes. Como F' e AF sao arbitrarios, e demonstragao é geral.
Temos

Zp[J7) = / D - YeilSers [ etz are+:60) (2.291)

Entao

1 SAFE,
Zpinp — Ty — /D(---)/d% i l—gFQAFa @ /d4y5Ab W(y)

/ d' 5?; soi(y )1 g(Ses s +ontes) (2.292)

’l

Usamos agora as identidades de Ward na forma correspondente ao funcional 7, isto
é

0= /D( ) /d4x[J““sAZ+ Jisp; 4 Tisw — s eliSerstJid Higitntiw)} (9 993)

Derivando em ordem a n*(x) e pondo as fontes dos fantasmas nulas obtemos
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= / bt [ () + i@ (x) / d*y[J"s Al + Jis@]] ¢ilSer i+ d'a(T3 AN+ Ti60)

(2.294)
ou ainda

lpa| 0 \i(Sess+fontes) _
£ (i) [ ot e -

(2.295)
:/D(...)Z'wa(x)/d4y[JﬂbSAZ+Jis(bi]ei(seferfontes)

/ ’D( . ) ( %F AFa) (Seyf+fontes) _
= a L 1 Z(S6 +fontes)
= are || (ke []) [ o e
] [ DG yia (@) [ diylrsal + Tis el St 5q6)

_ /D( ) {wa(x) /d4y [%31‘12@) + %S@(Q)]

+iw” ( )AF“ /d4 J“bSAb + Jls(bl]} (Seys+fontes)
Portanto

1 a a__ —a 5AFQ OAF” i(Se ontes)
/D<)<_EF AF*— /d4 l 5Ab Ab(ﬁ) e )sqﬁl( )D i (Sef i

= /D Zw AFa /d4 JubsAb +st¢:| (Sef r+fontes)

(2.297)
Podemos entao escrever
Zpiar —Zp
:/D( /d4 AR ( )AF“ /d4 JﬂbSAb +J3¢ )} Se ¢ ¢ +fontes)
Se d*y[ T3 (y) A" (y) + J;®;
~ [t e [ ) A @) + Sy}

(2.298)
onde
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Dily) = di(y) +i [ A2l (@) AF(2)564(y)] (2:299)

Asy) = M) + i [ a2l (@) AP (@)sA% (y)] (2.300)

A diferenca entre os funcionais geradores Zp, ap € Zr é apenas na forma fun-
cional dos termos das fontes. Podemos portanto usar o teorema da equivaléncia para
mostrar que as matrizes S renormalizadas sao iguais nos dois casos

Sgoap=SE. (2.301)

2.4 Unitariedade e identidades de Ward

2.4.1 Teorema o6ptico

A matriz S pode-se escrever na forma

S=1+il (2.302)

Entdo a unitariedade, SST = 1 implica

2Im T =TT" (2.303)

Se inserirmos esta relagao entre o mesmo estado inicial e final obtemos

2Im < 4|T)i > = <i|TT'i>

SN < fITli> P (2.304)
f

onde introduzimos um conjunto completo de estados. Esta relacao pode ainda
escrever-se na forma

Ototal = 2Im Tpistica (2.305)

frente
conhecida por teorema 6ptico. O que chamamos aqui oy,¢,] nao é exactamente

a seccao eficaz porque faltam os factores de fluxo. E rigorosamente a quantidade
definida por

Ttotal = 2| < fIT]i > k (2.306)
f
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A unitariedade estabelece portanto uma relacao entre a seccao eficaz total e a
parte imaginaria da amplitude elastica na direcgao frontal (o estado inicial e final
tém que ser 0 mesmo).

2.4.2 Regras de Cutkosky

Para mostrar que a unitariedade é respeitada num dado processo é necessario saber
calcular a parte imaginaria de diagramas. Claro que ha sempre a possibilidade de
fazer as contas explicitas até ao fim e ver qual foi a parte imaginaria que ficou, mas
este processo nao é muito conveniente para diagramas complicados.

Assim existem regras, chamadas regras de Cutkosky que nos dao simplesmente
a parte imaginaria duma amplitude qualquer. Estas regras sao:

Regra 1:

A parte imagindria duma amplitude obtém-se através da erpressao

2ImT=— Y T (2.307)

cortes

Regra 2:

O corte obtém-se escrevendo a amplitude iT = --- e substituindo nesta ex-
pressao os propagadores das linhas cortadas pelas sequintes expressoes:

i) Campos Escalares

A(p) = 2710(p°)5(p* — m?) (2.308)

i1) Campos Spinoriais

S(p) = (p+ m)2m(p°)o(p* — m?) (2.309)

i11) Campos Spin 1 (na gauge de Feynman)

G (p) = —g,,2m0(p°)6 (p* — m?) (2.310)



108 Capitulo 2. 'Teorias de gauge nao abelianas

Nestas expressoes as funcgoes 6 asseguram o fluxo da energia. As regras de
Cutkosky sdao um pouco complicados de mostrar em geral” mas ndés vamos aqui
mostrar dois casos e verifica-las explicitamente

Exemplo 2.1 Propagador livre

A amplitude é

l

= —— 2.311
! p? —m? +1ie ( )
A parte imaginaria obtém-se explicitamente usando
1 1
=P|—)—md 2.312
T +E (:c) imd(z) ( )
logo
Top(—1 —imd(p* — m?) (2.313)
- p2 —m?2 p )
e portanto
2ImT = —270(p* — m?) (2.314)
Pela regra de Cutkosky obtemos imediatamente
2ImT = 276 (p* — m*)0(p°) (2.315)

que é o mesmo resultado. A funcdo 6(p°) assegura que o fluxo da energia ¢ da
esquerda para a direita.

Exemplo 2.2: Self-energy em 3¢

Consideremos a self-energy na teoria dada por

A
3!
O diagrama de self-energy é o representado na Figura 2.3. A amplitude correspon-
dente é

L= % GO P — %m2¢2 — = (2.316)

d* 1 i
iT = (i))? / b , .
2m)ip2 —m?24ie (p—k)2—m?+ice
Calculemos a parte imaginaria de 7" por dois métodos, primeiro explicitamente e
depois usando a regra de Cutkosky.

(2.317)

i) Célculo explicito

"Para um tratamento mais completo ver G. 't Hooft, ”Diagrammar”, CERN Report 1972.
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Y
k k
p-k
Figura 2.3:
d*p 1
2
e e T B s gy B

2/ d'p /1dx 1
2m)*Jo  (p?P+2p- P — M?+ie)?

o [ d !
A /(27:;4/0 dx[(p+p)12—A]2

onde

P = —z-k
A = pPP+M?*=m?—kKz2(1—2x)—ie

Entao

dip 1 1
o [ 2 e L
' @)t o 2 = A

109

(2.318)

(2.319)

(2.320)

O integral é divergente. Fazendo regularizacao dimensional obtemos finalmente

A d\ !
T= pwlh(2—— / deA~(27%)
1672 2/ Jo

(2.321)

Para prosseguir temos que impor um esquema de renormalizacao. Fazendo re-

normalizacao on-shell, Tr(k* = m?) = 0, obtemos

() -

Tr = T—-T(k =m?)

A2 5 1
_ r(& /
1672 (2) , 0

1672 \¢e

2 1 2 1.2 _ o
B (2—C+O(a))/dxl1—1—flnm el — o) —ie
0 2

m? — m?2z(1

=]
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B pa(l —x) —ic
B 167r2/d [1—3:1—3:) za]
)\2

= — 5 [L(B) - L(L) (2322

onde f§ = :1—22 e a fungao L(f) é definida por

1
L(B) = / drln[l — B(1 — 2)z — ie] (2.323)
0
e satisfaz
ImL(B) = —my /1= B (B —4) (2.324)
Entao
)\2
ImT = — 62 [ImL(B) — ImL(1)] (2.325)
e obtemos finalmente
A2 4m? 4m?
ImT = 1 — — 11— — 2.32
T Ton2 2 9( 2 ) (2.326)

A funcao 0 assegura que s6 ha parte imaginaria quando o estado intermédio
puder ser final (producdo de 2 particulas de massa m).

ii) Cdlculo usando as Regras de Cutkosky

Usando as regras obtemos

4
2ImT = —(i\)? / (;iw‘1;4(27r)20(p0)9(k0— pP)o(p* —m?)o((p* — k) —m?)
2 d'p 4 1 24,0 0 0 2 2 2 2\ g4/t
z [ i P 2T )OG — )50 — )3 — )6 (p' — b+ p)
(2.327)
Usando agora
1
4 O0NS(r2 _ 2\ — [ 1B
J 05w —m*) = [dpg g (2.328)
obtemos
d3p 1
2 3,1 I
2ImT = \ / o gm0 W k) (2.329)
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ou ainda
dBp 1 1
(27)3 2p0 2p/

No referencial do centro de massa

k=500 p= (/o> +m2p) 5 o' = /17> +m2 —p) (2.331)

e portanto

2w (kY — p° — p'®) (2.330)

2ImT = A2 /

9 d? 1 5 2)
2ImT = X /(275;34(@2 27r5\/_ 2,/|p)? + m?)
2 |2 Iﬂ Vi—m)
= G [ ( ; )

2 + m2 2|p]

Vi +m?
2 2 2
- 2— 1—4ﬂ9<1—4ﬂ> (2.332)
T s s
Logo usando k? = s obtemos
A2 4m? 4m?

que ¢ de facto o mesmo resultado que 2.326.

2.4.3 Exemplo de Unitariedade: escalares e fermioes

Consideremos a teoria descrita pelo seguinte Lagrangeano

= WY — i+ 50,606 — S M + g (2334)

Vamos mostrar a unitariedade em 2 casos em que as linhas cortadas sao fermiénicas

i) Self-energy dos escalares

A self energy dos escalares e dada pelo diagrama da Figura 2.4, a que corresponde
a amplitude

o [ d'p 1 ?
=y /(27?)4TT Lb—m+z’egb—k—m+i5 (2:335)

logo
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Figura 2.4:

2ImT = —3.T
= =gt [ T )~ w2600 — )
(27r)9(k;0 —p")o((p — k)* —m?) (2.336)

Para mostrarmos a unitariedade calculemos

k P 2
o= Z -> (2.337)
f p’
ou seja
0= Xf: ligu(p)o(@)* = —¢* Xf: Tr[(p+m)(=p + m)] (2.338)

onde se usou Zspins ,U<p/)v<p) = _<_}6, + m) e Zspins u<p)ﬂ<p/) = }6 +m. LOgO

o ==g* [ dpsTel(p + m)(—f + m) (2.339)

onde dpy é o espago de fase de duas particulas, isto é

d3’ 1 1
d / o)Atk —p— o
/P2 75,0 QP,O(W) (k—p—1p)

/(;lﬂ-]; (zﬂ-; (27T)9(p0)5(p2 . m2)(2ﬂ_)0(p/0)5(p/2 . m2)(27r)454(k: —p— p,)
(2.340)
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Daqui se conclui que

75 [ o (2mO =) 2B~ (1) Tl ) )
(2.341)
e obtemos portanto finalmente

2ImT =0 (2.342)
como queriamos mostrar.

ii) Caso geral

Consideremos o caso geral com 2 linhas internas de fermices. A amplitude i7" é
representada pelo seguinte diagrama

kl\ LK1
< §\\ /// ,/kZ
k2 .\\\\é p é//j

= = =T
kﬁ//zf//&§§§7 ;ﬁ ‘%E?#x\g\\\\
p=> ki—p Kn (2.343)
i=1
A amplitude iT" escreve-se
'T————/‘(ﬂp Te[TS(p)T'S ()] (2.344)
we (2m)* b b '
onde a amplitude i7" é, por sua vez, definida pelo diagrama seguinte
N\
~. X\
kp >0 N p

(E) =u(p)iT'v(p) (2.345)

Entao
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omT — _/(;iTr;Ll(%)pr —m)0(p*)(p* — m)0(p"°)-

Te[T(p + m)T'(—p + m)]

_ / dp Te[T(p + m)T' (= +m)] (2.346)
Por outro lado
2
S / dpTx[(p +m)T'(—p + m)T"| (2.347)
e portanto
o=2ImT (2.348)

Se as linhas cortadas fossem de escalares em vez de fermioes o resultado seria o
mesmo, nao haveria o sinal menos do loop mas também nao haveria o sinal menos
da soma dos spins (ver problema 2.8).

2.4.4 Unitariedade e campos de gauge

Na secgao 2.4.3 demonstrou-se a unitariedade das teorias com escalares e spinores.
Vamos aqui ver que a demonstracao da unitariedade para o caso dos campos de gauge
¢ mais complicada e exige o uso das identidades de Ward. O problema reside no
facto que os campos de gauge em linhas internas podem ter polarizagoes nao fisicas
enquanto que no estado final o nao podem. Esta diferenca levaria a uma violagao
da unitariedade se as linhas internas nao pudessem ser também de fantasmas que
compensam os graus de liberdade a mais. Consideremos as seguintes amplitudes
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k
P, = th B fz,ﬁ . = P
ZT: [———] + ::' -
- - s - -
P, j P PP,
2
k
Pt =
ZTab: ula
w pj—%\ﬁm
f -
2 K,
k
P __?_1___61
i7" = (2.349)
P 7 =T
2f k2
onde
ky =p1+p2 — k1 (2.350)

Entao a amplitude escreve-se®

d4k: T aa’ xa'b' u'v’' ab A aa’ / xa’b’
iT = / 1 {2 TGt (k)G () T — T2 () A (k)T |
(2.351)

Aplicando as regras de Cutkosky a parte imaginaria é

d4k1 0 0 2 2 abrpxabuv abrp*xab
2t = [ (2ﬂ)4(2%)29(@)9(/@2)5(/@1)5(/’{:){2TWT p _ aby }
= / dps [QTSL’T*“”W TabT*ab} (2.352)

Calculemos agora o4,;. Como os fantasmas nao sao fisicos teremos

80 factor 1/2 é o factor de simetria dum loop com escalares. O sinal — é devido ao loop de
fantasmas.
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k1

plf -
O':Z H,a
P f 9V,b

2 K

2

(2.353)

1
= 5 ) de X ) )T
Pol

onde o factor 1/2 se deve agora a haver particulas idénticas no estado final. Pondo

STt (ky)e (ky) = PM (k) (2.354)
Pol
obtemos
1 *a ! 1274
o= / dpa TTE P (k) P (ks) (2.355)

Usando agora o resultado do problema 2.10

ke 4 kY
LR R

P (k) = —g™
(k) =—g P

(2.356)

onde n* é um 4-vector que satisfaz 1 - ¢ e n*> = 0, obtemos

1 / !
T T PP (ky ) P (ko) =

*.
9 T p

1 *aouv 1 a *Q
= ST (T ) - (T )

1
k?g'?’]
1 1 1 1

__Tab. _T*ab_k ——k'Tab' _T*ab_
(T m) - ( 2)k2-n 5 (k- T%) - (1 )kl'n

1 1 1
_§<n . Tab) . (kl . T*ab)m 4 {50%,1 . Tab . ?7><77 . T*ab . k2)‘|‘

1 1
+§(k1 .Tab . 7{?2)(77 . Txab n) + 5(77 . Tab n)(le*ab . k?g)

]_ al *a 1
5 T k) T )| s

Fazendo uso das identidades de Ward (ver problema 2.11),

(2.357)

KT = kyT®
= ki T ky=0 (2.358)
kTS = ky,T%
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obtemos
L b rpwab ' o
§TuvTuW P (k)P (ko) =
= %TﬁST*abuv _ %Tab(/ﬁ . Trab mﬁ
_%T*ab(/ﬁ . ab n)fln _ %Tab@ . rab k2)k11. -

1 1 1 1
- X Tab ke T*ab _TabT*ab _TabT*ab
2 T S *3

— %ngT*abuu o TabT*ab

e portanto

]- *aouv al *al
J:/dp2 [§T§§T b _ pabrpreab

o que comparando com 2.352 da

o=2ImT

como queriamos mostrar.

117

(2.359)

(2.360)

(2.361)
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Problemas Capitulo 2

2.1 Mostre que T'(R) esta relacionado com o operador de Casimir da representacao

R C5(R) através de

T(R)r = d(R)Ca(R) (2.362)

onde 7 é a dimensao do Grupo G e d(R) é a dimensao da representacao R. O
Casimir Cy(R) ¢é definido por

S TETE = 6,5..Co(R) . (2.363)
a,k

2.2 Mostrar que numa escolha diferente de condicoes auxiliares x*® = 0 conduz ao
mesmo resultado.

Sugestao: considere uma variagao infinitesimal

X*+0ox*=0 a (2.364)

I
=

Mostre entao que

Tad(9a)0(Xa) det({p, X}) = Tad(Pad(Xa + dXa) det({@, x + X)) . (2.365)

2.3 Mostrar que para transformacoes infinitesimais

) = — [ @y{Eule). 0 0)Ca))
5, (r) = —5 [ @y, wem) (2.366)
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isto é, as ligagoes C'* sao os geradores infinitesimais das transformacoes de

gauge independentes do tempo.

2.4 Mostre que é sempre possivel encontrar uma gauge onde A3 = ()

2.5 Mostre os resultados expressos na equacao 2.91.

1,..r.

2.6 Mostre que a parte imaginaria nao depende do esquema de renormalizacao,
calculando-a em M S e MS para o exemplo 2.2, isto é para a teoria descrita
pelo Lagrangeano da equacao 2.316.

2.7 Considere a teoria %gf)g do problema 2.6. Faca a demonstracao da unitariedade

para a self-energy dessa teoria, isto é

(2.367)

2.8 Considere a teoria descrita pelo Lagrangeano da equacao (2.326). Refaca a
demonstragao geral da unitariedade no caso dos estados intermédios serem

escalares, isto é

(2.368)

2.9 Mostre que o integral que resulta de cortar n linhas internas € igual ao integral do
espaco de fase de n particulas. Use este resultado para fazer uma demonstracgao

geral da unitariedade.



120 Capitulo 2. 'Teorias de gauge nao abelianas

2.10 Mostre que

ke’ 4 k!
LR Ry

P (k) = —g"
(k) =—g W

(2.369)

onde k#, e”(k,1),eP(k,2) e n° sdo quatro 4-vectores independentes e satis-
fazendo

n-elk,o)=0 o0=12
e(k,1)-e(k,2)=0
k-e(k,o)=0 o=1,2

k=0
=0 (escolha conveniente)
e2(k,o)=-1 o0=1,2 (2.370)

Sugestao: A expressao mais geral para P é

P* = agh + bk + ey’ + d(k*n” + k') . (2.371)

Use as relagoes anteriores para determinar a, b, ¢, d.

2.11 Demonstrar as identidades de Ward,

TS = ko T
— ki -T® ky=0 (2.372)
KT = ki, T

onde Tl‘jﬁ e T% sao definidas em 2.349.

2.12 Mostre que o tensor Fy, dos campos de Yang-Mills satisfaz as identidades de

Bianchi:
DY F) + DSF), + DYF), =0 (2.373)
ou
DR =0 (2.374)
onde

1
= S, (2.375)
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2.13 Explique o significado geométrico da Identidades de Bianchi.

Sugestao: Veja o artigo de R.P. Feynman em Les Houches, Session XXIX,
1976, North Holland, 1977, Pags: 135-140.

2.14 Considere a teoria de Yang-Mills (YM) sem matéria.

a) Mostre que as egs. de YM sem matéria se podem escrever na forma

a _ pa
S L = 2.376
V x E° —‘95 + J? ( )
6X§a__aaEta+*Ja

calcule p®, *p%, J% e *J%.

b) Mostre que as 4-correntes j; = (p?, J) e *j,; = (*p*,*J?) sdo conservadas.

2.15 Mostre que Tr (*F),, F*) é uma 4-divergéncia. Comente sobre a sua inclusio
na accao.

2.16 Mostre que o seguinte Ansatze (S. Coleman, Phys. Lett70B (77), 59)

Ala — A2a — 0
A% = A% = g (2% + 2°) + 2% (2° + 2°) (2.377)

onde f* e g* sao funcoes arbitrarias, sao solucoes das equacoes de YM sem
matéria. Discuta esta solucao.

2.17 Considere o Ansatze de Wu-Yang para solugoes estaticas em SU(2) YM.

G ‘ . F
A% = g0 G0 Al = gaii 43 F10) (2.378)
r r
a) Deduza as equagoes a que F' e G devem obedecer.
b) Mostre que elas sdo satisfeitas para F' = —1/g e G = constante. Mostre
que estas solugoes correspondem a p® = *p* = 0e J* = *J* = 0. (p*, ... sdo

definidos no problema 2.14).

c¢) Para as solugoes da alinea b) descreva o potencial e os campos e calcule a
energia.
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Considere QED com a condigao de gauge nao linear

F =8,A" + % A A" (2.379)

a) Escreva L.s; e mostre que sL.rr = 0, onde s é o operador de Slavnov.

b) Calcule a polarizacao do vacuo a I-loop. Discuta o programa de renor-
malizacao dando especial atencao aos vértices proporcionais a A. Pode aqui
considerar a teoria sem fermioes.

¢) Demonstre a invariancia da matriz S renormalizada em relagdo ao parametro

A

d) Verifique o resultado anterior mostrando que o diagrama da figura junta,
potencialmente perigoso para o momento magnético anémalo do electrao, nao
dé contribuigao (seria proporcional a A).

Y

e e

e) Deduza as identidades de Ward desta teoria para os funcionais Z e I'. Es-
creva o funcional gerador das equagoes de Dyson-Schwinger para os fantasmas,
isto é,

or

== (2.380)

f) Calcule ao nivel arvore 7 + v — v + 7. Compare com o resultado na gauge
linear.

g) Calcule ao nivel drvore a amplitude T*” para et +e~ — y++. Verifique que
ki, TH # 0 e ko T # 0 onde k; e ky sao os 4- momentos dos fotoes. Utilize
as identidades de Ward para verificar os resultados. Ha algum problema com
este resultado?

Considere a teoria que descreve as interacgoes dos quarks com os gludes (Cro-
modinamica Quantica) descrita pelo Lagrangeano

1
Locp = —ZFSVFW“ + Z s (i) — myg )i s (2.381)
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onde
Fi, = 0,4, —0,A, + gf“bcAZAf,
(A “
(Dp)ij = 6150, — ig <3> AL (2.382)
ij
O indice a = 1,2, ..., n indica os diferentes sabores de quarks (up, down, - - -,

top). Para quantificar a teoria considere a condi¢ao de gauge

1
Lop = —5 (9,4%) (2.383)
28
para a qual resulta o Lagrangeano dos fantasmas
Lo = 0,w" 0w + gf“bcaﬂwaAch . (2.384)
Para renormalizar a teoria necessitamos do seguinte Lagrangeano de contrater-
mos:
1 a a 2 aoc a vec
AL = —(Z—1) (0,45 = 0,A%)" — (Zs — 1)gf ™, ALA™ A

1 —a
=308 (Zs = 1) o AL A APAY 32y = 1)y O

a

A —a A
- Zma(Zma — )b i + (2, — 1)92% ¥ <?> @/)]O‘AZ
a o i

+(Zs — 1) 0" 0 w® + (Z7 — 1)g f* 0w A . (2.385)
a) Verifique a expressao para Lg.

b) Considere a amplitude

Ky
pl f —
iTY = H.a (2.386)
D7 v,b
f —
2 k2

Calcule ao nivel arvore T;jfj . Verifique que k' Tl‘jﬁ # 0.

¢) Verifique as contas da alinea anterior calculando kf TSB através das identi-
dades de Ward.

d) Supondo que os gludes possam ser estados finais, a amplitude para o pro-
cesso fisico ¢ + ¢ — g + g onde g é o gluao, é dada pela expressao

M = e (ky)s*Tve” (ko)s” (2.387)
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onde e#(k;) e s* sao os vectores de polarizagao de spin e de cor, respectivamente
(o mesmo para €”(ky) e s°). Sabe-se que num processo fisico, M se deve
anular quando se faz a substituicdo (k) — k*. Como é que este resultado é
compativel com as alineas anteriores?

e) Mostre que se devem verificar as relagoes

L _ LI Vs (2.388)
Zo 7y Zs /7 '

f) Calcule 7y, Zs, Z3, Zg e Z7, usando subtraccdo minima (MS), (isto é,
calcule s6 a parte divergente dos diagramas) e verifique explicitamente que
I\ g = Zo .

g) Calcule a contribuicdo dos fermides para Z4 e Zs e verifique que também
obedecem as relagoes da alinea a).

h) Calcule as fungdes do Grupo de Renormalizacao 3, v4 e yp.



Capitulo 3

Grupo de Renormalizacao

3.1 Equacao de Callan -Symanzik

3.1.1 Esquema de renormalizacao com subtraccao de mo-
mento

Em teoria quantica dos campos um esquema de renormalizacao tem duas compo-
nentes. Primeiro ha um processo de reqularizagcao que isola os infinitos que apare-
cem nos diagramas de Feynman. A regularizacao é arbitraria desde que mantenha
as simetrias da teoria. Para teorias sem campos de gauge ha muitos processos
alternativos. Para teorias de gauge o melhor processo parece ser a regularizagao
dimensional.

Depois de regularizada a teoria teremos que especificar um método sistematico
para remover as divergéncias e definir os parametros renormalizados de teoria. A este
processo chamamos esquema de renormalizacao. H4 uma grande arbitrariedade na
escolha do processo de subtragao. A fisica contudo nao pode depender desta escolha.
Este é o contetido do grupo de renormalizacao: O contetido fi sico de teoria deve ser
invariante para transformacoes que apenas mudem as condicoes de normalizacao.
Esta afirmacao trivial poe no entanto, como veremos, constrangimentos altamente
nao triviais no comportamento assimptotico da teoria.

Vamos comecar por estudar os chamados esquemas com subtracao de momento.
Conforme o ponto no espago dos momentos externos que serve de defini¢ao as funcgoes
de Green irredutiveis, podemos ter varias formas deste esquema. Vamos exemplificar
com a teoria gt

Renormalizagao on - shell

Isto corresponde a uma série de Taylor para os momentos exteriores on - shell. Para
a self-energy isto da

125
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B(p*) = B(m?) + (p* — m*)Z'(m?) + B(p?) (3.1)
com as condicoes
»(m?) =0
0(p?) 0 (3.2)
- =
" | o2

Em termos de I’g) (p*) dado por

I'%(p) = p* — m? — S(p?) (3.3)
temos
IY(m?) =0
) 3.4
or ; . (3.4)
W | oo

4 : .
Para ng) uma escolha conveniente é

Fg)(plap%p?)) =-A para 2 (35)

Neste caso os parametros m? e \ sao a massa fisica e, a menos de factores cinemaéticos,

a seccao eficaz para s =t =u = %mQ respectivamente.

Renormalizagao intermédia

Este esquema corresponde a uma expansao de Taylor em torno de momentos nulos.

(p*) = 2(0) + Z'(0)p* + S(p”) (3.6)
A parte finita $(p?) obdece as condicoes

%(0) =0
o5 Ly (3.7)
8])2 p?=0

: 2
que traduzidas em termos de Fg%) se escrevem

I (0) = m?
81“%) _1 (3.8)
op*
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(4) Dy
Para I'j;” a condicao é

F%) <p17p27p3) =—A para pr=p2=p3 =0 (3.9)

Neste esquema m? nao é a massa fisica e A nao ¢ nenhuma quantidade mensuravel

pois os pontos p; = 0 nao pertencem a regiao fisica. Podemos no entanto exprimir
todas as quantidades mensuraveis em termos destes dois parametros, como veremos
na sec¢ ao 3.3.

Caso geral

Os dois exemplos anteriores sao casos particulares do esquema geral onde as condi-
¢oes de normalizacao podem ser fungoes de varios momentos de referéncia &1,&o. ..
tais que

T (€2) = m?

2
ary

=1
op° e (3.10)

T4 (€3, 64, 65) = —A

3.1.2 Grupo de renormalizacao (GR)

Consideremos dois esquemas de renormalizacao R e R’. Como ambos partem do
mesmo Lagrangeano nao renormalizado

L=Lr+ALr=Lrp +ALp (3.11)
devemos ter

or=27,"" (R ; =2, (R)eo . (3.12)

Logo
w=2,"" (R R)or (3.13)

onde

, Zy(R)

Zs(R' R) = 3.14
ARLR) = 2 (3.14)

Estas relacoes indicam que os campos renormalizados em diferentes esquemas
estao relacionados por uma constante multiplicativa. Esta constante é finita pois
tanto ¢r como ¢g sao finitos. De modo semelhante
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Aw = Zy'(R,R)Z;(R',R)Ar

my = mp+om*(R,R) (3.15)
onde
: Zr(R)
Z\(R,R) =
>\< ) Z)\(R)
dm*(R',R) = om*(R) — ém*(R) (3.16)

sao quantidades finitas. A operacao que leva as quantidades num esquema de renor-
malizacao R para outro esquema R’ pode ser vista como uma transformacao de R
em R'. O conjunto de todas estas transformacoes forma o Grupo de Renormalizagdo.

3.1.3 Equacao de Callan - Symanzik

Vamos agora ver como dar uma expressao analitica a invariancia para transformacoes
do grupo de renormalizagao. A forma da equacao do grupo de renormalizacao de-
pende do esquema de renormalizagao utilizado. Vamos aqui obter as equagoes do
GR para o esquema com substragdo de momento, a chamada equagao de Callan -
Symanzik.

Notemos primeiro que

0 i 1 i
2 | 2 2, | = 2 > (—1) 2 2, (3.17)
omg \ p> —m§ + i p? —mg +ic p* —mg + i€
isto é, a derivacao duma funcao de Green nao renormalizada em relagao a massa

despida é equivalente a inser¢cao dum operador composto %ng levando momento zero,
isto é

orm (i)
omi

As fungoes Green irredutiveis renormalizadas sdo dadas por

= i (0.1) (3.18)

F%‘) (pis Aym) = Zén/Q)F(") (pis Aos mo)
(3.19)
n — n/2n1(n
T (ps pis i) = Z1 23T (p: pis Mo mo)

Entao a equacao anterior escreve-se
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W[%wzr (pi, \m)| = —iZy2 Z7PL G (0, pi A m) (3.20)
0

e portanto

7 —

2 o om2 " ¢ om3
ou seja
[ 0 n&an¢ (n) (n)
Iy’ = —Z4gl
Om3 2 Omj ] R # R
[Om? Om O OX 0 ndlnZy| m (n)
omom 0 L O0A 0 T i — _iz,,T 3.29
_8m%8m28m+8m%6)\ 2 Om} ] R’ 14ott g2r (3.22)
ou ainda
0
[ma— + 6— —-n ] 1"5%) —im aTéQR (3.23)

que é a equacao de Callan - Symanzik para a teoria ¢*, onde «, 3 e v sdo funcoes
sem dimensoes

(3.24)

y = m? Yy (3.25)
om?

57
omy

Z¢2
om
omg

a = 2

(3.26)

A funcao a estd relacionada com . De facto se escolhermos as condigoes de
normalizagao a p; = 0
T2 (0,A,m) = —m?
(3.27)
T4,(0,0,A,m) =

obtemos
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a=2y—-1) (3.28)

Como as quantidades Fg) e Tg;)R nao dependem do cut - off, esperamos também
que «, 3 e v sejam independentes do cut - off. Para vermos isso pomos n = 2 e
diferenciamos em ordem a p?

0 48 0 0
m— —_
O\ op?

9
5 TP (0, A m) = —im*a- 500 (0,p, Am)  (3.29)

62

Pondo p? = 0 e usando

F(Q)
aaf; =1 (3.30)
N
obtemos
- 9 @
=am (7 ) 8 2P¢2R(07p7 Aam) (33]‘)
p?=0

o que demonstra que v é independente do cut - off. Entao a = 2(y — 1) também
o é e todas as funcgoes excepto [ sao agora independentes do cut - off. Portanto /3
também o é. Como «, 5 e v sao sem dimensoes e nao dependem do cut - off, entao
sao somente fungoes da constante de acoplamento que também nao tem dimensoes,
isto é

a = aN)
B o= B
T = A0 (3.32)

Nos vamos sobretudo estar interessados no esquema de subtraccao mi nima, por
isso nao vamos agora calcular as fungoes «, 5 e v para todas as teorias, faremos isso
na seccao 3.3. Indicaremos no entanto um método expedito para o seu calculo. Seja
por exemplo a fungao S(A). Notando que

o\ om? 0
s o fm) = G, Am)
om?2 1 0

- Ao, A/m) (3.33)

8m0 2m m

obtemos da definicao 3.24
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0 0 — 0 —
B=-\ 0 [In Z (X, A/m)]
Oln A ’

onde! Z = Z;qu%. O resultado de 1 - loop da

3y A2 ,

Zy = 1+0(N)

logo
2
Z=1- 3o In A—
3272 m?2
e
InZ = 3o A
1672 m
Portanto para ¢*
50 = 224 o)
1672 '
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(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

3.1.4 Teorema de Weinberg e solucao da equacao do GR

O teorema de Weinberg diz respeito ao comportamento assimptético das fungoes
de Green 1P na regidao Euclediana (p? < 0) e para valores nao excepcionais dos

momentos (nenhuma soma parcial é nula).

Teorema 3.1

Se 0s momentos nao forem excepcionais e se 0os parametrizarmos com p; = ok;
~ . , . , n .~
as fungoes de Green irreduti veis de e particula 1"%) comportam-se na 1eqgiao

euclediana profunda (o — oo e k; fizos, p? < 0) do modo sequinte

Jim '™ (gk;, A, m)o* ™ag(Ino)® + a1 (Ino)? + - -]

e

IPor definicdo A=Zx,.

(3.40)



132 Capitulo 3. Grupo de Renormalizacao

lim T¢2 (ok;, A, m)o®"al(In o) + a)(Ino)* + -] . (3.41)

g—00

Nao faremos a demonstracgao (ver Bjorken and Drell) mas notemos que as potén-
cias de o s@o as dimensoes candnicas das fungoes de Green (em termos da massa).
Se este comportamento é o verificado assimptoticamente depende da soma da série
dos logaritmos. Se esta somar para uma poténcia de o, por exemplo ¢~ 7, entao
assimptéticamente o comportamento canénico o4~ é modificado para o "7 .y é
chamada a dimensao andmala. Como vamos ver o GR vai efectuar esta soma de
logaritmos e dar-nos qual a dimensao anémala.

3.1.5 Solucao assimptoética da equacao do GR

Do teorema de Weinberg temos que P%‘) > F(Q)R para qualquer ordem (finita) em \

na regiao euclediana profunda (¢ — o0). Se admltlrmos que isto continua verdade
mesmo depois de somar todas as ordens de teoria de perturbacoes, entao pode-
mos desprezar o segundo membro da equacao de Callan-Symanzik e obtemos uma
equagao diferencial homogénea

0

m—+/>"<)a

(M) (). —
. o —ny(N) [ TV (pi, A,m) =0 (3.42)

onde T'™ ¢ a forma assimptética de Fﬁ?. O significado desta equacao é que nesta
regiao assimptotica, uma mudanca no parametro de massa pode ser sempre com-
pensada por mudancas apropriadas do acoplamento e da escala dos campos.

Para resolver esta equacao comecamos por definir uma quantidade F( ") sem di-
mensoes, usando andlise dimensional
L (i Ay m) = m* T (i, ) (3.43)
fg) satisfaz
9 O \wm) (_Pi |\ _
Entao
0 0
<m8—m * “a_a> m" T (opi, A,m) =0 (3.45)
ou seja

9] 9]
— o= — ") (g, -
[ma toa-+ (n 4)] L (opi, A,m) =0 (3.46)
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Usando esta equacao podemos trocar a derivagao em ordem a massa pela derivacao
em ordem a escala na equagao de Callan-Symanzik para obter

0 0
0= = BN 55 + 1) + (0= 4)| T opi, A,m) = 0 (3.47)

Para resolver esta equagao removemos os termos sem derivadas com a transformacao

A y(x)
T (opi, A\, m) = oo BEO® FO) (0 A, m) (3.48)

Substituindo na equacao diferencial vemos que os termos sem derivadas desaparecem
e obtemos uma equacao diferencial para F()

U%—

[ 0 ﬁ(A)%} F™(gp, \,m) =0 (3.49)

Introduzindo ¢ = In ¢ podemos escrever

0 0 n) /¢ _
57~ ] P =0 (3.50

Para resolver esta equacao introduzimos a constante de acoplamento efectiva
A(t, A) como solucao da equagao

ON(t, N)
ot

com a condigao fronteira A\(0, A\) = A. Para vermos que esta definigdo nos vai dar a
solugao, escrevemos

=B\ (3.51)

AtA)  dr
t = — .52
L 5 (352)
e diferenciamos em ordem a A
1 ox 1
0= —— — 3.53
S TENIeY (3:53)
ou ainda
- — O\
BA) = BA)Zy =0 (3.54)

Usando agora a definicdo de A obtemos

l% . 5@)%1 Nt A) =0 (3.55)
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O operador diferencial é exactamente o mesmo da equacao para F(’i) (e'p, A\, m).
Portanto F(™ satisfaz aquela equacio se depender da t e A através de A(¢, \). Por-
tanto a solugao geral de I'() é

A y(z) —
L0 (ops, A, m) = oo 504 FO (p, X(t, A), m) (3.56)

Para se obter uma interpretacao fisica desta solucao notemos que

Iy 3B o [ s o [ s
_ o B [ 3
_ enfox%dme—nfot YONE \))dt! (3.57)
Portanto
t - o L&) 4y —
F((lz)(o.pi’ A\, m) _ U4—nefnf0 fy()x(t/,)\))dt'e_nf 0B@) ™ PO (p; X(tA),m) (3.58)

X
Se pusermos ¢ = 1(¢t = 0), vemos que e" Jo 3t pom ¢ '™ Entdo obtemos finalmente
a solucao da equacao do GR.

T (ops, A, m) = o= Jo T (1, K¢ \) m) (3.59)

Nesta forma a solucao tem uma interpretacao simples. O efeito de efectuar
uma mudanca de escala nos momentos p; nas funcoes de Green FS;?) é equivalente a
substituir a constante de acoplamento \, pela constante de acoplamento efectiva A
a parte factores multiplicativos. O primeiro é simplesmente resultante do facto de
Fgl) ter dimensao canénica 4 — n em unidades de massa. O factor exponencial é o
termo da dimensao andémala que resultou de somar todos os logaritmos em teoria
de perturbagoes. Este factor é controlado por 7, a dimensao anémala. Veremos a
frente como calcular a dimensao andémala, numa teoria qualquer.

3.2 Esquema de subtracgao minima (MS)

3.2.1 Equacao do grupo de renormalizacao para MS

Vamos agora ver outras formas que pode tomar a equacao do grupo de renormal-
izagao. A afirmacao que a renormalizagao é multiplicativa pode ser escrita na forma

F(n) (plu )‘07 mO) = Z;"/zl‘\g’;) (p27 )‘7 m, M) (36())
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onde u é a escala usada para definir a normalizacao das funcoes de Green. O lado
esquerdo da equacgao nao depende de p, mas o lado direito depende explicitamente
e implicitamente através de A e m. Entao temos

0 1,-n/2pm)
"o {an I'r’"(pi, A, m, M)} =0 (3.61)
ou seja
0 0 0 (n)
= — - Y = .62
com

O\
It op

m Olnm
Il It
m 1 0lnZ,
A, — = - 3.6
7( ,M> "o (3.63)

Esta equacao tem a vantagem sobre a equagao de Callan - Symantik de ser
homogénea. A dificuldade reside nas fungoes § e v dependerem de duas variaveis
Ae % e portanto a equacao ser de dificil resolugao. Existe contudo um esquema
de renormalizacao em que a dependéncia em % desaparece e portanto a equacao €

simples de resolver. E o chamado esquema de subtraccao minima que passamos a
expor.

3.2.2 Esquema de subtrac¢ao minima

O esquema de subtrac¢do minima (MS) estd relacionado com o método de regu-
larizacao dimensional. As divergéncias dos integrais aparecem neste método como
polos em é onde ¢ =4 — d. O esquema de subtraccao minima consiste em escolher
os contratermos para cancelar somente os polos.

Vamos exemplificar com a self-energy em A\¢?, a que corresponde o diagrama da
figura 3.1

Temos

1 dk )
i) = (et
? (p) ( ? )lu 2 (27T)dp2—m2+i5
1 _T(1—d/2
= —i) LA = d/2) g epo (3.64)
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<>k

Y Y

Figura 3.1:

onde € =4 — d. Entao

1 _I'(-1+¢/2)

R0 = AT (V)
- A;;2<%>1X—1+8p)%2Jae (3.65)
Usando?
€ 2 ;p/(i
r(—1+§)=— = +T53+0() (3.66)
(%)8 =1+eln (%) (3.67)
obtemos
Y(p?) = —;2”:2 E +¥(2) + 2In(u/m) 4+ 2In2/7 + O(¢) (3.68)

Portanto no esquema de subtraccao minima devemos adicionar um contratermo

Am? 1,
_ - 3.69
3272 e(b ( )
Se tivéssemos feito subtracgao de momento & escala y, isto é Yz(p* = u?) =0
teriamos o contratermo

ALY =

am2 71 1

“99.7 |2 + 51#(2) +In(p/m) +1In2y/7| ¢* (3.70)

Vemos assim que o Lagrangeano de contratermos no esquema de subtraccao
minima quando expandido em série de Laurent em £ contém s6 termos divergentes.
Portanto

ALHOM _

2~ é a constante de Euler e y(z) a derivada logaritmica da funcdo r. Ver o Apéndice da Mecénica
Quantica Relativista.
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<Z50:\/Z>¢><Z5

mo = Zypm
Ao = U (3.71)

tendo as constantes de renormalizagao Zy, Z,, e Zy a forma

7y = 1+Zar()\)/5r
r=1

Zm = 1+Zbr(>\)/€r
r=1

Z, = 1+§CT(A)/5T (3.72)

Assim os coeficientes da equacao do grupo de renormalizacao sao independentes de
14, € como sao adimensionais, também sao independentes de m dependendo somente
da constante de acoplamento. Isto simplifica a solucao da equacao do grupo de
renormalizacao

0 0 0 (n)
_ '\ — .
<M8,u+58>\ +7mm8m n7> R (3.73)
Usando anélise dimensional
0 0 0

e podemos escrever

[Ui - 52 — (ym — 1) m% +ny+ (n— 4)] Cr(op,m, A, ) =0 (3.75)

que tem a solucao

Cr(opi,m, A\, p) = (74_”67”]0 V(X(t,))dtllﬂ%) (pi, m(1), X(t), ) (3.76)

onde se introduziram a massa efectiva mi(t) e a constante de acoplamento efectiva

A(t) definidas por

(3.77)
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A solucao desta equagao é

m eo m @)~ 1)’

3|

—~

~

N—
|

— o e—tels X))

A g 3m (@)

— meteh B (3.78)

3.2.3 Parametros fisicos

Os parametros definidos pelo esquema de subtracgdo minima nao sao parametros
fisicos. Os parametros fisicos podem no entanto ser calculados em fungao deles.
Por parametro fisico entendemos um elemento de matriz S ou a posicao do pdlo no
propagador. Para eles é vélido o teorema seguinte,

Teorema 3.2:

Qualquer parametro fisico P(\,m, n) satisfaz a sequinte equagdo do grupo de
renormaliza¢ao

0 0 0
DP(A\,m,pu) = Wt BN gy +ymmg | P(A,m, p) =0 (3.79)

Dem: Consideremos primeiro o propagador escalar A(p?) que satisfaz a equa-
¢ao do grupo de renormalizagao

D+ 29]A(p*, A, m, 1) =0 (3.80)
Podemos escrever uma série de Laurent em voltado pdlo em p* = mf)
=———+A (3.81)

A posigdo do pdlo my(N\,m, ) e o residuo R*(\,m, u) satisfazem as equagoes
do grupo de renormaliza¢ao que podem ser obtidas por aplicagao do operador
(D + 2v) a equagao anterior. Igualando os residuos dos pdlos obtemos

Dmy,(A,m, ) =0 (3.82)



3.2. Esquema de subtrac¢ao minima (MS) 139
[P +yWIRA, m, p) =0 (3.83)

Demonstramos portanto o teorema para a massa fisica. Para um elemento da
matriz S temos (Sg = R"T™)

D lim R"T™ = lim D(R"T™)

p;—m} pi—m2
= limz_,,,2[PDRR"'T" + R"DI™]
= limyz e [—ny + 0] RPT" =0 (3.84)

o que completa a demonstracao.

Veremos a frente como estes resultados podem ser usados para relacionar os
parametros fisicos com os parametros da teoria.

3.2.4 Calculo das funcoes do grupo de renormalizacao em
MS

Vimos anteriormente que
= /Z¢¢
Mo = ZmMm (3.85)
)\0 = [LEZ)\)\

e que as constantes de renormalizacao tém a forma.

Zy =142 a.(N\)/e"
Zm =1+5% b(\)/e" (3.86)

Zy =145, c(N)/e .

Vejamos como se calculam (3,7, e .
i) Calculo de B(\)

Por definigao

o\
B(A) = M%

Esta quantidade ¢ finita no limite ¢ — 0. Isto quer dizer que antes de fazermos
¢ — 0 deve ser uma funcao analitica em €. E entao conveniente definir

(3.87)

B =B\ e=0)=do (3.88)
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onde

B €)= do+ die + doe® + - - (3.89)

com coeficientes d, a determinar. Posto isto, usamos o facto de Ay nao depender da
escala p. Entao

9, .
0 = M%(ﬂ Z))
07
= pF IO+ BN N o + uEZB(\, €) (3.90)
Entao

Usando as expressoes de Z) e § obtemos

Gy =1 d T
5)\+a1)\+)\ E +l (d0+d1€+d252+"') [I‘F g 5_7’ <ar+)\dcz\>] =0 (392)
r=1 r=1

Entao d, =0 parar > 1e

da
eA+dy) + lal)\+do+d1 <a1+)\—>]+z lar+1)\+do<ar+)\d)\>

da,
b o)) o
logo
A+dy =0
A+dy+d + )\d— =0
ay 0 1{a a ) =
darJrl
ar+1)\ + do a, d)\ + d1 Apri41 + A d\ =0 (394)

Estes calculos dao

dy = —\ (3.95)
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5()‘) =do = )\2%
d d
N (@) = BN 7+ (Aar) (3.96)

Portanto a fungao 5(\) depende somente do coeficiente em é de Z, que se calcula
facilmente em teoria de perturbacoes. Além disso vemos que os residuos dos pdlos
de ordem superior se podem calcular em termos do residuo do pélo simples. Para
¢t é facil de ver que

3x 1

Zy=1 -+ .
A + = + (3.97)
e portanto
day d 3\ 32
A = N2 =\ D = 3.9
BN d\ d\ <167T2> 1672 (3.98)

como tinhamos obtido anteriormente. Para teorias de gauge hd uma pequena mod-
ificacao pois go = p&/ ?Z,9. Um célculo trivial d4 neste caso

dy = —g/2 (3.99)
e
1 da1
Blg) = 59°—
(9) 29 Iy
]_ Qdar—i—l d
—g — — 1
29 " dg Blg)7 J (gar) (3.100)
onde, como anteriormente
Zy=14+> a.(g)/e" . (3.101)
r=1

ii) Célculo de 7y, ()

Partimos de mg = Z,,m. Aplicando u% obtemos

07, om
= 4tz
0 H o m + mh 5
N 0Z,, Jdlnm
= —_— Z .102
B(A,€) o m + MLy, on (3.102)
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142
Como ,ualnm = Ym, Obtemos a equacao
BN &)=~ O ol zn =0 (3.103)
) 8)\ fym m T .
ou seja
dbl s dbr dbr—l—l
m+d do—~ + Ymbr +d = 104
(’Y+1d)\>+;lod)\+7 +1d)\] 0 (3.104)
Portanto
dby
Vi = —d1—— ™ (3.105)
db, 11 db,
_ = - 1
di— = =B b (3.106)
onde
A teoria Ap?
dy = (3.107)
—g/2 teorias de gauge
Mais uma vez 7,, depende somente do residuo do pélo simples.
iii) Célculo de y(\)
Aqui é mais facil partir da defini¢ao de y(\)
1 0 1 0 1
AN =—-pu—mZy=-pu—=2~Ly— 3.108
v(A) 2Hgp e = gkg %7, (3.108)
logo
[B(A, &) oy ~ 27()\)] Zy=0 (3.109)
o que da
—27y(A\) + d1 + Z [ — 2v¢, + dy dr;:ll 0 (3.110)
Entao
dCl
A) == A11
1) = 5 (3.111)
dcryq de,
—d = B(A —2 112
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sendo o coeficiente d; dado anteriormente, Eq.(3.102).

Podemos concluir dizendo que o coeficiente do pdlo simples nas constantes de
renormalizacao, determina univocamente as fungoes 3, ,, e v e também os valores
dos pélos de ordem superior.

3.2.5 Propriedades de e v

Noés adoptamos um esquema particular de renormalizagao. Se tivéssemos adoptado
outro esquema teriamos outra definicdo dos parametros da teoria e fungoes 3,7, e
~ diferentes. Vamos aqui discutir os aspectos do grupo de renormalizacao que sao
independentes do esquema usado.

Consideremos entao dois esquemas (ambos independentes da massa). Entao

9 =9Fy(9) Fy(g) =1+ 0(g*)
Zp(9) = Zn(9)Fn(g)  Falg) =14 0(¢?) (3.113)
Z5(9") = Zs(9)Fo(g)  Fylg) =1+ 0(J)

O 1 nas fungoes F' expressa o facto que ao nivel arvore nao ha ambiguidades.

Usando as relagoes acima podemos ver como estao relacionadas as funcoes (3, ,, e
~ em dois esquemas. Obtemos (estamos a considerar o caso duma teoria de gauge)

0 0 oF,
1yt o & _ r Yig
B'(g") o uau(g 6(9)) B(g)< s+ 95 )
OJln 0
'(¢) = p=—Inm' =p—~(~"F" = Ym —InF,
Tm(9') Hg, lnm “au( m (9)m) = Ym(9) 5(9)69 n
L 1 0 L 1 0
= —pu—1InZ = — —In F, 114
79 2 (9) 7(9)+2/5’(g)agn o (3.114)
As fungoes 3, 7., € v s6 coincidirao se os esquemas forem o mesmo, isto é F, =
F, = F, = 1. Contudo as propriedades seguintes sao ainda independentes do
esquema.

i) A existéncia de um zero de B(g).

Se (go) = 0 entao B'(g)) = 0 para g = goFy(go). Notar que em geral gy depende
do esquema, isto é go # g;-

ii) A primeira derivada de ((g) no zero.

Seja B(go) = 0. Entao
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IF,
s 1 8(F9+9 ag)
= | F -9 tadl g
gt 5 + B 5(9)F8+ aa_p;, dg .
op
S A1
() (3.115)

iii) Os primeiros dois termos em [(g).

Seja B(g) = bog® + big®> + O(g7), e

F,(9) = 1+ ag*+ O(g") - (3.116)
Entao
g =g+ag’+0(g°) (3.117)
e
g=4¢ —agd” +0(qg") (3.118)
Portanto

B(g) = 6<g>§g<gFg> — (bog® + big® + O(g"))(1 + 3ag® + O(g"))

= bog’ + (3aby + b1)g° + O(g")
= bo(g” — 3ag” + O(g") + (3aby + b)) (g”° + O(g"))

= bog” + big” +O(g"") (3.119)

iv) O primeiro termo em y(g) € Ym(9g)-

Seja

(g9) = cg®+0(g%)

Tml(g) = dg*+O(g") (3.120)
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Entao como ((g) = O(g?) é evidente que

V() = cg?+0(g"

v.(g) = dg¢”+0(g") . (3.121)

v) O valor de (go) € Yin(90) se B(go) = 0.

Este resultado é imediato. Como veremos na secgao seguinte todos estes resulta-
dos sao necessarios pois eles controlam resultados fisicos e estes nao podem depender
do esquema de renormalizacao.

3.2.6 Independéncia da gauge de ( e v, em MS

A equacao do grupo de renormalizacao em MS foi escrita para a teoria A¢*. Vamos
agora considerar teorias da gauge (abelianas ou nao abelianas). Para a quantifica¢ao
destas teorias é necessario introduzir um termo que fixe a gauge

1
Lop = —=—(0-A)? (3.122)
2€
onde escolhemos as gauges do tipo de Lorentz. Como nao ha correccoes radiativas
para a parte longitudinal do propagador, nao é necessario nenhum contratermo para
o termo que fixa a gauge. Portanto se pusermos, como habitualmente,

A =z M2 aAn (3.123)
obtemos
Loap- L o.a2= Lo 4y (3.124)
2¢ T2z, Y T2 '

o que quer dizer que o parametro de gauge é renormalizacao de acordo com

§o = Za€ . (3.125)

As fungoes de Green irredutiveis renormalizadas, dependem em geral de &, isto é

Fgl)<g7m7§7:u> = 2/21‘\8”)(9077”0’50’8) (3126)

A equacao do grupo de renormalizacao é entao

- ’YA(g)g) ng)(gvmagnu) =0
(3.127)

0 0 0 0
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onde

0 0
8(g,§) = Maf — M%(Z,Zlﬁo) =

10
_— L7
foZ%@,u A

= —267a(9,¢) (3.128)

e se admitiu a possibilidade de 3,7, e 74 dependerem do parametro . Contudo
a dependéncia em & nao é arbitraria, obedece a certos constrangimentos. Para
vermos isso consideremos uma fungao de Green sem dimensoes e correspondendo a
operadores invariantes de gauge. Entao

%Go(go,mo,go,s) =0 (independente de gauge) (3.129)
0
e
G0<g07 my, §07 8) = G(Q? m, 57 lu) (Sem dimenS6eS) (3130)
e portanto
0
~Z G = 131
8§G 0 (3.131)
ou seja
DeG = g+ ( f)ngcr( f)mi G(g,m, & n) =0 (3.132)
GY = ag PLY, ag g, om g, m,q, 1) = :
onde
dg ' 0
Mas G obedece a equagao do grupo de renormalizagao
0 0 0 0
G [uaﬂ-+/3ag-%qwﬁnanl%—5a§](? 0 (3.134)

Usando a equacao para DG = 0 podemos substituir a derivada em ordem a &
por derivadas em ordem aos outros parametros, obtendo uma equacao do grupo de
renormalizacao semelhante a das teorias que nao tém campos de gauge, isto é

o —o _ a9l
[u% +B3,+ vmma—m] G =0 (3.135)

onde
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Bzﬁ—pé Wm:’}/m_o-(;

Calculemos agora o comutador [Dg, D]G = 0. Obtemos

{[6+@£_5a qu9+r%+ %18

¢ g 0 ¢ ¢
87m 3’ym 80' 80' 8 .
+[a§+p 29 8J”%m}G_O

Introduzindo as fungdes S e 7,, e o operador

a equacao anterior escreve-se
0 — = —0p =\ 0
[(Dé) - (D B+ Do) - Bl - wp) .
(nym +D(06) — B — g—g — 550) mi G=0

Multiplicando a equagao DgG = 0 por (D) obtemos

0 8 8
Comparando as duas equacoes vemos que
—— -0 =00
9 dg
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(3.136)

(3.137)

(3.138)

(3.139)

(3.140)

(3.141)

Estas equacgoes asseguram que resultados fisicos sejam independentes de gauge.
Assim = 0 tem consequéncias fisicas. Entao D = 0e D 7,, = 0 dizendo que a
existéncia dos zeros de 3 e a dimensao anémala da massa 7,, sao independentes de

gauge. Também se B = 0 obtemos

“(3) - 70 bl

dg dg " Og
0——_ O0pdp
= —D _—— =
dg dg Og

(3.142)

e portanto a primeira derivada de /3 no zero é independente da gauge. Finalmente

como p = O(g%) e d = O(g?) temos entao
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B=p+0(g) . (3.143)

Estes resultados nao dependem de se ter adoptado subtraccao minima ou nao.
Se adoptarmos subtrac¢ao minima temos entao

Teorema 3.3

No esquema de subtrac¢ao minima temos p = o = 0 e portanto

_ 0 _
D=— = N o= 3.144

o P=F ¢ Tm=1 (3.144)
e B e, sao independentes da gauge em todas as ordens.

Dem: Demonstramos sé para p, para o € igual.

0
— g—1 -2 779 .14
P=95n9 (3.145)

Entao

0 a a
0 = ng+ga—§(1+?1+€—§+---)

1 9]
= p+ B (pa1 + g%) +0(1/£?) (3.146)

obtemos portanto

p=0. (3.147)

3.3 Constantes de acoplamento efectivas

3.3.1 Pontos fixos

Como vimos na sec¢ao anterior, o comportamento assimptotico das fungoes de Green
irredutiveis depende do comportamento assimptotico das solugoes das equagoes para
a constante de acoplamento efectivo A(t) e para a massa efectiva, que como vimos
sao
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BN

1 2 A
Figura 3.2:
dx 3 3
da =B) 5 MN0)=2A
" W v (3.148)
T =l -1me 5 mo)=m

Destas equacoes resulta que as variagoes da constante de acoplamento efectiva
e da massa efectiva com uma variacao de escala de energia sao controladas pelas
fungoes 5 e 7,,, respectivamente. Para estudar o comportamento assimptético de A
vamos admitir que B(\) tem a forma da figura 3.2.
Os pontos, 0,A\; e Xy onde B()\) se anula sdo chamadas pontos fizos, pois se \ se
encontra num desses pontos em ¢ = (0 entao ficard ai para todos os valores do
X

momento (E = 0). Os pontos fixos podem ser de dois tipos:

i) Ponto fixo estavel ultravioleta(UV)

Sao aqueles em que G'(A) < 0. E o caso do ponto A; na figura 3.2. Neste caso
B(A) > 0 para A < A\j e f(A) <0 para A > \. Entdose parat =0 0 < A < )\
entdo quando t — 0o A — A;. Por outro lado se Ay < A < Ay quando ¢t — o0
também \ — \;. Poratnto no intervalo 0 < A < A, a constante de acoplamento é
sempre conduzida para A; quanto ¢ — 0o, isto é, para momentos grandes.

ii) Ponto fixo estavel infravermelho(IR)

Sao aqueles em que f'(A) > 0. E o caso dos pontos 0 e Ay da figura. E facil de
ver que quando ¢t — 0o a constante de acoplamento se afasta de 0 e Ay, mas que no
limite ¢ — 0 se aproxima deles.

Podemos agora estudar o comportamento assimptotico das solucoes do grupo de
renormaliza¢do. Supomos, por exemplo 0 < A < Ay. Entao (ver figura 3.2)

lim A(¢, \) = A\ (3.149)

t—0
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A maneira como tende para A; depende da primeira derivada de S(A). Supon-
hamos que na vizinhanca de \; temos

BOY=a(M—A) ; a>0

B'(M)=-a<0 (3.150)

Entao

NEA) = A+ (A= e (3.151)

isto é, a aproximacao do ponto fixo é exponencial na variavel t. Serd tanto maior
quanto maior for |3’(A1)| = a. Vimos anteriormente que a solu¢do da equagao da
massa efectiva era

m(t) = me~tedo 1M (3.152)

Se lim A\ = \; entdo temos para t — 00
t—o0

7 = me—t1=1m (A1) (3153)

0 que mostra que se Y,(A1) < 1 entdo m(t) — 0 quando ¢ — oco. Na mesma
aproximacao

/ S ONE) = ()t (3.154)

e portanto a solucao assimptoética é

lim T"(op;,m, A, p) = o= OO (p, 7 A, ) (3.155)

o que mostra que a dimensdo dos campos nao é 1 mas 1 + v(A;). Dai o nome de
dimensao andémala para y(\).

Em geral é dificil calcular os zeros da fungao [, pois requere normalmente re-
sultados para além da teoria de perturbagoes. Contudo 5(A), Vm(A) € v(A) tém um
zero trivial na origem. Se acontecer que a origem seja um ponto fixo estavel UV
entao quer dizer que quando a escala da energia aumenta a constante de acopla-
mento diminui. No limite ¢ — oo, A\ — 0 e por isso se diz destas teorias que sdo
assimptoticamente livres. E f4cil de ver que isso acontece se 3'(0) < 0. Na seccao
seguinte vamos ver quais as teorias em que isso pode acontecer.

3.3.2 Funcao [ para teoria com escalares, fermioes e campos
de gauge

Vamos nesta seccao mostrar que sé as teorias de gauge nao abelianas podem ser
assimptoticamente livres, isto é, s6 estas verificam a propriedade 5'(0) < 0.
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i) Teorias com escalares

J4 vimos anteriormente que para a teoria escalar mais simples, A\¢*, temos

3\2
BN = 1602

e portanto nao é assimptoticamente livre. Consideramos agora a teoria escalar mais
geral com campos ¢; e acoplamento

+ 0\ (3.156)

L1 = —Nijreditj o de (3.157)

onde se somam os indices repetidos. Entao

dN;ine(t - - - _ _
Bijkﬁ = Ziilf() = A()\iﬁmn)\kjmn + )\ijmnAkﬁmn + )\ikmn)\jﬁmn) (3158)

com A > 0. A teoria nao é assimptoticamente livre pois ha sempre funcoes S com
derivadas positivas. Por exemplo

dxllll

PP Biir = 3A A 1mn|* > 0 ; vt (3.159)

ii) Teorias com escalares + fermibes + acoplamentos de Yukawa

O termo da interac¢ao mais geral para uma teoria com escalares e fermioes é

Lr=—3 Nuetitsonde+ > 0" (AL, +iBhs) 0 o (3.160)

1,5,k a,bk

onde A e B sao matrizes reais. Agora ja nao é possivel mostrar que % > ( por
causa do loop de fermides de ordem A? ou B? com um sinal negativo. Se definirmos
(¢")ar = Al +iB.,, obtemos

167r2d—gt = (Trg'g’Ng’ + Tr(gg’)g’ + MY g’
liT"l'T'i T,
+59'979 +59°9%9" + 299"’ (3.161)
onde M%7 = i)\ikgm)\jkgm. Usando este resultado é possivel demonstrar o teorema
seguinte:
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Teorema 3.4

A teoria mais geral com escalares e fermides nao € assimptoticamente livre
POILS %Tr(g”gl) > 0 e portanto nao é possivel g; — 0 quando t — oo.

Dem:

d L d A
8 2_T it i = 8 2 7 i |2
m - Ti(g"g") ™ dt;bl[ |Gap|

= Tr(¢'¢’NTr(g""¢’) + Tr(g'g’") (Trg’g’")
+§Tr(glg”g]g”) + §Tr(g“glg”g])
+2Tr(g'g?1g'¢?") + M Tr (g g7) (3.162)

Agora o ultimo termo € positivo, assim como o terceiro e o quarto. O primeiro
¢ maior que o sequndo e portanto

SWQ@Tr(nggz > Z{Tr(glg]T)Tr(g’gﬂ) + Tl“(glg”glg“)} (3.163)

e o sequndo membro é positivo pois pode ser escrito

87T2@Tr(g Tg") > (gLh9ia + Ghagia) (Ghiait + gitgil) > 0 (3.164)

como queriamos demonstrar.

iii) Teorias gauge abelianas
Consideremos o caso de QED. Temos

Z,= 7,75 25" = z7 1 (3.165)

Z3 pode ser calculado do diagrama de polarizacao do vacuo representado na figura
3.3, e o resultado é

S T (3.166)
ST 1202 '
logo
1 ,da e
Ble) = =222 >0 (3.167)
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Figura 3.3:
7\
I
- T~ |
e N \

/ \ |
/ \ \ y
Uy [A®AY AVaVAVIVaVUaVa

\ /
\ /
~ —_ = 7
Figura 3.4:

Se tivéssemos electrodinamica escalar Z3 seria obtido a partir dos diagramas da
figura 3.4, e o resultado seria

2
1

Z—1/2 _ e 1
3 4872 ¢

3 . . ~ ~
1= > 0. Portanto as teorias de gauge abelianas nao sao

(3.168)

o que da neste caso ((e) =
livres assimptoticamente.

iv) Teorias de gauge nao abelianas

Comecemos pela teoria de gauge pura definida no capitulo 2. A renormalizacao
da funcao de onda para os campos de gauge é obtida a partir dos diagramas da
figura 3.5. Em subtrac¢ao minima obtemos,

2
g 13 ) 1
Za=1 — — &) Cy(V)— 3.169

4 +1&ﬂ(3 ¢) V) (3.169)
onde Cy(V') é o operador de Casimir definido no capitulo 2 para a representacao
adjunta, a que pertencem os campos da gauge (vectores). A constante de renormal-
izagao do vértice triplo, Z;, é obtida a partir dos diagramas da figura 3.6.
Obtemos

2
g> (17 3¢ 1
Z1=1 ——= 4 1
1 + 162 <6 ) (72(1/)8 + (3.170)
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Figura 3.5:

Figura 3.6:
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Entao
2 11 1
Z,= 2,27 =1- -2 <— )— 171
=212, ez \ g (V) -+ (3.171)
Usando Z4 e Z, e as definicoes de 5 e v obtemos
3
g° 11
= _— 172
B2 er) <0 (3.172)
e
__ 1(9 g)c (V) (3.173)
74T T 16m22 3 2 '

Portanto as teorias de gauge nao abelianas sem campos de matéria sao assimptot-
icamente livres. Notar que a dependéncia da gauge (em &) desapareceu de  de
acordo com o resultado demonstrado anteriormente.

A inclusao de fermides e escalares acoplados minimamente é agora trivial. O
lagrangeano de interaccao é

Line = g0y Th;A;,
> *H a a
+9 ;TG TSP A AP (3.174)

onde 17 e T¢ sao os geradores na representacao em que se encontram os fermioes
e os escalares respectivamente. Para se encontrar a contribuicao destas particulas
para a funcao 3 temos que calcular a contribuicao delas para Z,. O mais facil é usar
os resultados de QED e electrodinamica escalar que dizem que

Zy =7, (3.175)

e calcular a contribuicao para Z4 dos fermides e escalares devido aos diagramas da
figura 3.7. O resultado é

Z a(fermides + escalares) = 1 + 13; %T(Rp) + %T(Rs) é 4 (3.176)
pelo que
B(fermides) = g éT(RF) (3.177)
1672 3
e

B(escalares) =

gﬁ “T(Rs) (3.178)
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Figura 3.7:
Pondo tudo junto obtemos
3
g 11 4 1
= ——Cy(V)+ =T(R =T(R; 3.179
5= |- GV) + 5T(Re) + 5T(R) (3179)

onde as quantidades T'(R) s@o definidas para uma dada representacdo por

Te(T°T") = T(R)6* (3.180)

Se a teoria contém fermides de Majorana (ou spinores de Weyl) ou campos es-
calares, os coeficientes em frente de T'(Rr) e T'(Rg) sao multiplicados por um factor
adicional de 1/2. Consideremos agora um exemplo simples:

Exemplo 3.1:
QCD (SU(3)) com as trés familias de quarks.
Para SU(N) temos

Cy(V) =N (3.181)

e como 0s quarks se encontram na representacao fundamental

1
T(Rr) = 5 (3.182)
Entao
_ g9 [ 3 4 1 }
ﬁ_lw[ =5 x5 X 2N, (3.183)

ou seja (Ny, = numero de geragoes ou familias)

B

g [— 55 - 4N~"] (3.184)

= 1672 3
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Portanto SU(3) serd assimptoticamente livre se

33 — 4N, > 0 (3.185)

ou ainda

33
Ny <= = Ny <8 (3.186)

Sao portanto permitidas 8 familias ou seja 16 tripletos de SU(3).

3.3.3 O vacuo de NAGT como um meio paramagnético (u >
1)

Um argumento recente (Nielsen 1981, Hughs 1981) permite compreender melhor o

que se passa de diferente nas teorias de gauge nao abelianas para que elas tenham

liberdade assimptotica. Primeiro o facto de a carga diminuir a curta distancia pode
ser interpretado como um anti - shielding do vacuo, isto é

e<1 (3.187)

O problema em compreender o que se passa resulta do facto de nao conhecermos
substancias® com ¢ < 1. Contudo o vacuo deve ser invariante relativista e portanto
deve ter uma permeabilidade p tal que (estamos a fazer ¢ = 1)

pe =1 (3.188)

Assim o antiscreening corresponde a g > 1. Portanto o vdcuo duma teoria de
gauge nao abeliana é um paramagnético e este conceito pode ser compreendido mais
facilmente.

A permeabilidade magnética pode ser calculada calculando a densidade de ener-
gia do vacuo num campo exterior

L o

Uy = —
0 2,u ext

(3.189)
Nielsen e Hughes mostraram que p = 1 4 x onde a susceptibilidade y é dada por
1
o~ (CDPE Y (-5 +9%53) (3.190)
s3
onde s é o spin, ¢ a carga, v a razao giromagnética e s3 a projeccao de spin na

direccao do campo magnético externo. Assim para escalares, fermides e campos de
gauge obtemos

3Em QED a carga aumenta a curta distancia e portanto o vacuo é um dieléctrico normal e>1.
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Fscalares
1, : "
Xs ~ —3ds < 0 (diamagnético) (3.191)
Fermioes (yr = 2)
25 (1 49 : »
Xr ~ (—1)gz2 <_§ + 1> = —3ar (diamagnético) (3.192)

Bosades de gauge (yy = 2)

1 22
Xv ~ G2 (_§ + 4) = ?q%, (paramagnético) (3.193)
e portanto
22 4 1
X Total ™~ gq%/ — gq% — gqg (3.194)

Comparando com a funcao  podemos fazer a correspondéncia

1
C_I\Q/ — 502(‘/)

a3y — T(Rr)
gz — T(Rs) (3.195)

o0 que permite compreender o vacuo das teorias de gauge nao abelianas como um
meio paramagnético.

3.4 Aplicacoes do Grupo de Renormalizacao

Consideremos a teoria de grande unificagdo com o grupo SU(5), isto é

SU(5) D SUL(3) x SUL(2) x Uy (1) . (3.196)

A unificacdo da-se a escala My. Usando o grupo de renormalizag ao é possivel
determinar a escala My bem como efectuar outras previsoes sobre a teoria a escala
My . Para isso temos que ver como evoluem as diferentes constantes de acoplamento
com a energia.

i) Escala My

Comecemos por escrever as derivadas covariantes para a teoria unificada e para
a teoria com a simetria quebrada
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23 )@

SU(5) : Dy =0, +1igs Y AZ; (3.197)
a=0
8 2\
SU3) x SU(2) x U(1) : D, = 8, + igs ZGZ§2
s L0 Y
+2922Au§2 +1ig §BM (3.198)
A escala My onde se dé a unificacao temos

95 =93 =02 =01 (3.199)

onde g é a constante de acoplamento do subgrupo abeliano de SU(5). Contudo para
os grupos abelianos nao hé constrangimetos na normalizacao e portanto o gerador
MY desse U(1) pode estar normalizado de maneira diferente da hipercarga. Devemos
ter

g\ =gY (3.200)

Mas A° é gerador de SU(5) e portanto estd normalizado de acordo com

Tr(A*AY) = 25 (3.201)

isto é, para a representagao fundamental, devemos ter

2
1 2
N=— 2 3.202
N . (3202
-3
Mas para a representacao fundamental
dy
dy
5= ds (3.203)
ot
Ve R

a hipercarga obtém-se por leitura directa
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—2/3
—2/3
Y = —2/3 (3.204)
1
1

Logo Y = —\/g)\o eqg = —\/g ¢1. Isto permite imediatamente determinar sin® 6y a
escala My,

2 9’2 §91 3
sin“ Oy (My) = =_05 = — 3.205
( X) 92 + 9,2 go + %gl 8 ( )

ii) Escala My

Vejamos agora o que se passa a outra escala, por exemplo a escala My,. A
evolucao das constantes de acoplamento é governada pelas equacoes

dg
e 3.206
onde os coeficientes b, podem ser facilmente obtidos a partir da funcao /3
3
¢ Tl 4 1
=———|—=0Cy(V)—=T(Rr) — =T(R 3.207

Vamos nesta andlise desprezar os Higgs (podem ser incorporados facilmente) e
designar por Np o ntimero de sabores. No modelo standard Ny = 2N, (N, é o
ntmero de geragoes ou familias). Entao

1 1
b = [33 — 4 5 x NF} (3.208)
by = ! [22 4><1><1><N(1—|—3)} (3.209)
27 48nx? 9 "9 '
e finalmente
by = ! 4><1><Z<Y>2 .3 (3.210)
LT 4872 2 2 5 '

onde
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= gNF (3.211)

Portanto podemos finalmente por

1
= - >
by, 182 (11n — 2Np) n>2
X (3.212)
b = gg2(72NF)
A solucao das equacoes é
1 1 p? )
=—+b,In <— 3.213
R R 3219

Podemos escrever estas equagbes em termos dos parametros a(p) e ag(p) men-
surdveis a baixa energia

2
%ﬂmza;+M@m(%)
MX

2

a M p)sin? Oy (1) = az ' + 4mbyIn (—]\'[2—2> (3.214)
X

2
3 cos? Oy ()a L (1) = azt + 4mby In | £
5 M3

onde se fez, como é usual

Q; =~ (3.215)

Destas equacoes pode-se obter

M? 2 1 8 1
n—x -7 l - ] (3.216)
11 o) 3as(p)
que permite determinar My uma vez que conhecidas a(u) e a,(p) a escala p, e
3 110 / « M3
.2 X

Conhecido My esta equacdo permite determinar sin? @y & escala p = Myy. Um
calculo mais cuidadoso incluindo Higgs e correcg oes de ordem superior da

My ~ 4 x 10"GeV
sin? Oy (Myy) ~ 0.21 . (3.218)

A evolugao das constantes de acoplamento é entao a representada na figura 3.8.
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Figura 3.8:

Quando estes resultados foram encontrados pela primeira vez eram apontados
como um sucesso do modelo SU(5). Hoje as constantes a(u) e as(p) sdo mais bem
conhecidas, assim como o valor de sin®#fy e sabe-se que dentro dos erros as trés
curvas nao se encontram. Contudo generalizagdes supersimétricas da teoria SU(5)
parecem estar em acordo com os resultados experimentais.
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Problemas Capitulo 3

3.1 Verifique a equacdo 3.161. Para isso note que 3 = % onde (3¢ é calculada a
partir dos diagramas seguintes

N\

Ft-=-=-- -
~N

7

3.2 Calcule em subtragdo minima (MS) a constante de renormalizagdo Z3 para
QED, equacao 3.166.

3.3 Calcule em MS a constante de renormalizacao Z3 em electrodinamica escalar,
equagao 3.168.

3.4 Considere uma teoria nao abeliana com grupo de simetria G' e sem matéria.
Calcule as constantes de renormalizacao do propagador Z 4, e do vértice triplo
Z.

3.5 Considere uma teoria nao abeliana em interac¢ao com campos escalares e fermi-
6nicos. Calcule a contribuicao destes campos para Z4 e Z;. Utilize estes
resultados juntamente com os resultados do problema 3.4 para determinar a
funcao S do grupo de renormalizacao para essa teoria.
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3.6 Considere o modelo padrao das interaccoes electrofracas e fortes. Considerando
todos os campos do modelo (incluindo os Higgs) calcule os coeficientes by, by
e bz definidos na equagao (3.201).

3.7 Considere agora o modelo padrao supersimétrico minimo (MSSM). Calcule os
coeficientes by, by e by definidos na equacao (3.201). Refaca a andlise da con-
vergéncia das constantes de acoplamento no quadro duma teoria de grande
unificagdo supersimétrica com o grupo SU(5).



Apeéendice A

O integral de caminho em
Mecanica Quantica

A.1 Introducao

A formulagao usual é dada pela equacao de Schrodinger

0
i Ja(t)) = Ha(t) (A1)
onde
H= % +V(Q) (A.2)
[Q, P] = ih (A.3)

Esta formulacao é equivalente a uma outra definida em termos de integrais de cam-
inho. Para isso baseamo-nos na observacao que em mecanica quantica sabemos
responder a qualquer pergunta sobre o sistema se soubermos calcular as amplitudes
de transicao

(b(t")la(t)) = (b e |a) (A4)

Sao estas amplitudes de transi¢ao que sao definidas em termos de integrais de cam-
inho. Conforme a representagao escolhida para os estados |a) e |b) as expressoes
para o integral de caminho vém diferentes. Assim vamos analisar separadamente os
casos das representacoes no espago das configuragoes (coordenadas), no espago de
fase e por meio de estados coerentes (espaco de Bargmann-Fock).

165
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A.2 Espaco das configuracoes

Introduzimos os estados |q) e |p) tais que

Qlg) =qla) ;. Plp)=plp)
{dlg) = 0(¢" —q) o @lp) =0 —p)
(alp) = (pla)" = =™ (A.5)
Entéo
(el 1) = [ D(g)et I 10 (A6)

onde D é uma medida de integracao definida pelo limite

(A7)

) n
nmefmr/2 ‘| 2

D(q) = lim nlj[ dgp lm

n—oo

sendo n o nimero de intervalos em que se fez a partigdo do intervalo (¢;,¢5). O limite
n — oo é bastante complicado e sé existe prova matematica para certas classes de
potenciais. A expressdo (A.4) permite uma interpretagao da mecanica cldssica como
limite da mecanica quantica. De facto quando 2 — 0 a maior contribuicao para a
amplitude vem das trajectérias que minimizam a ac cao, isto é, as trajectorias
classicas. A mecanica quantica é entao vista como o estudo das flutuacoes a volta
da trajectoria classica.

A.2.1 Elementos de matriz de operadores

Usando a propriedade dos integrais de caminho

[ P@es 0 = [dqt) [ Dla)es0 [ Dig)erst (A8)
onde t; <t < ty, é facil mostrar que
(g, 171 O®) g, ti) = / dq'dq" / D(q)eiS s tria"H

(10 d) [ Dig)eistr ot (A9)
Entao se O for diagonal no espaco das coordenadas, isto é, se

(q"10lq') = 0(d')é(d" — q") (A.10)

obtemos
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(a1 O las, t)) = [ Dla) €5090(g(1)) (A11)

A.2.2 Produto ordenado no tempo de operadores

Seja O1(t1)Ox(t2) -+ - Op(t,) com ty >ty > -+ > t,. Entao é facil de mostrar que a
ordenacao no tempo é automatica no integral de caminho, isto é,

(qr. ty] O1(t1)Oa(ta) - - - Onl(tn) |gis ts) = /D(q)eis(f’i)(’)l(% <Oy (A.12)

Este resultado é particularmente importante, pois permitira escrever as funcoes de
Green de produtos de operadores ordenados no tempo como simples integrais de
caminho de produtos dos equivalentes classicos desses operadores.

A.2.3 Resultados exactos I: Oscilador harmonico

Para alguns potenciais é possivel calcular exactamente o limite introduzido em (A.5).
Para esses casos o integral de caminho é portanto perfeitamente bem definido. Esses
potenciais nao sao muitos, mas sao particularmente importantes. Para o seguimento
interessa-nos discutir dois deles. O primeiro é o oscilador harménico definido pelo
potencial

V(Q) = mw;@z (A.13)

Para este caso obtém-se, (os integrais sdo gaussianos e por isso podem ser explici-
tamente calculados)

(fli) = (M>% exp {z% {(q? + ¢7) cot wt — M]} (A.14)

27 sin wt sin wt

Este resultado vai ser util adiante.

A.2.4 Resultados exactos II: Forca exterior

Consideremos agora uma forga exterior tal que o potencial é dado por
V(Q) = —QF(t) (A.15)
Neste caso obtemos

—im/2

(fli)p = [%1 * iS() (A.16)
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onde S(f,i) é a acgao calculada ao longo da trajectéria classica,

2 t — ¢ —
s(i) — mlar—al + [T atr) (q b R t)

2ty —t; Tt —t; Tt —t;
]' tf tf g / T 7
+—/ At dt" F(¢)G(t, ") F (") (A.17)
2m t; ti
onde G(#',t") = t& — Inf(¢,#") é a fungdo de Green simétrica para o problema

¢ = F(t)/m com as condi¢bes na fronteira G(0,t") = G(¢',0) = 0.

A.2.5 Teoria das perturbacoes

A importancia do resultado exacto para a forga exterior deve-se ao facto que usando
esse resultado podemos formalmente resolver o problema dum potencial qualquer.
Para isso notemos que a derivagao funcional em realagdo a fonte F'(t) faz baixar
Q(t). Mais explicitamente

(NI, = 75 (10 (A18)

onde (|)  significa calculado na presenca da fonte exterior (i.e. para o hamiltoniano
H = P?/2m — QF(t)). Entao para um potencial arbitrério V(g) temos

(fliy = /D(q)eiﬁifdt[%mq'Qv(q)]

_ exp{—i : dtv liéFé(t)l}UMF’FO (A.19)

Esta expressao formal torna-se muito 1util quando a exponencial é expandida em
série. Entao todos os integrais sao do tipo gaussiano e podem ser exactamente
executados. Obtemos assim a teoria das perturbacoes. Claro que sé tera significado
se houver um parametro pequeno no potencial. E importante notar que enquanto se
faga teoria das perturbacoes nao ha qualquer problema com a indefinicao matematica
do integral de caminho, pois todas as integracoes sao gaussianas.

A.3 Formulagao no espaco de fase

Para este caso obtemos

i [tf i
(ar, trlai ts) = / Dip, )’ b lri-) (A.20)

onde h(p,q) é o hamiltoniano cléssico e a medida é dada pelo limite
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n n—1

[T dps 11 da
1 1
n—o00 (271')"

(A.21)

A fase da exponencial é novamente a accao classica expressa nas variaveis candnicas
p e q. Se h(p,q) depender quadraticamente de p como é usual, pode-se fazer a
integragao gaussiana em p e a expressao reduz-se a do caso anterior, equagao (A.4).

A.4 Formulagao no espago de Bargmann-Fock (es-
tados coerentes)

Nesta representacao usamos fungoes analiticas de variavel complexa para descrever-
mos os operadores a e a' ( [a,a’] =1). A correspondéncia é feita do modo seguinte.
As funcoes analiticas geram um despaco de Hilbert com o produto interno definido
por

dzdz
271

{glf) = e g(2)f(7) (A.22)

Os operadores a e a' sdo representados neste espaco por

o2
0z

al =z (A.23)

Dado um estado |f), representado pela fungao f(Z), a accao do operador A em |f)
produz outro estado que também pode ser representado por fungoes analiticas. Se
designarmos por g(%) essa fungao temos

92 = EAlN = [ T2 €A O10) (A-24)

onde A(Z,€) é o kernel do operador A. Uma representagao explicita para o kernel é
facil de obter. Para isso introduzimos os estados |n), definidos por

d¢dE
o

at™
Vn!

E f4cil de verificar (ver Problema A.2) que com a defini¢ao de produto interno acima
introduzida estes estados sao ortonormados, isto é (fi.|fn) = Omn-
Entao

10) (A.25)

n) =
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G Alf) = zj%wm (mlf)

K g €
271 vm!

(&)

- [l ow

Portanto

Z \/— Apm \/_ (A.27)
O kernel de qualquer operador é assim obtido desde que se conhecam os seus ele-
mentos de matriz na base |n).

Ja vimos como se representam estados e operadores. Vamos ver como representar
produtos de operadores. Sejam dois operadores A; e Ay e um estado |f). Seja ainda

dédé - 7
o = 14210 = [ G Fam 1@ e
Entao
déd
(zlArlg) = 257”5 e A=)
dndndédé 7 I3
%;-Tf e*ﬁﬁe*nn Al (Z 77)A2<ﬁ7 f)f(g)
dsdf g [ [dndi 5 3
[ e [ [ G5 e Ay(z ) Aa.6)| FE)
_ d;df € A,(2,6) () (A.29)
™

Portanto o kernel do operador A3 = A; A, é obtido por convolucao dos kernéis de
Aj e Ay, isto é

dndn

e A1(z,1) As(7,€) (A.30)
A.4.1 Forma normal dum operador

Como ja sabemos representar estados, operadores e produtos de operadores ja temos
toos os ingredientes para fazer mecanica quantica neste espaco. Ha contudo um outro
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assunto que é importante tendo em atencao que pretendemos aplicar este formalismo
em teoria quantica dos campos. Trata-se da forma normal dum operador!. O
operador A na sua forma normal é definido por

atma™
A= ZAnm NEN

isto é, os operadores de destruicao estao a direita dos operadores de criacao. O
kernel normal é definido por

(A.31)

zm

’””\/_

isto é, é obtido por subtituicao directa dos operadores de destruicao por z e dos de
criagao por z. Para um operador dado na sua forma normal este é o kernel imediato
de obter. E contudo diferente do kernel atrds definido. Para ver a relagao entre eles
notemos a seguinte relacao

(A.32)

f(z) = Z\/— (n|f)

-y T

271

dgdg € 7§

271

© (A.33)

O kernel € é portanto uma funcao delta neste espaco. Usando este resultado
obtemos

N dm

A
FlAID = X = o 1)
AN d£d§ o—€E FE 5

d€d§ ¢ = _ =
om € e AN(Z,6) (8 (A.34)
donde resulta
A(z,€) = et AN(Z £) (A.35)

I'Notar que em teoria quantica dos campos tem que se proceder ao ordenamento normal do
hamiltoniano para definir o zero da energia.



172 Apéndice A. O integral de caminho em Mecanica Quantica

Esta relacao é muito importante pois permite imediatamente escrever o kernel dum
operador qualquer uma vez que seja conhecida a sua forma normal. Isto é partic-
ularmente 1til em teoria quantica dos campos onde o hamiltoniano é dado na sua
forma normal.

A.4.2 Operador evolucgao

Podemos obter agora a expressao para o operador de evolugao nesta representacao.
De acordo com aquilo que acabamos de dizer, para um intervalo infinitesimal, deve-
mos ter para o kernel de U

U(Z, €, At) = % ¢ At hED (A.36)

onde h(Z, &) é o kernel normal obtido por substituicao directa dos operadores a' e a
pelas varidveis complexas Z e £. Notar que quando At — 0 o kernel do operador de
evolucao se reduz ao kernel da identidade, €%, que como vimos é a funcao ¢ neste
espago.

Para um intervalode tempo finito t = ¢y —t;, dividimos o intervalo em n intervalos

t
At = —
20 21 Z9 e Zn—1 Zn (A37)
Entao
U(zl’ Zo) ~ eEIZO—iAth(Zl7zO)
U(Z2,21) ~  gF2a—iAth(Z2,21)
U(Zn, 29_1) =~ eFnin-1miAth(En 1) (A.38)

Aplicando agora a regra de multiplicacdo dos kernéis obtemos

1 dzdz -
U(if,tf;zl-,ti) = hm/H “ Zk exp[Z?k Zk—1

n—1 n
— Z ZE2E — 1 Z h(Ek, Zk_l)At:| (A39)
k=1 k=1
ou seja

L (zpzp4ziz)+i [T L (Ge—z2)— Z,z
Uz, b5 2 1) E/D(z,z) o3 CraptZe+i [ 11 [ Ge22)-h(G )t (A40)
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Nesta expressao Zy(ts) e z(t;) sdo fixados pelas condigdes fronteiras mas Z;(t;) e
2i(ty) sao arbitrarios. A fase da exponencial é novamente a acgio, agora escrita nas
variaveis complexas z e Z. Para ver isso basta lembrar que

1
%(pdq + qdp) = 2—(zd§ —Zdz) (A.41)
i

A.4.3 Resultados exactos I: Oscilador harmonico

Também aqui vamos analisar os casos importantes em que hé resultados exactos,
nomeadamente o oscilador haménico e o caso das fontes externas. Comecemos pelo
oscilador harmoénico. O hamiltoniano é dado por

Hy=wa'a (A.42)

Trata-se portanto dum caso em que o hamiltoniano é dado na forma normal. Este
problema pode ser resolvido exactamente. Temos

-1 = n
UZg, zi,t) = lim/H dzkd,zk exp[Z?k k1

n—o00 Pt 27T’l =
n—1 ¢ n
— Z ZpZl — w— Z Zka—l]
k=1 no4
. /nl_f dzpdzy, o[- XAX+XB+Bx| (A.43)
noeo ) 271 :
onde
21
22 _
X = : ) X = <§17§27 T 7§n71) (A44)
Zn—1
e
Zo
0 _
b= . ; B = <O7 07 ) 07 ZnCL) (A45)
0

com zy = z; € z, = z5. A matriz A de dimensao (n — 1) x (n — 1) é dada por
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-1 0 i
—a 1 0
0 - 1 0
¢ . (A.46)
0 —a 1 0
L 0 —a 1 |
onde se definiu
) t
a=1-—ihw— (A.47)
n

As (n — 1) integragdes gaussianas podem ser facilmente feitas usando o resultado
(ver Problema A.3),

/H dzdzy, e FATHIE — (et A)~! BA™ U (A.48)

271

obtemos entao

Up(Zp,zi3t) = lim [(detA)_1 eEA?lB}

n—o0

= lim [(det A)~! @z (AT ] (A.49)

n—oo

E facil de verificar que para a matriz A se tem

ak™ se k>m
(A Dgm = (A.50)
0 se k <m
e portanto
det A=1 (A.51)
e
Al = (D" (=a) (A.52)
donde se conclui que
f\ T ‘
Jim a*(A-1)p-11 = Jim (1 - %) =e (A.53)

Obtemos entao finalmente

U()(ff, Zis f}) = exXp {Efzie*i“t} (A54)
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Podemos verificar que este resultado é da forma e*® onde S é a accio calculada ao
longo da trajectéria classica. De facto a estacionaridade do expoente da exponencial

da

5{%(zfz(tf) T [”;?Z —iwzz] dt}

ti

1 1 1 1
= §Zf52<tf) + §zi5z(ti) — §zf52(tf) — §zi52(ti)
¢ _
+ / " [52(2 — iw) — 63(2 + iw)| dt (A.55)
t;
pois 0Zf = 0z; = 0. As equacoes de movimento sao portanto
E—z’cﬁ:O E(tf) :Zf
com (A.56)
Z4iwz =0 2(t;) = 2

que tém como solucgao

2(t) = z; et

(A.57)
z(t) — zf e’iwt—tf)
Substituindo estas solugoes no expoente obtemos
1. _ N
5 [Zrz(ty) + z2(t:)] + / [5(22 —ZZ) —iwzz| dt
ti
— zfzz eiw(tiftf)
= Zpzie ™ (A.58)

para t =ty — t;, como querfamos mostrar.

Um outro resultado importante do oscilador harmoénico é que a evolugao dum
estado sob a accao de Hy = wala é particularmente simples neste espaco das funcoes
de varidvel complexa. Seja f(Z) a representacao do estado |f). A evolucao debaixo
de H, é dada por

U)f(z) = [B% & e g

271

o f(gefi“”t) (A59)

isto é, é reduzida & multiplicacdo por e~ !
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Z—Ze W (A.60)

Isto é importante para descrever a matriz S, em que os estados assimptoticos
evoluem de acordo com o hamiltoniano livre.

A.4.4 Resultados exactos I: Oscilador harmodnico

Seja o hamiltoniano

H =wa'a — f(t)a" — f(t)a (A.61)

Este hamiltoniano também conduz a um resultado exacto. Usando os mesmos
métodos que foram utilizados para o oscilador harmdnico pode-se mostrar que neste
caso também temos

U(zy, 2;t) = 50D (A.62)

onde S(f,i) é a accdo calculada ao longo das trajectérias cldssicas (ver Problema

A1),

A.5 Sistemas de fermioes

Vamos generalizar os resultados anteriores ao caso de sistemas de fermices. Comega-
mos com sistemas com dois niveis com os operadores a' e a tais que

{aT, a} =1 : a2 =d*"=0 (A.63)

Para efectuar a construgao anterior vamos tentar representar estes operadores num
espago de Hilbert de fungoes analiticas. Isto é possivel se considerarmos fungoes (de
facto polinémios) com coeficientes complexos em duas varidveis que anticomutam 7
e 7, designadas por variaveis de Grassmann e que obedecem a

m+mm=0 ; W=n"=0 (A.64)

Entao qualquer funcao P(n,7) terd a forma

P(n,m) = po + P17 + D11 + pranl (A.65)
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A.5.1 Derivacao

Neste espaco a derivacao é definida por (as derivadas sdo esquerdas)

oP - B

3—77 = Py + p127

OP

— =p — A .66
B P1 — p127 ( )

De entre todas as fungoes nas variaveis 1 e 7 definimos o subconjunto das fungoes
analiticas tais que

0
—f=0 A.67
- (A67)

isto é as fungoes analiticas tém a forma
f=Jfo+ im (A.68)

A.5.2 Produto interno

No espaco das funcoes analiticas define-se o produto interno

(9:f) =30 fo+ 71 /r (A.69)

este produto interno pode ser representado por um integral desde que definamos a
integragao convenientemente (ver equagao (A.74)) .

A.5.3 Integracao

A integracao nas variaveis de Grassmann é definida pelas relagoes

/dnnzfdﬁﬁzl
/dnlz/dm:o (A.70)

Notar que a integracao assim definida ¢ semelhante & derivacao. De facto?

2Estamos a usar a notacao compacta

=&  o=Z (A.71)
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/an:aP : /dﬁpzép
/ dridy P = 99P (A.72)

Devido a forma da equacgao A.62 é claro que se tem

d=2=0 (A.73)

e que portanto o integral duma derivada é zero. Consideremos agora a mudanca de

variaveis nos integrais. Seja
77) = A (§) A.74
(7)=4(¢ A7)

Entao obtemos

= (Ané + Apé)(Ané + Axf)
= (AnAgy — AipAg)EE
= det A &€ (A.75)
Pelo que
[ dmanPn,7) = [ dédg(aet 4 Q(¢.§) (A.76)
onde Q(&,€) ¢é o polinémio que se obtém de P(n,7) por substituicdo de n e 77 por &
e €.

Finalmente notemos que se definirmos a conjugacao complexa de f por

7 = 70 + 7171 (A.77)

entao podemos encontrar uma representagao integral para o produto interno dada
por

(9.)= [ dmdn e ™3 f (A78)

Para vermos isso calculemos o integral. Obtemos

[ dudn e g

= [ dmdn(1 = 70)@ + 70 (fo + Si7)
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=Gofo+ 711

= (9, f) (A.79)

A.5.4 Representacao de operadores e seus kernéis

Os operadores a e a' podem ser representados por

a—0
al =7 (A.80)
E f4cil de ver que com estas definicoes temos a® = a'? = 0 e aa’ + a'a = 1.

Consideremos agora os estados |0) e |1) = a' |0) a que correspondem as fungoes
1 e 1. Entao podemos encontrar o kernel de qualquer operador

A=Y [n) Ay (ml (A81)
De facto
(Afy7 = g;ﬁ”Amm<WWﬁ
= [ dede & ST A € 5(E)
— [ dedg e A @) (A.82)
onde
A =3 1" Ay € 5 n,m=0,1 (A.83)

Para o produto de operadores é facil de ver que temos como anteriormente

AiAs(,m) = [ dEdg e %€ A(7,€) As(Em) (A.84)
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A.5.5 Forma normal dos operadores

Seja um operador definido por
A=>"n) Ay (m| =" a"™0) (0] a™ A, (A.85)
O projector do estado base é

10) (0] =: e~ (A.86)
logo

_at
A = ZAn,m:aT"e L a™
n,m

S AT ama™ (A.87)

O kernel normal é entdo definido pela substituicdo a' — 7 e a — 7, isto é
AN@n) =D A T (A.88)
O kernel da identidade é €, isto é

1) = [ dgdg e 1) (A.89)

o que permite obter a relacao entre o kernel usual e kernel normal. De facto
8m
in mgel= _ =n =
e f]7 = 7 o (M)
— [ dgdg e T en (g) (A.90)
0 que permite escrever a relagao procurada

A(m,m) = e™ AN(7,n) (A.91)

Finalmente seguindo um raciocinio analogo ao do sistema de bosoes ¢é facil obter o
kernel do operador de evolugao

UTg trimiti) = /D(ﬁ, n) o3 Ty +im:) elf:if dt| 3 (=)~ ()] (A.92)
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Problemas do Apéndice A

Problemas Apéndice A

A.1 Mostre o resultado da equacao A.59. Em particular mostre que

. t ) . )
iS(F0) = Zp e W s [Tt [z e f(1) 4 F(1) et 2

ti
tf - ; /
. / dt / dt' F(t) e Fao(t —t') (A.93)
t; t;
Este resultado é util em muitas aplicagoes (ver equagao B.9).

zm

A.2 Mostre que os representantes dos estados |n) e |m), 5—% e 2=, respectivamente,
sao ortonormados, isto é, (f,|fm) = Onm.

A.3 Mostrar que para integrais gaussianos se tem

EN a1
/H 2Lz e—zAz—I—uz-i-zu — (det A)‘l GUA u (A94)
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Notar que o expoente é o valor no ponto de estacionaridade.

A.4 Mostrar que para integrais gaussianos se obtém

/ﬁdﬁkdﬁk ezﬁkAMWJrz(ﬁkngrzk’?k)
1

= det A e S (AT weke (A.95)

Comparar com o resultado do problema A.3.
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Apeéendice B

O integral de caminho em teoria
quantica dos campos

B.1 Quantificacao via integral de caminho

Vamos aqui generalizar os resultados do apéndice A para o caso de sistemas com um
nimero infinito de graus de liberdade que sao os que interessam em teoria quantica
dos campos. Para evitar complicacoes com indices e com problemas decorrentes da
invariancia de gauge vamos estudar o caso do campo escalar cuja acgao classica em
presenca duma fonte exterior é

S(6,J) = So(d, J) + / &'z V() (B.1)

onde
So(d, J) = / dz Eamaﬂ(p - % m2¢? + J¢] (B.2)
¢ a accao do campo escalar livre acoplada a uma fonte exterior. Vamos primeiro

estudar este caso, isto é, supor que V = 0. O caso geral é facil, de obter a partir
deste, como veremos mais a frente. O hamiltoniano é dado por

1 1 , 1
H= / d*x [awfp +3 (Vop)” + 5m2¢>§p - J¢op] (B.3)
e podemos introduzir os operadores a(k) e a'(k) tais que num certo instante

Gop = /(Zk [a(k:) kT 4 a'(k) e’“g'f} (B.4)

entao

183
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H = / dk [w(k)al (k)a(k) — f(t, F)a' (k) = F(t, k)a(k)] (B.6)
onde introduzimos a transformada de fourier espacial da fonte,
ft.R) = [ da e it 3) (B.7)
e onde definimos
~ 3 4
k= 'k 'k 218 (k* — m?*)0 (k") (B.8)

(2m)32wy,  (2m)°
usando os resultados do problema A.1 podemos escrever imediatamente o kernel do
operador de evolucao

UZys tpziti) = exp{/a?k: [if(k) e~ Wt =t) - (k)

+1i /ttf dt [Ef(k:) iw(k)(ty—t) flt, k)+f(t k) —iw(k)(t—t;) (k;)}

i

1 t p =
— [ e [ ar Tt Ry e ®e-t) gy, k;)]} (B.9)
t; t;
A matriz S é entao definida como o limite
. it rHo —it; Ho
i e ULy, L) e (B.10)

onde H, é obtido a partir de H fazendo J = 0. Na representacao que estamos a
usar a accao de e~®0 ¢ uma simples multiplicacao (ver eq. A.60).

Z—>ze (B.11)
Portanto o kernel da matriz S é

S(Zf,z) = lm  exp {/Jkif(k;)zl(k:)] exp {/Jk{

—t;,tf—00

Z/tf (k) €@ (8, ) + F(t, k) e (k)]

1 t t _ = , / 7
—§/tf t.fdtdt’f(t, k) e iw(k)(t—t") f(t’,k)]} (B.12)

i

O primeiro factor é aquilo que é necessario para passar do kernel usual para o kernel
normal. O restante pode ser interpretado se definirmos

Ou = [ i [5(k) e 4 2,(k) ] (B.13)
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Como Zy nao é o complexo conjugado de z; entao ¢,, ¢ dado em termos de condigoes
na fronteira com frequéncias positivas para t — —oo e frequéncias negativas para
t — oo. Estas sao precisamente as condicoes na fronteira de Feynman. Com estas
convencgoes e notagoes obtemos para o primeiro termo

- t . N
/ dk / "at [z7(k) 0 (1 R) + F(t,R) e 0 (k)]
t;
_ /d4 /dk\] — zw(lct ka+zz(k;) 6—iw(k)t+il§-a?j|

= [ d'J(@)6u(x) (B.14)

e para o segundo

/ dk / dt / dt' F(t, k) e @R r ¢ k)
_ /d4 d4l‘,<] /d/{} e—zw(k Y(t—t")+ik-(Z—F)

= /d4xd4x’ J(2)Gp(x — 2')J(2) (B.15)

pois

/Jk‘ o (k) (t—t')+ik-(Z—F)

+/a?l<; i (k) (=) +ik-(F—3) ot — t)

' / 1
— d4/{3 —ik(z—2’y
Z/ ‘ k2 —m2 + ic
= Gr(z—2) (B.16)

Notar que as condigoes na fronteira mistas conduzem ao propagador de Feynman.
Podemos portanto finalmente escrever o kernel normal da matriz S na presenca da
fonte J,

SN(zp, 2|, = el 47 H@ou(@) o=} [ dadia! J@)GEa=a)I() (B.17)

Para se obter o operador S substituimos ¢, por ¢, e fazemos o ordenamento normal,
isto é
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S(](J) —. ez’fd4m J(x)dop () . e*é fd4md4m’ J(2)G% (z—2")J (z') (B18)
Como o funcional gerador das fungoes de green é (0].Sy(/)|0) obtemos imediatamente
Zo(J) _ 6—%fd4md4x’J(x)G’9,(x—J:’)J(m’) (Blg)

Este resultado permite resolver o problema de qualquer potencial V(x). De facto é
facil de mostrar que no caso geral os kernéis estao relacionadoss por

SN = exp [—i / dizV (l 5?@;))1 SN, (B.20)
¢ 0 operador S ¢
S =: ef I @bor(@) oy, [—i / dzV (Z 5 j (x)ﬂ Zo(D)];—0 (B.21)
ou seja
Z(J) = exp l—i/d‘*x v <¢5J5(x)ﬂ Zo(J) (B.22)

Zo(J) — ef%fd‘lmd‘l:v’ J(2)G% (z—a")J (2) (B23)

Estas expressoes permitem calcular qualquer fungao de green com as regras usuais
da teoria das perturbagoes. A quantificacao usando os integrais de caminho conduziu
aos mesmos resultados (em teoria das perturbagoes) que a quantificacdo candnica.
As expressoes para os funcionais geradores embora déem resultados perturbativos
duma forma imediata nao sao as mais uteis quando estamos interessados em en-
contrar resultados validos para além da teoria das perturbacoes. Para esses casos
(identidades de Ward, etc) é mais util ter uma expressdo formal em termos dum
integral de caminho. E isso que vamos agora estudar.

B.2 Representacao dos funcionais geradores por
integrais de caminho

O ponto de partida é a expressao para o kernel da matriz S,

SGzpz) = lim /D(z, 2) o3 [ AREhst )2kt )42 (k) 2 st)]

—ti,tf—00

exp {i /t;f at [ d [%(E(k,t)z(k,t) — 2k, )2k, 1))
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—w(R)E(k, )2 (k) — V(Z, z)} } (B.24)
com as condicoes na fronteira'

{ E(k,tf) = Ef(k;) eiwtf
(B.25)
2(k,t;) = (k) em ™t

Em vez das variaveis z(k,t) e Z(k,t) vamos introduzir os campos classicos ¢(Z,t) e
7(Z,t) definidos por

= /dk; {z(k,t) ei’;'er?(k:,t) e_ilg'f} (B.26)

(1) = —i / dk w(k) [=(k,t) €57 — 2k, t) 7] (B.27)

Estas férmulas sdo obviamente sugeridas pelas relagdes entre @, 7o, € a(k), a'(k)
expressas nas equacoes B.4 e B.5, s6 que aqui nao se trata de operadores mas sim de
campos classicos. Comecemos por escrever a ac¢ao em termos das novas variaveis,

/tjf dt/czk‘ [%(E(kﬁ,t)z(k‘,t) z(k,t)2(k, 1))
—w(k)zZ(k,t)z(k, t) — V(z,2)]
_/d3 / { (70 — 807T¢)—%7T2

]‘ 2 ]‘ 2 /2
—5(8k¢) —5m ¢~ — V(o) (B.28)

Introduzimos agora novas varidveis ¢, (Z,t) e m1(Z,t) definidas do modo seguinte

{ gb(f, t) = ¢as(fv t) + ¢1(fa t)
(B.29)
ﬂ-(fv t) = aO‘b(fv t) + ¢1(fv t)
onde
Guoin(T, 1) = / Ak [Zn(K) €7 + 2, (k) €] (B.30)
e
¢ds out /dk’ out ik~a: + Zout(k) e_ik.$:| (Bg]_)

IN2o hé restricdes em z(kt:) € z(k,ts).
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onde in =t — —oc0 e out =t — +00 com

(B.32)
Zin(k) = zi(k)

O campo ¢, tem portanto as condicoes fronteira apropriadas para o problema e
satisfaz a equacao de Klein-Gordon

(D + mz)gbas =0 (B33)

Escrevemos a accao nas novas variaveis

t 1 1 1 1
[t [ dt |5 mn - o) - 57 = 5(0u0)* — SmPet V(o)
- foul o]
v [ 7t {waogb _ %(wf + 21006 — (00)2) — %(Okgbas)Q - %(akgbl)z
—OppusOnr — %m%is - %m%% = m* Gty = V(9)
I
3. [ L, 1 2 1 o 1 2
+ [ d [T dt |~ 4 50060 + Aot + 5(0000)° — 5 (Dhe)
5 (001 — DDy — S — S — M Dy — V(0)
1 1 t
= /d3.'17 [580¢as¢as + 80¢as¢1 - §7T¢:| tj
+ / &P /t %f dt {—%w% + %é’mlé’“sbl - %mzaﬁ - V(eb)]
= /de [ao(bas(b - %80¢as¢as - %'ﬂ'(b:| :
+ / d*x /t %f dt {—%wf + %@(}518“(;51 — %m%pf - V(qs)] (B.34)

Vemos que no segundo termo as varidveis ¢, e m; estao separadas e m; aparece
quadraticamente. Isto permitira eliminar 7; como veremos no seguimento. Analise-
mos contudo primeiro o termo que tem as condigoes na fronteira. Usando as
defini¢oes de ¢,,, ¢ e ™ podemos escrever
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'L/dgx {aoébaséb - %80¢as¢as - %ﬂ'gb tj
. 1
= [k (= (0)2(k) = 5[k )2k ) + 2(0, 1) 2 (1)

0k, t7) = (k) €= = {300, ) = 2(k) €42 f.35)

Nesta expressao o primeiro termo da a passagem do kernel usual para o kernel
normal, o segundo cancela exactamente o termo na fronteira na defini¢ao inicial de
S(Zy, z;) e os ultimos tém que ser estudados em detalhe. Reunindo tudo até este
ponto a expressao do kernel normal da matriz S é

2

S (6a) = _ti%};rgoo/Da& T exp{——/dk[ (k,tg) — (k) e ')
+ (2, ts) — 2 (k) eiwti)zﬂ

exp {/dgx /tjf dt {—7‘(‘% + %6,@@%)1 — %ngb% — V(gb)] }B.36)

Esta expressao ja esta préxima do resultado final. Falta s6 mostrar que os termos
dentro da primeira exponencial tendem para zero quando —t;,t; — oco. Esta ¢ a
parte mais delicada do argumento. Vamos expo-lo por passos: i) Fungdes rapida-

mente decrescentes

Queremos que I(t) = [d3z 72(Z,t) seja integrdvel. Dizemos entao que funcoes
como 7 (,t) sdo rapidamente decrescentes (RD) quando [t| — oc.

i) Informacao sobre Zy ou(k,t) € 21 (k, 1)
Da definicao ¢ = ¢,s + ¢1 resultam as definigoes
2(k,t) = zi(k) e + 2z (k, t)

| (B.37)
2k, t) = Zp(k) €' + 7 (k, 1)

As condigbes na fronteira dizem-nos que z o (k, t) € 211, (k, ) sdo fungoes RD quando
t — +00 e t = —oo respectivamente, mas nao nos dizem nada sobre Z,;, € 2 out,
que sao precisamente os limites que precisamos.

iii) Informagao sobre os limites z; ou; € Z1.in

Informacao sobre os limites 2; . € Z1;, Obtém-se a partir do seguinte raciocinio,

mo= T — 0o
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- / di {[iw (k)2 (k,t) — oz(k, )] e *7

— liw(k)2(k, t) + doz(k, 1)] eim}

- / dk [Za(k,t) e + 2 (k, 1) 7] (B.38)

Para que m; seja do tipo RD quando |t| — oo também teremos que ter zy(k,t) e
Zo(k,t) RD nesses limites. Vejamos qual a informagao contida neste resultado.

ot — 400

Obtemos entao que a fungao

2o(k,t) = 0oz (k,t) +iw(k)z(k,t) (B.39)

é RD quando t — +o00. A informagao sobre Z3(k,t) nao tras nada de novo ja que
esta contida nas condigoes fronteiras. De facto

lim Zy(k,t) = lim [062(k,t) — iw(k)z(k, )]

t——+o00 t——+o00
= iw(k)Zp(k) €' 4+ 0% 0wk, 1)
—iw(k)Z (k) €t — i (k)Z 1 ou (k. 1)

= RD t— 4+ (B.40)

el — —00

A informacao contida nas condi¢oes na fronteira é
Zo(k,t) = 0oZ(k,t) — iw(k)Z(k,t) = RD t — —o0 (B.41)

iv) Demonstracdo que zy o € Z140 SG0 RD

Da definicao

gb(f? t) = ¢as + ¢1 (B42)

resulta

gb(f, t) = Qbas,in(fa t) + ¢1,in(f, t) t — —o0
(B.43)

O(T,1) = Gasont (T, 1) + Pr.ou(Trt) t — +00
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ou seja
{ Z(k,t) =z (k) €' + 2z, (k. ) t— —o0

2(k,t) = 2o (k) €7 + 21 g (K, 1) t — +00

Mas usando os resultados anteriores

Ooz(k,t) — dw(k)zZ(k,t) =RD t — —o00
= iw(R)Ea(k) € + ApZ ok, )
—iw(k)Zn (k) €' — iw(k)Z (k. t)
ou seja

Ziw(k,t) =RD  t— —o0

e igualmente

Z1out(k, t) = RD t — 400

Isto quer dizer que
{ $o1m=RD t— —0

(bl,out == RD t — +OO

isto é, assimptoticamente

¢ = ¢.s +RD

v) Resultado final

Estamos agora em condigoes de atacar o nosso problema. Temos
lim / dk [2(k, t;) — zp(k) €]
ti——o00 v f

~—  lim / dk [(Zu(k) = 25 (k) & + Z (k1))

ti——o00
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(B.44)

(B.45)

(B.46)

(B.47)

(B.48)

(B.49)

—  lim / dk [ (Zu(k) = Z5(k))* ¥ 42 (Z(k) — Z;(K)) €215 (k, 1)

ti——o00

+§?,in(k7 tz):|
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=0 (B.50)

Para o outro termo obter-se-ia 0 mesmo resultado. Chegamos portanto ao resultado

N (Pas) /D o, exp{——/d% 711}

xep i [ de[30,600 - st - vio) ) B51)

onde a integracao ¢ feita sobre os campos ¢ = ¢,, + ¢ com as condicoes fronteiras
apropriadas. Fazendo a integragao sobre m; obtemos ( a menos duma normalizacao)

N(0n) = [ Do) el telameroiniaivio)

_ / D(g) ¢ | lb@)-V @)=V (o) (B.52)
P=das+o1

Na presenca de fontes exteriores obtemos

(0w d) = [ Dlg) et Plele)- @ Vo (B.53)

Normalmente nao estamos interessados na matriz S mas no funcional gerador
das fungoes de Green. Por defini¢ao

2(J) = 5(du: )|

Obtemos portanto a expressao fundamental

o (B.54)

= [ D(@) ¢t el (B.55)

B.3 Sistemas com fermioes

O uso de variaveis de Grassmann permite escrever expressoes de integrais de caminho
para a matriz S e para o funcional gerador das funcoes de Green Z para este caso.
Nao vamos aqui repetir os calculos que fizémos para os sistemas de bosoes, mas antes
apresentar somente os resultados deixando as demonstragoes para os problemas.

O ponto de partida é a definicao do funcional gerador das funcoes de Green em
presenca das fontes exteriores fermiénicas. Este é dado por?

2Comparar com a definicdo do caso bosénico, equacdo 1.15.
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Zin.7) = O Texp i [ d'a ((@)ot) + T@n()| 10)  (356)

Entao as fungoes de Green

G* (21, yn) = (0] T(x1) -+ () (1) - - (yn) [0) (B.57)

sao dadas por

5z
Gan,...,yn:, - — — B.58
) = Gy i) ey )
onde as derivadas sao esquerdas, isto €
* [ aat) = vl)
on(x)
) / 4 — —
—— [ dydy)nly) = —(z B.59
sty | W) = <5 (5.59)
e por convencao a ordem da derivacao é a indicada, isto é
) )
: R B.60
Bt () (o0
Consideramos agora o lagrangeano de Dirac livre
£ =5 — my (B.61)

Pode-se mostrar (ver problema B.2) que o funcional gerador é neste caso dado por

Zoln, 7] = e~ J ety M@SE@—y)n(w) (B.62)

onde S%(z — y) é o propagador de Feynman para a teoria de Dirac livre, dado por

dp . i
O —ip-(z—y)
Sr(r =) / (2m)? p—m—tic

Seguindo métodos semelhantes ao do caso bosénico podemos também mostrar que
este funcional gerador pode ser representado pelo integral de caminho,

(B.63)

Zoln,m) = / D(¢, ) e &« [E@moin) (B.64)

Tendo o funcional gerador para a teoria livre podemos formalmente escrever o

funcional gerador para qualquer teoria fermiénica com interacgoes. Um exemplo é
dado no Problema B.4.
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Problemas Apéndice B

B.1 Mostre que as fungoes de Green

G* (21, yn) = (0| (1) -+ () (1) - -9 (yn) |0) (B.65)

sao dadas por

G (21, ..., Yn) (B.66)

~ i0n(yn) - - i0n(y1 )17 (w,) - - - i0m(x7)

B.2 Mostre que o funcional gerador das fungoes de Green para a teoria de Dirac
livre é dado por

Zoln. T = o [ dizdly 7(@)SY (z—y)n(y) (B.67)

B.3 Mostre que o funcional gerador das fungoes de Green para a teoria de Dirac
livre se pode representar pelo seguinte integral de caminho

ZO[naﬁ] _ /D(’QD,E) eifd‘lx [ﬁ(x)+W+En] (B68)
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B.4 Considere o lagrangiano seguinte,

— () (x)6() (B.69)
que descreve a interaccao dum campo de Dirac com um campo escalar. a)
Mostre que
) ) )
2.7, ) =exp { —ig [d'e (=) () (=) b Zoln,T B.
)= {ia [t (2-) () (55)} alnnsr @0
onde
Zo[n, 7, J] = o J dtedy[Ti(@)Sp (2 —y)n(u)+ 5T (@) Ap(@—y) I ()] (B.71)

e Ar é o propagador livre do campo escalar.

b) Mostre que Z[n, 7, J] se pode exprimir por meio do integral de caminho

2,7, 9] = [ D(w, B, ¢) ¢! Holee e (B.72)



