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Capitulo 1

Quantificacao dos Campos Livres

1.1 Formalismo Geral

1.1.1 Quantificacao candnica para particulas

Antes de expormos a quantificacao canodnica de sistemas com um ntmero infinito de
graus de liberdade, como sao os campos, vamos recordar brevemente a quantificagao
para sistemas de particulas.

Comecemos por um sistema duma sé particula com um grau de liberdade, como
por exemplo, o movimento de uma particula a uma dimensao. As equacoes de
movimento classicas sao obtidas a partir da accao

s— [ atLig,q) . (1.1)

t1

A condigao 65 = 0 da as equagoes de Euler-Lagrange

— =) (1.2)

que sao as equacoes do movimento.
Para se proceder a quantificacao é conveniente passar primeiro para a formulacao
Hamiltoniana. Comecamos por definir o momento p conjugado da coordenada ¢ por

0L
= 1.3
P= 5 (1.3)
Entao introduzimos o Hamiltoniano pela transformagao da Legendre
H(p,q) = pq— L(q,q) (1.4)

Em termos de H as equagoes de movimento sao
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OH
H = — =
{H,q}pp ap q
OH
H . 1.5
{H,p}rs 4 p (1.5)
onde o paréntesis de Poisson é definido por
fdg 0f g
=== 1.6
{f(p.4),9(p,a)}rp 9p 9 94 9 (1.6)
satisfazendo, obviamente
{p.atre=1. (1.7)

A quantificacdo efectua-se passando p e ¢ a serem operadores hermiticos que em
vez de satisfazerem a Eq. (1.7) obedecem a rela¢ao de comutagao (h = 1)

[p.q] = —i (1.8)

que é trivialmente verificada na representacao das coordenadas onde p = —ia—. A
q
dinamica é dada pela equagao de Schrodinger
.0
H(p, a) [¥s(t)) = i |¥s(t)) (1.9)

Conhecido o estado em ¢t = 0, |Vg(0)), a Eq. (1.9) determina completamente o
estado |W4()) e portanto o valor de qualquer observével fisica. Esta descrigao onde
os estados dependem do tempo e os operadores nao, € conhecida pela representacao
de Schrodinger.

Existe uma descricao alternativa, onde a dependéncia no tempo passa para os
operadores e os estados sao independentes do tempo. E a chamada representacao
de Heisenberg. Para a definirmos integramos formalmente a Eq. (1.9). Obtemos

[Ts(t)) = e [Ws(0)) = e [ W) . (1.10)

O estado na representagdo de Heisenberg, |Vy) é definido como o estado na
representacao de Schrodinger para t = 0. O operador unitrio e~*?* permite passar
duma representagao para outra. Se definirmos os operadores na representacao de
Heisenberg por

Op(t) = etOge "t (1.11)

entao os elementos de matriz sao independentes da representacao. De facto

(Us(1)|Os|Ws(t)) = (Ws(0)|e™ Oge M Ws(0))
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= (UylOx(t)|¥Yy) . (1.12)
A evolugao no tempo do operador Og(t) é dada pela equagao

dOy(t) 00y
dt ot
que se obtém facilmente da Eq. (1.11). O dltimo termo na Eq. (1.13) s6 esta presente
se Op depender do tempo explicitamente.

Na teoria nao relativista a diferenca é muito pequena se trabalharmos com
fungoes préprias da energia. Se v,(q,t) = e “rtu,(q) for a fungio de onda de
Schrodinger entao a fungao de onda de Heisenberg é simplesmente u,(q). No caso
da teoria relativista a representacao de Heisenberg é mais conveniente pois é mais
facil descrever a evolugao dos operadores do que dos estados. Também a covariancia
de Lorentz é mais facilmente obtida na representacao de Heisenberg, pois o tempo
e as coordenadas passam a estar juntas nos operadores de campo.

Na representacao de Heisenberg a relacao de comutagao fundamental é agora

— i[H, Oy (t)] + (1.13)

[p(t), q(t)] = —i (1.14)
A dinamica é agora dada por

WO i)+ U i g (1.15)

Repare-se que nesta representagao as equacoes fundamentais sao semelhantes as
equagoes classicas com a substituigao

{.}rp =[] (1.16)

No caso dum sistema com n graus de liberdade as Egs. (1.14) e (1.15) sdo gen-
eralizadas para

[pi(t), 4; ()] = —idy; (1.17)
[pi(t), p; ()] = 0 (1.18)
[q:(t),q;(t)] =0 (1.19)
Pz’(t) = i[Ha pz’(t)] ) qz‘@) = i[H7 Qi(t)] (1-20)

Porque é um exemplo importante, vamos ver o caso do oscilador harménico. O
Hamiltoniano é
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1
H = 5(p* + wid®) (1.21)

As equagoes de movimento sao

p=1i[H,p] = —wiq
G=ilH,ql=p={+wjg=0 (1.22)

E conveniente introduzir os operadores

L (woq + p) ; 0 = —— (o — iD) (1.23)
a= W ip) ; a' = Woq — 1 )
\/m 0q P) ; \/m 0q p
As equacoes de movimento para a e al sdo muito simples
a(t) = —iwpa(t) e al(t) = iwea’(t) (1.24)
que tém como solucoes
a(t) = age™™ ; al(t) = afe™! (1.25)
e que obedecem as relacoes de comutacao
la,a'] = [ag,af] =1 (1.26)
[a’a (l] = [a’Oa a’O] =0 (127)
[a',a'] = [ah, a] = 0 (1.28)
Em termos de a,a’ o Hamiltoniano é
bt h_L ot t
H = 3 wo(a'a + aa’ = 3 wolabao + apay)
+ 1
= Weayap + 5 Wo (129)
onde se usou
[H,ao) = —woao ; [H,al] = woal, (1.30)

Vemos que aq desce a energia dum estado da quantidade wy e a(T) sobe a energia
dessa mesma quantidade. Como o Hamiltoniano é uma soma de quadrados nao deve
ter valores préprios negativos. Entao deve haver um estado base, |0), definido por

ag|0) = 0 (1.31)
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Um estado |n) é obtido por aplicacao de (a%)n. Se definirmos

) = —= ()" 0 (1.32)

entao
(m|n) = bmn (1.33)
Hn) = (n + %) wo |n) (1.34)

Veremos na teoria quantica dos campos, que os equivalentes de ag e ag serao os

operadores de destruicao e criacao de particulas.

1.1.2 Quantificacao candnica para campos

Passemos agora a sistemas com um nimero infinito de graus de liberdade. Especi-
ficar o estado do sistema é agora dar para todos os pontos do espago-tempo um
nimero (ou mais, se ndo se tratar dum escalar). Os equivalentes das coordenadas
¢i(t) e das velocidades, ¢;, sdo aqui os campos ¢(Z,t) e as suas derivadas O p(Z,t).
A accao é

S = /d%ﬁ(gp,@“(p) (1.35)

onde a densidade Lagrangeana £ é um funcional dos campos ¢ e das suas derivadas
O*p. Consideremos somente sistemas fechados para os quais £ nao depende ex-
plicitamente das coordenadas z* (a energia e o momento linear sdo assim conser-
vados). Para simplificar consideramos sistemas descritos por n campos escalares
or(z),7=1,2,---n. A estacionaridade de acgao, 6 = 0, conduz entao as equagoes
de movimento, chamadas equacoes de Euler-Lagrange

5 oL oL
Ma(au‘:or) ot

Para o caso dos campos escalares reais livres que estamos a considerar é facil de
ver que a densidade Lagrangeana ¢

0 r=1,---n (1.36)

"orl 1
L= Z [iﬁ“goraugor — §m2<pr<pr (1.37)
r=1
sendo as equagoes de movimento, as equagoes de Klein- Gordon

@+mAe, =0 ; r=1,---n (1.38)
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Para definir as regras da quantificacao canénica temos que passar para o formal-
ismo Hamiltoniano, em particular precisamos de definir o momento m(z) conjugado
do campo @(z). Para se fazer uma analogia como os sistemas com n graus de
liberdade, dividamos o espago 3-dimensional em elementos de volume AV;. Assim
introduzimos a coordenada ¢;(t) como a média de ¢(Z,t) no elemento de volume
AV, ou seja

1
i(t) = dPrp(T,t 1.39
eilt) =57 [, drelE) (1.39)
e também
() = 7 [ () (1.40)
i\l) = rpolT, .
v AV, Javy © Y
Entao
L= /d?’xﬁ S AVZ (1.41)
Assim o momento candnico é
oL oL,
pi(t) = 5= = AVig— = AVim(t 1.42
R0 R T R 42
e o Hamiltoniano
H =3 pipi — L= AVi(mipi — L;) (1.43)
Passando a notacao continua definimos o momento conjugado
m(7,1) = 0L, ¢) (1.44)
9 (T, 1)

tal forma que o seu valor médio em AV é m;(t) definido na Eq. (1.42). A Eq. (1.43)
sugere que se introduza uma densidade Hamiltoniana tal que

H = /d%% (1.45)

H = mp—-L (1.46)

Para definir as regras de quantificacao candnica, usamos primeiro as coordenadas
©i(t) e os momentos conjugados p;(t). Temos

[pi(t), p;(t)] = —idy;
[p(t), @;(t)] = 0
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[pi(1), p; ()] = 0 (1.47)
Em termos do momento 7;(t) temos

(0. 4(0)] = i (1.48)

Passando para o limite continuo, AV; — 0, obtemos

m(Z, 1), p(&,1)] = —id(& — &) (1.49)

Estas relagoes sao a base da teoria quantica. Para o caso de n campos escalares,
a generalizacao é:

(70, (Z, 1), s (T, 1)] = —16,50(Z — T) (1.50)

onde

oL
rt) = —— 1.51
ﬂr(xa ) &pr(f,t) ( 5 )
e o Hamiltoniano é

H= /d%% (1.52)

onde
H=> mmp —L (1.53)

r=1

1.1.3 Simetrias e Leis de Conservacao

O formalismo Lagrangeano fornece um método poderoso para relacionar simetrias
com leis de conservacao. Ao nivel do teoria cldssica o resultado fundamental é o
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Teorema de Noether

A cada transformacao continua de simetria que deiza L e as equagoes do
movimento invariante, corresponde uma lei de conserva¢ao.

Dem:

Em vez de demonstrar o teorema para todos os casos, vamos ver as leis de
conservacao que emergem em trés casos importantes

i) Translagoes
Consideremos uma translagao infinitesimal
't =gt et (1.54)

Entao

SL=L —L=c'—— (1.55)

e L' conduz as mesmas equagoes de movimento que L, porque diferem por uma
4-divergéncia. Se L for invariante para translagoes entio a Eq. (1.55) diz-nos
que nao pode ter dependéncia explicita nas coordenadas x*. Entdo

oL oL

T

onde usamos as equagoes do movimento, isto € a Eq. (1.86). Igualando as
Eqs. (1.55) e (1.56) e usando o facto de que " ¢ arbitrdrio obtemos

0, T" =0 (1.57)
onde TH ¢ o tensor energia-momento definido por

oL
T = —g" L+ Way ©r (1.58)
r HYT

Usando estas relagoes podemos definir as quantidades conservadas

pr = / BT
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dpP*

Notando que T = H ¢ fdcil de ver que P* € o j-vector momento. Assim a
muariancia para translacoes conduz a conservacao do 4-momento.

i1) Transformagoes de Lorentz

Sejam as transformagoes de Lorentz infinitesimais

ot =t + W, ¥ (1.60)

Como vimos, para o caso da equagao de Dirac, a transformagao (1.60) é acom-
panhada por uma transformacao dos campos

(') = Sra(w)ps() (1.61)

Para o caso de campos escalares S,; = 0,5 € para spinores vimos que S,s =
Ors + %[”yﬂ, Yolrsw . Em geral a variagdo de @, provém de dois efeitos. Temos

dpr(z) = S e)ps(r) — or()

1
= —gWap {(;1:0‘85 — 279)6,s + Effﬂ Vs (1.62)
onde definimos
1
Sps(w) = 0y + éwaﬁzgf : (1.63)
Entao
oL
6L = —wPr,05L =0 [75%] 1.64
B I a(autpr) ( )
0 que da
O, M =0 (1.65)
com
M#PeB — goqmb _ ghue 4 »B e, 1.66
90, oo

O momento angular conservado é entao
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Mo — / BaMOP = / &Pz [xaToﬁ — 2T+ 5o, (1.67)
com
dM*?
=0 1.68
yr (1.68)

iii) Simetrias internas

Se admitirmos que o Lagrangeano € invariante para uma transformagao de
simetria interna

dop () = —ieAsps() (1.69)

entao facilmente podemos mostrar que (ver Problema 1.2)

oJ" =0
oL
= —l—————— A5 s 1.70
O(Ouer) (L70)
0 que conduz a carga conservada
d
Q) = —i/dgxm)\rs@s ; d—c’f =0 (1.71)

Estas relacoes entre simetrias e leis de conservacao foram deduzidas para a teoria
classica. Vejamos agora o que se passa quando quantificamos a teoria. Na teoria
quantica os campos ¢, (z) tornam-se operadores actuando no espago de Hilbert dos
estados. Aos observaveis fisicas estao relacionadas com elementos de matriz destes
operadores. Devemos portanto exigir covariancia de Lorentz a esses elementos de
matriz. Isso faz com que os operadores tenham que obedecer a certos requisitos.

O que isto quer dizer é que a correspondéncia da relacao entre os campos cldssicos

o (x) = Srs(a)ps(z) (1.72)

deve ser feita, na teoria quantica, por

([0 (2/)|)) = Sya(a) (Rulps ()| @5) (1.73)

Deve existir uma transformagcao unitaria U(a,b) que deve relacionar os estados
nos dois referenciais de inércia,

1) = Ula, b) |®) (1.74)
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onde a*, e b* sao definidos por

" =a, 2" + 0 (1.75)

Usando a Eq. (1.74) na Eq. (1.73) obtemos que os operadores do campo devem
transformarem-se de acordo com

U(a, b)g,(x)U " (a,0) = S,V (a)ps(azx +b) (1.76)

Vejamos as consequéncias desta relacdo para as translagoes e transformacoes de
Lorentz. Consideremos primeiro as translagoes. A Eq. (1.76) escreve-se entao

Ub)er(2)U(b) = ¢r( +) (1.77)

Para deslocamentos elementares poderemos escrever

Ule) = P ~ 1 +ig, PH (1.78)

onde P é um operador hermitico. Entao a Eq. (1.77) reduz-se a

i[PM,QOT(l‘)] = a“@r(x) (179)

A correspondéncia com a mecanica classica e a teoria quantica nao relativista
sugere que identifiquemos P* com o 4-vector momento, isto é, P* = P* onde P* foi
definido na Eq. (1.59) .

Como temos uma expressao explicita para P* e sabemos as relagoes de comutacao
da teoria, a Eq. (1.79) torna-se um constrangimento adicional que a teoria tem que
verificar para ser invariante para translacoes. Veremos explicitamente que isso é
verdade para as teorias em que estamos interessados.

Para as transformagoes de Lorentz z'* = at, x” escrevemos para uma trans-
formacao infinitesimal

a', = g" 4+ w", + O(w?) (1.80)

e portanto
)
Ulw)=1- éwﬂ,,/\/l‘“’ (1.81)
Entao obtemos da Eq. (1.76) o constrangimento

iM* o (2)] = 20" o, — 2O p,. + Y py(x) (1.82)

Mais uma vez a correspondéncia cldssica leva-nos a identificar M* = M#* onde o
momento angular M* é definido pela Eq. (1.68). Para cada teoria teremos que ver-
ificar a Eq. (1.82) para que a teoria seja invariante para transformacgoes de Lorentz.
Veremos que isso é verdade para os casos de interesse.
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1.2 Quantificacao dos campos escalares

1.2.1 O campo escalar real

O campo escalar real descrito pela densidade Lagrangeana

1 1
L= 58“@@@ - §m2<p<p (1.83)

a que corresponde a equagao de Klein-Gordon

@+mHp=0 (1.84)

é o exemplo de campo mais simples e de facto ja foi usado para introduzir o formal-
ismo geral. Recapitulando, o momento conjugado é

_ 95 _ 1.
05 ¢ (1.85)

™

e as relagoes de comutacao sao

[p(Z,1), (7', 1)] = [r(Z,¢), (2", )] = O
(7, 1), o(&,1)] = —id (@ — ) (1.86)

O Hamiltoniano é dado por
H = P'= / dPaH

= /d?’:v

1 2 1 2 1 2 2
[ C()O +-m (%2 1.87

e o momento linear por

P=— /dgymrﬁgo (1.88)

Usando as Egs. (1.87) e (1.88) é trivial verificar que

i[P*, o] = O (1.89)

demonstrando assim a invariancia da teoria para transformacoes. Do mesmo modo
se pode verificar a invariancia da teoria para translagoes de Lorentz, Eq. (1.82), com
¥ = 0 (spin zero).

Para definirmos os estados da teoria é conveniente termos os estados proprios da
energia e momento. Para os construirmos comecemos por fazer uma decomposi¢ao
de Fourier de ¢(Z,t) em ondas planas:
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- / dk [a(k)e™* + af (k)e™] (1.90)

onde

Bk —

¢ a medida invariante de Lorentz. Como na teoria quantica ¢ é um operador,
também a(k) e af (k) serdo operadores. Como ¢ é real af (k) é o conjugado hermitico
de a(k). Para determinarmos as suas relagoes de comutagao, comecemos por resolver
a Eq. (1.90) em ordem a a(k) e af(k). Usando as propriedades usuais das funcoes
delta, obtemos

k) = i/d?’xeik'mgo(p(x)

at(k) = —i / Bre=* o (z) (1.92)
onde se introduziu
ob  Oa
aob = a— 5~ B! (1.93)

O segundo membro da Eq. (1.92) é independente do tempo como pode ser verificado
explicitamente (ver Problema 1.3). Esta observagao é importante porque podemos
escolher tempos iguais para calcularmos as relagoes de comutagao. Obtemos

a(k),a!(K)] = [ &z [dy [ Bop(@ 1), e = Boel7, 1))

= (2m)%2wid(k — K) (1.94)

la(k), (k)] = [a'(k), a' (k)] = 0 (1.95)

Vemos assim, que & parte uma pequena diferenca na normalizacio, a(k) e a(k)
devem ser interpretados como operadores de destruicao e criacao de estados de 4-
momento k*. Para mostrar isto é facil de ver que

H = % [ o [t (B)a(k) + a(k)a (1) (1.96)

gl
Il

%/C’% F [al (k)a(k) + a(k)al (k)] (1.97)
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Usando estas formas pode-se mostrar que

[P* al (k)] = k'a' (k) (1.98)
[P* a(k)] = —k"a(k) (1.99)

mostrando que de facto a'(k) adiciona 4-momento k* e a(k) destréi 4-momento
kE*. Que a quantificacao tenha produzido uma infinidade de osciladores nao deve
constituir uma surpresa. De facto os a(k),a’(k) correspondem & quantificacao dos
modos normais do campo de Klein-Gordon cléssico.

Por analogia com o caso do oscilador harmonico, estamos agora em posi¢ao de
encontrar os estados préprios de H. Comecemos por definir o estado base, que em
teoria dos campos se chama vacuo. Por analogia com o caso do oscilador harmoénico
temos

a(k)0), =0 ; Vi (1.100)
Entao o vacuo, que designaremos por |0), serd simbolicamente dado por

0) =TT, [0), (1.101)

e admitimos que estd normalizado, isto é (0|0) = 1. Ao calcularmos a energia do

vacuo temos imediatamente o primeiro problema com infinitos em Teoria Quantica
dos Campos (TQC). De facto

(O|H|0) — % [ o (0] [af (B)a(k) + a(k)a (8)] 0)
- %/Eﬁwk (0] [a(k), ' (k)] 10)
— %/(275)373];% wi(2m)32w,6) (0)
= 5 [k w0 = o (1.102)

Este infinito pode ser compreendido como a soma das energias do ponto zero.
No caso discreto seria >, %wk = 00. Este infinito é removido facilmente. Para isso
notemos que s6 medimos energia em relacao ao vacuo e essas serao finitas. Assim
podemos definir a energia ao vacuo como sendo zero. Matematicamente isto é feito
do modo seguinte. Definimos um novo operador Pk, por

pL, = % [ o (B)a(h) + a(k)at ()]
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_% [ i k(0] [0l (B)a(k) + a(k)a (1)) [0)
_ /gﬁ€ ktat (k)a(k) (1.103)

Agora (0|P% 5 10) = 0. O ordenamento dos operadores em que os operadores de
destruicao aparecem a direita das de criacao chama-se ordenamento normal e a
notacgao usual é:

1

: §(aT(k)a(k;) +a(k)a'(k)) := a'(k)a(k) (1.104)

Portanto remover a energia e momento infinitos do vacuo corresponde a escolher os
nossos operadores com ordenamento normal. E o que faremos sempre no seguimento,
nao mais escrevendo " N.O.” para o indicar.

Uma vez escolhido o vacuo podemos construir os estados por aplicacao dos oper-
adores de criagao af(k). Tal como no caso do oscilador harménico podemos definir
o operador nimero

N = / dk a' (k)a(k) (1.105)

E f4cil de ver que N comuta com H pelo que os estados proprios de H também o
sao de N. Poderiamos pensar que o estado de uma particula com 4- momento k*
seria dado por a'(k) |0). De facto temos

Prat(k)[0) = / ik K" at (K )a(K')a' (k) 0)
— / BH KPS (E — Kal (k) [0)

= kMal(k)|0) (1.106)

Na'(k) |0) = a' (k) |0) (1.107)

De modo semelhante o estado af(k;)...af(k,)|0) seria um estado com n particulas.
Contudo os estados do tipo acabados de definir tém um problema pois nao sao
normalizaveis, nao podendo assim constituir uma base para o espago de Hilbert
(chamado neste caso espago de Fock). Este é o problema com estados de 4-momento
perfeitamente bem definido como por exemplo as ondas planas. Pode ser resolvido
formando grupos de onda

1) = A / dkC(k)at (k) 0) (1.108)

Entao
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(11) = A?/Eﬁgl{ﬁ@c*(kl)c*(@) (Ola(ky)a’ (k2)|0)
- )\Q/EZHC(k)\? —1 (1.109)
ou seja

A= (/&% \C(k;)|2)_1/2 (1.110)

desde que C'(k) seja de quadrado integravel. Se (k) for sé diferente de zero na
vizinhanca dum certo 4-momento k*, o estado terda um 4-momento bem definido.

Uma base para o espaco de Fock pode ser construida a partir dos estados de n -
particulas normalizadas

N N ~1/2

/Eﬁfl o dknCkr, - - kn)at (k1) - - at (k) 0) (1.111)

que satisfazem
(nlny =1 (1.112)
Nn) =n|n) (1.113)

Devido & comutatividade dos operadores a'(k) na Eq. (1.111) as funcoes C'(ky - - - ky,)
sao simétricas isto é

Cloe ki kg o) =C(kye ki) (1.114)

Isto mostra que os quanta que emergem da quantificacao canodnica escalar real obe-
decem a estatistica de Bose-Einstein. Esta interpretacao em termos de particulas,
com os seus operadores de criacao e destruicao que resulta da quantificacao candnica
é designada por sequnda quantificacao.

1.2.2 Causalidade Microscopica

Classicamente o campo pode ser medido com precisao arbitraria. Quanticamente
varios problemas se poem. O primeiro é que o importante sao os elementos de matriz
e nao os campos que agora sao operadores. Independentemente desta questao, sé



1.2. Quantificacao dos campos escalares 21

devera ser possivel falar de medida de ¢ em dois pontos = e y do espaco-tempo se
[o(x), p(y)] se anular. Vejamos em que condigbes isso se passa.

[p(2), 0(y)] = /6%16%2 {[a(kl), aT(k‘Q)} e thratikey | [CLT(k‘l), a(kh)] eik1$—ik2~y}
= /g];-l (eik‘l'(mfy) _ eikl-(:vfy))

= iA(x —vy) (1.115)

A funcao A(z — y) é invariante de Lorentz e satisfaz as relagoes

(O, +m*)A(z —y) =0 (1.116)
Alx —y)=—-Ay — z) (1.117)
A(Z —13,0)=0 (1.118)

A ltima relagao assegura que o comutador dos dois campos a tempos iguais se
anula. A invariancia de Lorentz assegura entao que

Alr—y)=0 ; V(r—9)*<0 (1.119)

Isto quer dizer que em dois pontos que nao podem ser ligados por um sinal de
luz ou por qualquer meio fisico, isto é (z — y)? < 0, os campos, se interpretados
como observaveis fisicos, podem ser medidos independentemente um do outro. Este
resultado é conhecido como Causalidade Microscopica. Notemos ainda que

PA(x —y)|pomy = —0*(T — 7)) (1.120)

o que assegura a relagdo de comutagao canénica, Eq. (1.86).

1.2.3 Flutuagoes do vacuo

E um resultado bem conhecido da Mecanica Quantica que para um oscilador har-
monico a coordenada nao é bem definida para os estados de energia, isto é

(nlg’In) > ((nlgln))* =0 (1121)

A teoria quantica, sendo um conjunto oo de osciladores também tem este compor-
tamento, isto €,

{Ole(x)e(y)[0) # 0 (1.122)
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embora

(0le(x)]0) =0 (1.123)
Podemos calcular a Eq. (1.122).

Olp@)e(w)|0) = [ dhadhze™ ™= (0la(ky)a! (k2)[0)
/ ke @) = A, (z — ) (1.124)

A funcdo A (x — y) corresponde a parte de frequéncias positivas de A(x — y), dai
o indice +. Quando y — x esta expressao é quadraticamente divergente

(0/%(x)]0) = /dk: @k (1.125)
7 ) (2n)32wy, '

Esta divergéncia nao pode ser eliminada como o ponto zero da energia. De facto
as flutuacoes do vacuo tém consequéncias observaveis como por exemplo o desloca-
mento de Lamb. Podemos ficar menos preocupados com o resultado da Eq. (1.125)
se notarmos que para medirmos o quadrado do operador ¢ no ponto z precisamos
de frequéncias arbitrariamente grandes e portanto da energia infinita. Fisicamente
sO produtos de campos considerados em média numa regiao do espaco tempo finita
tém significado.

1.2.4 O campo escalar carregado

A descricdo em termos de campos reais nao permite a distincao entre particulas e
antiparticulas. So6 se aplica portanto aos casos em que nao hé distingao, um exemplo
sendo o 7°. Para o caso mais usual das particulas serem distintas das antiparticulas é
necessario alguma carga (eléctrica ou outra) que os distinga. Para isso necessitamos
de campos complexos como por exemplo na prescricao minima.

A teoria do campo escalar complexo obtém-se facilmente a partir de dois campos
reais ¢; e o com a mesma massa. Se designarmos por ¢ a quantidade complexa

V1 + s
—r- _ r= 1.126
V2 ( )
entao
L= L(p1) + L(p2) =1 0" 00, — mPpTp (1.127)

que conduz as equagcoes de movimento

@+m*)e=0; (@+mAp' =0 (1.128)



1.2. Quantificacao dos campos escalares 23

A teoria dada pela Eq. (1.127) tem ao nivel cldssico uma corrente conservada, 9,J" =
0 com

Jr =il (1.129)
Assim esperamos que ao nivel quantico a carga @)
Q:/di”x:z‘(@w—gﬁ@): (1.130)

seja conservada, isto é, [H, Q)] = 0. Para mostrarmos isso temos que saber as relagoes
de comutagdo. A definicao da Eq. (1.126) e as relagoes de comutagao para p; e @
permitem concluir as seguintes relacoes para ¢ e ¢

[o(2), ()] = [¢" (), ¢ (y)] = 0 (1.131)

[o(x), ¢ (y)] = iA(z —y) (1.132)

[m(Z, 1), 0(.0)] = [7'(Z, 1), " (7. )] = —id*(& — 7) (1.133)

onde

r=¢ ; wl=¢ (1.134)

p(x) = [ dk |as(k)e ™ +a (k)e™]
W(Jf) = [ dk [CL?(k)efik.x_i_ajr(k)eik-m} (1.135)

onde a defini¢ao de aL(k) é

ar(k) £iay(k) i _ al (k) F ial (k)
V2 L V2

A algebra dos operadores a4 ¢é facilmente obtida a partir de algebra dos a;s.
Obtemos para os comutadores que nao se anulam:

ax(k) = (1.136)

la (k). @l (K)] = [a_(k), al (K)] = (27)* 2,0 (F — F') (1.137)

permitindo portanto a identificacao de ay e ai como operadores de destruicao e
criacao para quanta do tipo + e de um modo semelhante para os quanta do tipo —.
Podemos construir os operadores niimero para os quanta + e —:
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Ny = / dk al.(k)as (k) (1.138)
E facil de verificar que
N, +N_ =N, + N, (1.139)
onde
N, = / dk al (k)as(k) (1.140)

Em termos dos operadores + e — o operados energia-momento é

pr = / dk K [al, (k)ay (k) + o' (k)a_ (k)] (1.141)

onde ja se considerou a ordenagao normal. Usando a decomposicao da Eq. (1.135)
a carga () escreve-se

- N, - N_ (1.142)
Usando as relagoes (1.137) é facil de mostrar que

[H,Q] =0 (1.143)

mostrando que @) é conservada. A Eq. (1.142) permite interpretar os quanta -+
como tendo carga +1 e os quanta — carga —1. Enquanto nao forem introduzidas
interaccoes a teoria é simétrica, nao sendo possivel distinguir entre os dois tipos de
quanta. Das relagoes de comutagao (1.137) resulta

[P*,al (k)] = Kal, (k)
Q. al, (k)] = +al (k) (1.144)

mostrando assim que ai(k:) cria um quanta com 4-momento k* e carga +. Do mesmo
modo se mostrar que a' cria um quanta de carga — e que a4 (k) destroem quantas

de carga + e — respectivamente.
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1.2.5 O produto ordenado no tempo e o propagador de
Feynman

O operador ¢! cria uma particula de carga +1 ou destréi uma particula de carga —1.
Em qualquer dos casos adiciona uma carga total +1. De modo semelhante ¢ destroi
uma unidade de carga. Formemos um estado de 1— particula (ndo normalizada) de
carga +1 por aplicacao de ¢ no vécuo:

W (7)) = o1 (&,1)]0) (1.145)

A amplitude para o estado |W,) se propagar para o futuro para o ponto (#,t') com
t' >t é dada por

O — 1) (U (7', 1) W (7, 1)) = 0 — 1) (Ol (', 1) (7, 1)[0) (1.146)

Se em ' (Z, ) |0) somente o operador a!, (k) é activo, em (0] ¢(&, ') 0 mesmo acon-
tece s6 com a4 (k). Portanto a Eq. (1.146) é o elemento da matriz para criar um
quanta de carga +1 em (Z,t) e reabsorvé-lo pelo vacuo em (27,t') com t' > ¢.

Existe uma outra maneira de aumentar a carga por +1 em (f} e diminui-la por
—1 em (Z',t'). Basta para isso criar um quanta de carga menos em &’ no instante ¢’
e propaga-lo para & onda é absorvida no instante ¢t > t’. A amplitude é entao

0t —t') (U_ (%, 1)|W_ (27, 1)) = (0l¢" (& t)o(a",1)|0) O(t — ¥') (1.147)

A soma das duas amplitudes das Egs. (1.146) e (1.147) é o chamado propagador
de Feynman. Pode ser escrito duma forma mais compacta introduzido o produto
ordenado no tempo. Dados dois operadores a(z) e b(z') define-se o produto ordenado
no tempo 7T’

Ta(x)b(x") = 0(t — t')a(x)b(x") + 0(t' — t)b(z")a(x) (1.148)

Nesta prescricao os tempos mais antigos estao sempre a direita dos mais recentes.
Pode-se aplicar a um ntimero arbitrario de operadores. Com esta defini¢ao, o propa-
gador de Feynman é

Ap(a' = x) = (0|Te(2) ¢! ()]0) (1.149)

Usando a decomposicao de ¢ e ¢! podemos calcular Ap (para campos livres,
claro)

Ap(x' — x) /dk Ot —t)e F =D L gt — t’)e"k'(m,’x)} (1.150)
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Am K°

g Re K°

Figura 1.1:
d4k v —ik-(2'—x
- / (2m)* K2 —m? +ic o (1.151)
d*k —ik-(z'—x
= /WAF(k)e k(@' ~a) (1.152)
onde
Ap(k)= — (1.153)

k2 —m?2 + e

Ap(k) é o propagador no espago dos momentos (transformada de Fourier). A
equivaléncia entre a Eq. (1.151) e a Eq. (1.150) faz-se fazendo a integragao no plano
complexo k° e usando o teorema dos residuos. O contorno é definido pela prescricao
ie conforme estd indicado na Fig. (1.1). Aplicando o operador (O, +m?) a Ap(2'—x)
em qualquer das formas da Eq. (1.150) podemos mostrar que

(O, +m*)Ap(2) — x) = —is* (2' — x) (1.154)

isto é, Ap(2' —x) é a fungao de Green da equagao de Klein-Gordon com as condigoes
fronteira de Feynman.

Na presenca de interacgoes o propagador de Feynman deixa de ter a forma simples
da Eq. (1.150). Contudo o propagador livre, Eq. (1.150), desempenhard um papel
fundamental em teoria das perturbacoes.

1.3 Segunda quantificacao do campo de Dirac

Vamos agora aplicar o formalismo da segunda quantificacao ao campo de Dirac.
Como veremos se alguma coisa terd que ser alterada porque senao seriamos con-
duzidos a particulas obedecendo a estatistica de Bose enquanto sabemos que os
electroes obedecem a estatistica de Fermi.
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1.3.1 O formalismo candénico para o campo de Dirac

A densidade Lagrangeana que conduz a equacao de Dirac é
L = ipy" 9, — mapi (1.155)
O momento conjugado a v, é
Dta

enquanto que o momento conjugado a 1!, é zero. A densidade Hamiltoniana é entao

Ta

i) (1.156)

67

H=mp— L=l (—id -V + fm) (1.157)

A invariancia para translagoes e para transformagoes de Lorentz de £ conduz aos
tensores TH e M**. Usando 6bvias generalizacoes das férmulas das Eqgs. (1.58) e
(1.66) obtemos

T = ipy" 0" (1.158)
e
M = gy (2O — 220 + o) (1.159)
onde
VA 1 v oA
o =107 (1.160)
O 4-momento P* e o momento angular M** sio entdo
Pt = /dgszO"
M = /d?’:cMOVA (1.161)
ou ainda

H = / Byt (—id -V + fm)
P = /d?’:m/ﬂ(—ﬁ)w (1.162)
Se definirmos o operador momento angular J = (M?23, M3, M'? obtemos

- 1- 1
= [yt (Fx -V + 55) W (1.163)
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que tem o aspecto familiar J = L+ S. Podemos ainda identificar uma corrente

conservada 0,j" = 0 com j* = ¥y*1) que dé origem a carga conservada

0= / Bt (1.164)

Tudo o que fizemos até aqui é ao nivel classico. Para aplicar o formalismo
canonico deviamos agora exigir relagoes de comutagao e verificar se a covariancia de
Lorentz era verificada. Isso leva-nos no entanto a problemas. Para vermos quais os
problemas e como os resolver introduzimos as expansoes em ondas planas

e(x) = / dk 3" [b(p, s)ulp, s)e ™" + df (p, s)v(p, 5)e™7| (1.165)

Yi(a) = / dk 3" [t (p, s)ul(p, s)e ™™ + d(p, s)v}(p, s)e 7] (1.166)

onde u(p, s) e v(p, s) sdo os spinores introduzidos no estudo de equagao de Dirac e
b, b, d e d' sao operadores. Para vermos que temos problemas com a quantificacdo
canodnica se esta nao for modificada para fermioes, calculemos P*. Obtemos

pr = /cﬁ; kY [l (R, 9)b(k, 5) — d(k, s)d! (. 5)] (1.167)
S
onde se usaram as relagoes de ortogonalidade e fecho das spinores u(p, s) e v(p, s).
Da relagao (1.167) resulta que se definirmos o vacuo como b(k, s) |0) = d(k,s)[0) =0
e se quantificarmos com comutadores as particulas b e as particulas d contribuirao
como sinais opostos para a energia e a teoria nao terd um estado de base estavel.
De facto este era o problema que aparecia com as solugoes de energia negativa e
é facil de compreender que é essa a razao do sinal — na Eq. (1.167). A teoria dos
buracos exigia estatistica de Fermi pelo que veremos como o spin e a estatistica
estao relacionadas.
Para vermos quais as relacoes a que b, b, d e d' devem obedecer recordemos que
ao nivel quantico é sempre necessario verificar que a invariancia para translagoes e
para as transformacoes de Lorentz é mantida. Para as translagoes isso exige que

i[Bus ()] = 0,0 5 i[Py,d(2)] = 9,4 (1.168)
Em vez de impormos a quantificagdo candnica e verificarmos a Eq. (1.168) vamos
antes impor a Eq. (1.168) e descobrir as relagdes de comutagao dos operadores.
Usando as expansoes Eqgs. (1.165) e (1.166) é facil de ver que a Eq. (1.168) conduz
as relacoes

[P, b(k, s)] = —kub(k,s) ; [P, b'(k,s)] = k,b'(k, s) (1.169)

[P, d(k,s)] = —k,d(k,s) ; [P.,d (k,s)] = k,d'(k,s) (1.170)
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Usando a expansao para P, obtemos

S [b1(P.b(p, §') — d(p, )l (p, ), bk, 5)| = —(27)2k°6% (k — p)b(k, ) (1.171)

S/

e mais trés relacoes semelhantes. Se admitirmos que

[di(p, s')d(p, §'), b(k, s)] = 0 (1.172)

a condicdo da Eq. (1.171) escreve-se

S [6 0. ) {blp. ). bk, )} — (b} (p. ). bk, )}b(p. )] =

= —(27)%2k°8% (7 — K)b(k, 5) (1.173)

onde os paréntesis {, } sdo anticomutadores. E fécil de ver que se impusermos as
relagoes de quantificacao candnica com anticomutadores em vez de comutadores
entao a Eq. (1.173) serd verificada. Devemos ter

{b'(p. 5).b(k, 5)} = (20)°2k°0°(F ~ K)dw
{d(p, &), d(k, 5)} = (27)*2k°6° (5 = k)b (1.174)
e todos os outros anticomutadores nulos. Note-se que como b anticomuta com d e
d', entdo comuta com d'd e portanto a Eq. (1.172) é verificada.
Com as relacoes de anticomutacao as contribuigoes para P* sao ambas positivas.

Tal como no caso dos bosoes temos que subtrair a energia do ponto zero. Isto faz-se
tomando todas as quantidades com ordenamento normal. Assim temos para P*,

pro= /dk: 3 (B (k )bk, ) — d(k, 5)d (K, 5)) -
_ /dk; k;“ (b (k. $)b(k, 5) + dI (k, 5)d(k, 5)) (1.175)
€ para a carga
Q = [drivi@)pi):
_ /&7@ S [bf (k. )bk, 5) — df (k, s)d(k, )] (1.176)

o que quer dizer que os quanta b tém carga +1 e os d carga —1. E curioso notar
que foi a segunda quantificagao do campo de Dirac que introduziu o sinal — na
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Eq. (1.176) tornando a carga uma quantidade sem sinal definido enquanto que a
densidade de probabilidade era na teoria de Dirac definida positiva. Passa-se o
contrario com o caso dos bosoes. E facil mostrar que

[QabT(kv S)] = bT(ka 5) [Qad(kv S)] = d(ka 5)

(1.177)
[Qa b(kv S)] = _b(ka 5) [Qa dT(ka 5)] = _dT(ka 5)

o que implica

Q. ¢] == ; [Q4] =9 (1.178)

Em QFED a carga é e (e < 0) pelo que —e > 0 e assim vemos que ¥ cria positroes
e aniquila electroes e o contrario para 1.
Podemos introduzir os operadores niimero

N*(p,s) =0'(p,s)b(p.s) i N~ (p,s)=d(p,s)d(p,s) (1.179)

em termos dos quais

pro= /312 kS (N*(k, s) + N~ (k, 5)) (1.180)

Q = /Ex% SO (N*(k, s) — N~ (k,5)) (1.181)

Usando as relagoes de anticomutagao da Eq. (1.174) é agora facil mostrar que a
teoria ¢ invariante para transformacgoes de Lorentz, isto é (ver Problema 1.2)

iMM ] = (210" — 20"V + o™i (1.182)

1.3.2 Causalidade Macroscoépica

As relagoes de anticomutagao na Eq. (1.174) podem ser usadas para encontrar as
relacoes de anticomutacao a tempos iguais dos campos. Obtemos

{Wa(@.), 057 6)} = 6°(F — P)das (1.183)

{a(@,0), 057, 1)} = {0L(@.0), 97, 1)} = 0 (1.184)

Estas relagoes podem ser generalizadas para tempos iguais
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{¢al(@), ¥h(y)} = /% H(]ﬁ+m)70]aﬁ D) _ (= m)y’) 6ip~(x—y)]

af
= [ +mn’] , ide—y) (1.185)

onde a funcao A(x — y) foi definida para o caso do campo escalar. O facto de
aparecer o 7" na Eq. (1.185) pode ser compreendido por se ter considerado 1! e nao
. De facto se multiplicarmos a direita por 4° obtemos

{¥a(@), ¥s(y)} = (i@ + m)apilA(z — y) (1.186)

{Ya(@), vs(y)} = {¥a(2), ¥s(y)} = 0 (1.187)

E facil de verificar a covariancia da Eq. (1.186). Usamos

Ul(a, b)y(x)U *(a,b) = S (a)y(ax + b)
Ula,b)¢(x)U™" (a,b) = ¢(az + b)S(a)
STIykS = at,y” (1.188)

e obtemos

Ula,b){tha(), ¥5(y)}U " (a,0) =
o (@){¥r(az +b),¥r(ax +b), ¥y (ay + 1)} Sap(a)
= 857 (a)(ifaz +m)raiA(az — ay)Sis(a)
= (i) + m)agil(z — y) (1.189)

a

onde se usou o facto A(x — y) ser uma fungio invariante e S~'i@,,S = i@,. Para
(r —y)? < 0 os anticomutadores anulam-se pois nesse caso A(x — b) também se
anula. Este resultado permite mostrar que duas observaveis construidas a partir de
bilineares em v e ¢ comutam para partes do espaco tempo tais que (z — y)? < 0.
Assim

[Dul2)ala), 0y () ()] =
= @a(l‘){@bﬁ(l‘)va)\(y)}@bfr(y) - {@a(x)’ak(y)}d}ﬁ(fﬂ)’(ﬂ—(y)
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FA W) Do (@) {Ws(2), ¥r ()} — D WH{r (), Pa(2) s ()
-0 (1.190)

para (z —y)? < 0. Assim a causalidade microscdpica ¢ satisfeita nas observdveis
fisicas (densidade de carga, densidade de momento).

1.3.3 O Propagador de Feynman

Tal como para o caso do campo escalar carregado ha duas maneiras de aumentar a
carga por uma unidade em 2’ e diminui-la também por uma unidade em x. Elas sao

0(t' — 1) (0]¢h(2" )bl ()]0) (1.191)
0t — ') (0[S (x)vs(a)0) (1.192)

Na Eq. (1.191) um electrao de energia positiva é criado em & no instante ¢, propaga-
se até 2’ onde é destruido no instante ¢’ > t. Na Eq. (1.192) um positrao de energia
positiva é criado em 2’ e destruido em x com t > t’. O propagador de Feynman é
obtido considerando as duas amplitudes. Devido & troca entre ¢5 € ¢, deve haver um
sinal menos entre as duas amplitudes pelo que o propagador de Feynman é definido
tomando a diferenca das duas amplitudes (multiplicamos por 7Y para aparecer 1))

Sp(a’ = 2)ag = 0(t — 1) (Otoa(r)5(x)[0)
—0(t — 1) (0[5 (x)tba(x')]0)
= (0T (2')Ps()|0) (1.193)

onde se definiu o produto ordenado no tempo para fermioes

Tn(z)x(y) = 0" — y")n(z)x(y) — 0" — 2" )x(y)n(@) - (1.194)
Inserindo na Eq. (1.193) as expansoes para 1 e 1 obtemos:

Sp(a' = 2)ap = / dk [(p+m)apb(t' = 0)e ™ 4 (=4 m)apb(t — ') ]

d'k % + m)aﬁ 6—ik~(x’—a:)
(2m)4 k2 — m? +ie

d4k ,
_ / k) age™ ™) (1.195)




1.4. Quantificacao do Campo Electromagnético 33

onde Sg(k) é o propagador de Feynman no espago dos momentos. O propagador de
Feynman ¢é a Funcao de Green para a equacao de Dirac isto é

(idraSp (2 — 2)ap = i0r56* (2' — ) (1.196)

1.4 Quantificacao do Campo Electromagnético

1.4.1 Introducao

O campo electromagnético livre é descrito pelo Lagrangeano Classico

1 174
L= ~2 w " (1.197)
onde
F =0,A, —0,A, (1.198)
As equacoes de Maxwell sao
0, F* =0 (1.199)

que corresponde as equacoes

T . . QE
As outras equagoes sao uma consequéncia directa da Eq. (1.198) e podem-se escrever
nle) nle) 1 afuv
O FP =0 ; F*¥= 5€ P, (1.201)
e correspondem a

Classicamente as quantidades com significado fisico s@ao os campos E e é, 0s
potenciais A* sao auxiliares cuja escolha nao é unica devido a invariancia de gauge
da teoria. Quanticamente os potenciais A, ¢ que desempenham o papel importante.
Basta lembrar, por exemplo, a prescricao para o acoplamento minimo. Devemos
portanto formular a teoria quantica em termos dos potenciais A* e nao dos campos
EaB.

Ao tentarmos aplicar a quantificacdo candnica aos potenciais A" entramos ime-
diatamente em dificuldades. Por exemplo, se definirmos o momento conjugado por
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= ﬁ (1.203)
I(Ay)
obtemos
By
w0 = %:0 (1.204)
04,

Portanto o momento conjugado & coordenada A° anula-se o que impede a aplicacao
directa do formalismo canénico. O problema tem a sua origem no facto de que o
fotao, que queremos descrever, s6 tem dois graus de liberdade (helicidade positiva
ou negativa) e aqui estamos a usar um campo A* com 4 graus de liberdade. De
facto temos de impor restricoes em A* para que ele descreva de facto o fotao.

Este problema pode ser abordado de 3 maneiras diferentes:

i) Gauge de Radiagdo

Historicamente este foi o primeiro método. Baseia-se no facto que é sempre
possivel escolher uma gauge, chamada gauge de radiacao onde

A'=0 ; V-A=0 (1.205)

isto 6, o potencial A é transversal. As condicdes (1 205) reduzem os graus de
liberdade a 2, as componentes transversais de A. E entdo possivel aplicar o
formalismo candnico a estes campos transversais e assim quantificar o campo
electromagnético. O problema com este método é que perdemos a covariancia
explicita de Lorentz. E entéo sempre preciso mostrar que ela é recuperada no
resultado fisico final. Este método é descrito no livro de Bjorken e Drell.

ii) Quantificagdo de sistemas com ligagoes

Pode-se mostrar que o electromagnetismo é um exemplo dum sistema de
Hamilton generalizado, isto é, um sistema onde existem ligacoes ou constrang-
imentos. A maneira de quantificar estes sistemas foi desenvolvida por Dirac
para sistemas de particulas com n graus de liberdade. A generalizacao para
teoria dos campos é feita no ambito da quantificacao via integral de caminho.
Estudaremos este método em Teoria Quantica dos Campos II pois ele é o tinico
que permite generalizagao para as teorias de gauge nao abelianas.

iii) Métrica Indefinida

Formalmente existe um outro processo, designado, por razoes que serao claras
mais adiante, de métrica indefinida, que foi desenvolvido por Gupta e Bleuler.
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Neste formalismo, que serd o que vamos estudar, a covariancia de Lorentz é
mantida, isto ¢, trabalharemos sempre com o 4-vector A,, mas o prego a pagar
é o aparecimento de estados com norma negativa. E entdo preciso definir o
espaco de Hilbert dos espacos fisicos como um sub-espaco onde a norma é
positiva. Vemos assim que para manter a covariancia explicita de Lorentz
temos que complicar a teoria.

1.4.2 Formalismo da métrica indefinida

Para resolver a dificuldade do momento 7% ser nulo vamos comecar por modificar o
Lagrangeano de Maxwell introduzindo um novo termo

1 1
_ = wyo . 2
L= =GPk = 520 A) (1.206)

onde ¢ é um parametro sem dimensoes. As equacoes do movimento sao agora

1
gOA* — <1 — E) oMo-A)=0 (1.207)
e os momentos conjugados

oL 1

P= 2 =0 Zg0(H. A 1.208
>y (90 4) (1.208)
isto é
70 :—%(0~A)
(1.209)
7k = Ek

Repare-se que o Lagrangeano (1.205) e as equagoes de movimento (1.207) se
reduzem a teoria de Maxwell na gauge 0 - A = 0. Por isso se diz que a escolha da
Eq. (1.205) corresponde a uma classe de gauge de Lorentz dependendo do parametro
€. Dentro deste abuso de linguagem (porque de facto ndo estamos a por 9-A = 0 pois
entao os problemas voltariam) o valor de £ = 1 é designado por gauge de Feynman
e £ = 0 gauge de Landau.

Da Eq. (1.207) resulta que

0(@-A) =0 (1.210)

pelo que (0-A) é um campo escalar sem massa. Embora seja possivel prosseguir com
¢ arbitrério, tomaremos daqui em diante o caso & = 1 (gauge de Feynman). Entao
a equacao de movimento coincide com a teoria de Maxwell na gauge de Lorentz.
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Como ja nao temos 7° = 0, podemos impor as relacoes de comutacdo candnicas a
tempos iguais:

(A7 0), Au(F.1)] = (. 0), (7. 8)] = 0 (1.211)

Do facto de [A,(Z,t), A, (¥, t)] = 0 a tempos iguais podemos concluir que as derivadas
espaciais de A, comutam a tempos iguais. Entao notando que

7 = — A" + derivadas espaciais (1.212)

podemos escrever em lugar da Eq. (1.211)

[Au(fa t)v AV(?]? t)] = [Au(fv t)? Au(?ja t)] =0
[Au(,1), A (§,1)] = ig,u0° (& — 7)) (1.213)

Se compararmos estas relagoes com as correspondentes para o caso do campo escalar
real, onde a tnica nao nula é

[2(Z,1), o(F, 1)] = —i6° (7 — ) (1.214)

vemos (g,, = diag. (+, —, —, —) que as relacoes para as componentes espaciais sao
iguais mas diferem no sinal para a componente temporal. Este sinal vai ser a fonte
dos problemas anteriormente mencionados.

Nao nos preocupando de momento com o sinal diferente, expandimos A, (z) em
ondas planas:

Al (z) = / dk i lalk, N)e"(k, Ne ™ 4 a® (k, Nt (k, \)e™ ] (1.215)
A=0

onde £*(k,\) sdo um conjunto de quatro 4-vectores independentes que podemos
assumir serem reais sem perda de generalidade. Vamos fazer uma escolha para estes
4-vectores. Para isso escolhemos #(1) e #(2) ortogonais a k* e n* tais que

ek, N)eu(k,N) = =6 para A, N =1,2 (1.216)
Depois escolhemos e#(k, 3) no plano (k*,n*), ortogonal a n* e normalizado, isto é

e(k,3)n, =0 ; e"(k,3)e,(k,3)=—1 (1.217)

Finalmente escolhemos ¢*(k,0) = n*. Os vectores e*(k, 1) e £"(k,2) sdo designados
por polarizagoes transversais, enquanto que ¢(k,3) e &*(k,0) por longitudinal e
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escalar respectivamente. Podemos mesmo dar um exemplo. No referencial onde
n* =(1,0,0,0) e k é segundo o eixo dos zz temos

e (k,0) = (1,0,0,0) ; e*(k,1) = (0,1,0,0)
e(k,2) = (0,0,1,0) ; e(k,3) = (0,0,0,1) (1.218)

Em geral pode-se mostrar que

’

ek, ) -e*(k, \) = g™

S gMet (b, N)e™ (k) = g™ (1.219)
A
Inserindo a expansao (1.215) em (1.213) obtemos

[a(k, \),a (K, X)] = —g™ 2k°(27)36° (k — &) (1.220)

mostrando mais uma vez que o quanta associado a A = 0 tem uma relacao de
comutacao com o sinal trocado. Antes de atacarmos este problema podemos ainda
verificar que a generalizacao da Eq. (1.213) para tempos arbitréarios é

[A;ASL’), Au(@/)] = _igﬂVA<x7 y) (1221>
mostrando bem o cardcter covariante da teoria. A funcdo A(z — y) é a mesma que
foi introduzida para os campos escalares.

Portanto, até aqui, tudo se passa como se fossem 4 campos escalares. Ha no
entanto o problema do sinal diferente num dos comutadores. Vamos ver as con-
sequéncias desse sinal. Para isso introduzimos o vacuo definido por

a(k,\)[0) =0 A=0,1,2,3 (1.222)

Para encontrarmos o problema construimos o estado de 1 - particula com polarizagao
escalar

) :/EZZ; F(k)at (k, 0)]0) (1.223)
e calculemos a sua norma
A1) = [ dkidkaf* (ki) f(k2) (Ola(ks, 0)al (kz, 0)[0)

=~ {0l0) [ dk |7 (k) (1.224)

onde se usou a Eq. (1.220) para A = 0. O estado |1) tem norma negativa. O mesmo
calculo para as outras polarizagoes dd normas positivas. Assim concluimos que o
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nosso espaco de Fock tem métrica indefinida. Que acontece entao a interpretacao
probabilistica da mecanica quantica?

Para resolver este problema notemos que de facto nao estamos a trabalhar com
a teoria de Maxwell pois modificamos o Lagrangeano. O que nés gostariamos era
de impor a condigao 0 - A = 0 mas é impossivel como equacao para operadores pois
entao ¥ = 0 e voltariamos a ter os problemas iniciais. Podemos no entanto exigir
aquela condicao dum modo mais fraco, como sendo uma condicao a ser verificada
somente pelos estados fisicos. Especificamente, exigimos que a parte de 0 - A que
contém o operador de aniquilagao (frequéncias positiva) anula os estados fisicos

AP [y) =0 (1.225)

Os estados |1) podem ser escritas na forma

) = [¢r) [9) (1.226)

onde [17) é obtido a partir do viacuo com operadores de criagdo com polarizagao
transversal e |¢) com polarizacao escalar e longitudinal. Esta decomposigao depende
claro de escolha dos vectores de polarizacao. Para vermos as consequencias da
Eq. (1.225) basta analisar os estados |¢) pois 6“AL+) envolve apenas polarizacao
escalar e longitudinal

i9- A®) = / dk e * S a(k, \) e(k,A) - k (1.227)
A=0,3
pelo que a Eq. (1.225) se reduz a
> kee(k,A) a(kiN) [¢) =0 (1.228)
A=0,3

A condig¢ao (1.228) nao determina completamente |¢). De facto hd muita ar-
bitrariedade na escolha dos vectores de polarizacao transversal, aos quais podemos
sempre adicionar um termo proporcional a k* pois k - k£ = 0. Esta arbitrariedade
deve-se reflectir na escolha de |¢). A condigao (1.228) é equivalente a

la(k,0) —a(k,3)] |¢) =0 (1.229)

Podemos construir |¢) como uma combinagao linear de estados |¢,) com n fotdes
escalares ou longitudinais:

|p) = Co | o) + Cr|p1) 4+ -+ Cp ) + - - -
|0) = 10) (1.230)

Os estados |¢,) sdo estados préprios de operadores numero para fotoes longitudinais
e escalares
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N'|¢n) =1 |pn) (1.231)
onde
N = / dk [al(k.3)a(k,3) — o' (k, 0)a(k, 0)] (1.232)
Entao
1 bn|pn) = (¢l N'[¢n) = 0 (1.233)

onde se usou a Eq. (1.229). Isto quer dizer que

(On|dn) = Ono (1.234)

ou seja, para n # 0 o estado |¢,) tem norma zero. Entdo para o estado geral |¢)
obtemos

(dld) = |Co* > 0 (1.235)

e os coeficientes C;,i = 1,---n--- sdo arbitrarios. Temos que mostrar que esta
arbitrariedade nao afecta as observaveis fisicas. O Hamiltoniano é

H = /dgfL‘:ﬂ'MAM—,C:
%/dﬁ‘x : ; {AZQ + (ﬁAl)Q} _ Ag _ <§A0)2 :
= /(,i\/; k0 li aT(k‘, Na(k, \) — aT(kj, 0)a(k, 0)] (1.236)
A=1

E facil de ver que se | for um estado fisico entao

WlHW)  (Yrl [ dk K3 at(k, Na(k, \)]r)
= (1.237)
(Yl) (r[yr)
e a arbitrariedade dos estados fisicos desaparece por completo quando tomamos
valores médios. Além disso s6 as polarizacoes fisicas transversais contribuem para
o resultado. Pode-se mostrar (ver problema 2.10) que a arbitrariedade de |¢) esta
relacionada com uma transformacao de gauge dentro da classe das gauges de Lorentz.
E importante notar que embora para valores médios de observaveis fisicos sé as
polarizacoes transversais contam, as polarizacoes longitudinal e escalar sao necessérias
para a consisténcia da teoria. Em particular elas aparecem quando se consideram
somas completas sobre estados intermédios.

A invariancia para translacoes é facilmente mostrada. Para isso escrevemos



40 Capitulo 1. Quantificacao dos Campos Livres

pr = /Eﬁf kﬂi(—gWaT(k,A)a(k,A) (1.238)

A=0
Entao

i[P*, A" = /&% c?//{;/iku Z(_g/\)\) {[CLT(/{;’ Na(k,\), a(k, X)} (K X>€—z‘k-x
+ al (2, Na(k, ), al (K, X)| e (K, X)e* |
= [k kS [alh, ) (h, e = al(k, e (k, e
A

= oA (1.239)

0 que mostra a invariancia para translacoes.
De modo semelhante se pode mostrar para as transformagoes de Lorentz (ver
Problema 1.11). Para isso é preciso notar que

Mt — / P : [T — 2T 4 BIAY — ERAT] (1.240)
MY — /d?’x : {xOTOi ~ AT (9. A)AT — EiAO} : (1.241)
onde
T = —(0-A)J'A° — EFg' AF
3
TO = Y |AZ+ (VA)?] - A3 — (VA)? (1.242)
i=1

Usando estas expressoes é possivel mostrar que o fotao tem helicidade 41 corre-
spondendo a spin 1. Para isso comecemos por escolher a direccao de k como o eixo
3 e tomemos para vector de polarizagao a escolha da Eq. (1.218). Um estado fisico
de 1 fotao serd entdo (nao normalizado)

|k, \) = a'(k, \) |0) A=1,2 (1.243)

Vamos ver o momento angular segundo o eixo 3. Isto devera ser

M2k, N = M2a'(k,\)|0)
= [M'2, af(k,\)]|0) (1.244)
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onde se usou o facto de que o vdcuo satisfaz M1?|0) = 0. O operador M'? tem
uma parte que corresponde ao momento angular orbital e outra que diz respeito ao
spin. A parte do momento angular orbital é nula (momento angular na direcgao
do movimento) como se pode ver calculando o comutador. De facto o resultado
do comutador com o momento angular orbital é proporcional a k' ou k? que por
hipotese sao nulos. Calculemos a parte de spin. Usando a notacao

AP = AHH) 4 A (1.245)

onde A*H) (A=) corresponde as frequéncias positivas (negativas) temos

CB'A? - EPAY = YD A2 4 g0 A2 1 2200 EI) 1 1O 4200 (1 5 2)

(1.246)
Entao
EVA? - BPAY:al (B V)] =
EY [A2(4),al(k, )| + [E'), af (k, 1] A2
+EN (=) [A%(4), al(k, )] + 42O [E'D) al(k, N)] - (1 2)
= E' A2 af(k, )] + A2 [E'D)al (k, )] - (14 2) (1.247)
Agora (recordar que A = 1,2)
(A2t (k, )] /dk: Ze (K N) [alk, N),al (k, A)] e*
=e?(k, N)e "
[EY) at(k, \)] / dk’ Z (kK N) + ik (K, X)) a(k', X), af (k, A)] e
=ik (k, \)e ™" (1.248)

Entao
/d% B - BA s al (k)]
_ / dPre ™ [B'eX(k, \) + A%k (k, \) — B2 (k, A) + AYk2(k, A)]

_ / dBre ™ [eL(k, NP A% (x) — €2(k, oA (2)] (1.249)
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onde se usou o facto de que E' = —A?, i = 1,2 para a nossa escolha de referencial
e de vectores de polarizagao. Por outro lado temos

a(k,\) = —i / dre® By e (k, ) A, (x)
at(k,\) =i / Pre®T o e (k, ) A, (x) (1.250)

Para a nossa escolha isto da

a'(k,1) = —’i/d%(fik'm 30 Al(z)
a'(k,2) = —i/d?’xe_im Do A%(2) (1.251)
e portanto
[M*2 a' (k,\)] = ic'(k, N)a'(k,2) —ic*(k, N)a'(k, 1) (1.252)

Vemos assim que o estado a'(k, A) [0), A = 1,2 nao é um estado préprio do operador
M*'?. Contudo as combinacoes lineares

ab(k) = i(af(k,nﬂcﬁ(m))

-5

al (k) = —=(a'(k,1) —ial(k,2)) (1.253)

N

representando polarizacao circular direita e esquerda verificam

(M2, aly(k)] = aly(k) 5 [M',a} (k)] = —a} (k) (1.254)
mostrando portanto que o fotao tem spin 1 com polarizacao circular esquerda ou
direita (helicidade negativa ou positiva).

1.4.3 O Propagador de Feynman

O propagador de Feynman ¢é definido como o valor de expectacao no vacuo do
produto ordenado dos campos, isto é

Gule,y) = (O[TA,(2)A,(y)]0)
— 02" — ) (01 A (@) A, (1)]0) + 8(3° — 2°) (0] A, () A, (2)[0) (1.255)
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Inserindo as expansoes para A,(z) e A,(y) obtemos

(@ =y) = —Gu / dk |e7 g0 — o) 4 eIt

d*k ' :
= _guu/— L_emikly
(2m)* k2 + i

d*k k(e

onde G, (k) é o propagador de Feynman no espago dos momentos

g

G (k) = K 1.257

H ( ) k2 + i¢e ( )

E facil de mostrar que G, (r —y) é a funcdo de Green da equacao do movimento
que neste caso (£ = 1) é a equacao das ondas, isto é

0.G (2 — y) = igud0*(z — y) (1.258)

Estas expressoes para G, (z —y) e G, (k) correspondem ao caso particular em que
¢ =1 na Eq. (1.205). E a chamada gauge de Feynman. Para o caso geral de £ # 1,
a equacao de movimento é

O.g" — (1 - %) aﬂap] AP(z) =0 (1.259)

Para este caso (£ # 1) as relagoes de comutagao a tempos iguais sdo mais complicadas
(ver Problema 1.12). Usando essas relagoes é possivel mostrar que o propagador de
Feynman continua a ser a fungao de Green do operador da equacao de movimento,
isto é,

1
0.9, — (1 - g) 3‘@] (0|7 A”(2) A" (y)]0) = ig"" 6" (z — y) (1.260)
Usando esta forma para o propagador é entao possivel obter

Kk,

G (k) = I _ +i(1 - f)m

— 1.261
Zk2+i5 (1.261)

numa gauge arbitraria (do tipo de Lorentz).
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1.5 Simetrias Discretas

Sabe-se do estudo da equagao de Dirac que as operagoes inversao no espago (Pari-
dade) e conjugacao de carga sao simetrias da equacao de Dirac. Mais concretamente,
se ¥ (x) for uma solugdo da equacdo de Dirac entao

V'(2) =P (=7,t) = (7, 1) (1.262)
ve(x) = C' () (1.263)

também o sdo (tomando a carga —e para 1°). Operagdes semelhantes se podem
definir para campos escalares e vectoriais.

Com a segunda quantificagao os campos deixam de ser fungoes e passam a ser
operadores. Temos entao que encontrar operadores unitarios P e C que descrevam
essas operacoes dentro do formalismo da segunda quantificacao. Existe ainda uma
outra simetria discreta, a inversao no tempo que ao nivel da segunda quantificagao
serd descrita por um operador antiunitario 7. Vamos exemplificar com o caso do
campo escalar como se constroem estes operadores para o caso de campos livres. Os
campos de Dirac e Maxwell sao deixados como exercicios.

1.5.1 Paridade

Para definir o significado da operagao de Paridade temos que por o sistema em
interaccao com o sistema da medida considerado sistema classico. Isto quer dizer
que consideramos o sistema descrito por

L £ ju(a)Al(a) (1.264)

onde se considerou que a interacgao é electromagnética. j,(x) é a corrente electro-
magnética que tem a forma:

Julz) =te: cp*gugo : campo escalar

ju(z) =e:yab : campo de Dirac (1.265)
Numa transformacao de Paridade invertemos o sistema de medida pelo que os cam-
pos classicos exteriores sao agora

Al = (AY (=2 t)) — A(=Z,t) = Au(—7, ) (1.266)

ext

Para que a dinamica do novo sistema seja idéntica a do original (o que se deve
passar se a Paridade for conservada) é necessdrio que as equagoes do movimento
nao mudem. Isto é garantido se
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PL(F )P = L(—T, 1) (1.267)
Pi (T, )P = j#(—7,t) (1.268)

As Egs. (1.267) e (1.268) sao as condigbes a que uma teoria deve obedecer para que
a Paridade seja conservada. Além disso P deve deixar as relagbes de comutagao
invariantes para que a dinamica quantica seja inalterada. Para cada teoria que
conserve a Paridade, devera ser possivel encontrar um operador unitario P que
verifique estas condigoes.

Vamos encontrar P para o caso do campo escalar. E facil de ver que a condicao

Po(Z, )P~ = +p(—7, 1) (1.269)

satisfaz todos os requisitos. O sinal & ¢ a paridade intrinseca da particula descrita
pelo campo ¢ (+ para escalar e — para pseudo escalares). Em termos das expansoes
do momento a Eq. (1.269) escreve- se

Pa(k)P~! = +a(—k) ; Pd' (k)P = +a' (k) (1.270)

onde —Fk significa que se mudou k em —k (mas k° ficou inalterado, isto é, : k% =
+/|k|2 +m?). E mais facil resolver a Eq. (1.270) no espaco dos momentos. Como

P devera ser unitdrio introduzimos
P =e” (1.271)

Entao

Pa(k)P' = a(k) +i[Pa(k)]+ - -+ =[P, [, [Palk)] -]+
— —a(—k) (1.272)

onde escolhemos o caso do campo pseudo-escalar.
A Eq. (1.272) sugere a forma

[P,a(k)] = %[a(k:) + ea(—k)] (1.273)

onde )\ e € = £1 sd0 a determinar. Obtemos
)\2

[P, [P,a(k)]] = 5 [a(k) + ca(—Fk)] (1.274)

e portanto
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Pa(k)P~' = a(k) +% iA+ <i;)2 +e <i2!>4 + -+ -| (a(k) + ea(—k))
1 1,
= 5[@(1{:) —ea(—k)| + 3¢ la(k) + ca(—k)]
= —a(—k) (1.275)
Resolvemos a Eq. (1.275) se escolhermos A =meec =+1 (A=mee = —1 para o

caso do campo escalar). E entao facil de ver que

Po=—1% / dk [al(k)a(k) + af (kK)a(—k)| = P (1.276)

ps

é solucao da Eq. (1.273) para A = m e ¢ = +1. Entéao

P, = exp {—zg [k [at(k)ak) + M(k)a(—k)}} (1.277)

e para o campo escalar

P, = exp {—zg / dk [af(k)a(k) - aT(k:)a(—k;)” (1.278)

Para o caso do campo de Dirac a condigao equivalente a Eq. (1.269) é agora
PY(@, )P = 1%%(~7, 1) (1.279)
Repetindo os mesmos passos obtemos
LT -
7DDirac = €Xp {_25 /dp {bT(pls)b(pa 5) - bT(pv S)b(_p7 5)

+d'(p, s)d(p, s) + d'(p, s)d(—p - 3)} } (1.280)

O caso do campo de Maxwell é deixado como exercicio.

1.5.2 Conjugacgao de carga

As condigoes para haver invariancia sao agora

CL)C =L ; Cj.C ' =—j, (1.281)

onde j, é a corrente electromagnética. As condicoes (1.281) sao verificadas para os
campos escalares carregados se
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Co(x)C! = p*(x) : Cy'(x)C" = p(x) (1.282)

e para o campo de Dirac se

CQ/Ja(x)Cfl = Caﬁ @5(37)
Co(2)C" = — ()5 (1.283)
onde C' ¢ a matriz de conjugacao de carga.

Finalmente para que j, A" seja invariante devemos ter para o campo electromagnéti-
co

CALC'=-A, (1.284)

Usando um método semelhante ao caso de Paridade é possivel encontrar o oper-
ador C para as diversas teorias. Obtemos por exemplo, para o caso escalar

Cs = exp {zg/cﬁ; (al —al)(ay — a)} (1.285)

e para o caso do campo de Dirac

C=CiC (1.286)
i = e [ X 005) [0 9000.5) — )00,
e = e {if (@ X o) 0 09)]000) - apol} 1280

onde a fase ¢(p, s) foi introduzida em (1.209)

v(p,s) = 9P ul(p,s)

u(p,s) = e u(p,s) (1.288)
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1.5.3 Inversao no Tempo

Classicamente o significado da invariancia para a inversao no tempo t — —t é claro.
Trocamos o sinal do tempo, as velocidades mudam de sentido e o sistema vai do
que era o estado final para o estado inicial. E esta troca entre o estado inicial e
final que faz que em mecanica Quantica o operador responsavel pela inversao no
tempo seja antilinear ou antiunitdrio. De facto (f|i) = (i|f)" e portanto se quere-
mos (T ¢¢|Tei) = (wilps) entdo T deve incluir a operac@o de efectuar o complexo
conjugado. De facto pode-se escrever

T=UK (1.289)

onde U é unitario e K ¢é a instrugao para tomar o complexo conjugado de todos os
c-numbers. Entao

(Tos|Toi) = UKpfUKp;)
= (UpslUpi)
= (prlei)” = (wilps) (1.290)

como queriamos. Uma teoria sera invariante para a inversao no tempo se

TL(E T = L(&, 1)
Tiu(@ T = j*(%, 1) (1.291)
Para o campo escalar esta condicao é satisfeita se

To(@ )T ' = (7, 1) (1.292)

e para o campo electromagnético se

TANZOT ' = AT, —t) (1.293)

tornando invariante j*A,. Para o campo de Dirac a transformagao ¢é

T oo (T, )T = Togtp(T, —t) (1.294)

Para que a Eq. (1.291) seja verificada é facil de ver que a matriz T' deve satisfazer

Ty, T =l =™ (1.295)

e que na representacao de Dirac temos

T =iy'y? (1.296)
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Aplicando o mesmo tipo de raciocinio ja usado para P e C podemos agora encontrar
T ou equivalentemente . Por exemplo para o campo de Dirac notando que
Tu(p,s) = u*(—p, —s)eia‘*(”’s)
Tu(p,s) = v*(—p,—s)e" @ (1.297)

podemos escrever U = Ui Uy e obter

th = =i [ @ 3ot (p0.5) - adlp o] | (1209

e = e =i [ X 10 00.5) + 01900
~ d(p. 5)d(p. 5) — d}(p, $)d(p, —s>] } (1.290)
1.5.4 O Teorema TCP

E um teorema fundamental da Teoria Quantica dos Campos que o produto 7CP é
uma invariancia de qualquer teoria desde que satisfaga as seguintes hipoteses gerais:

e A teoria é local e covariante debaixo de transformacoes de Lorentz

e A teoria é quantificada usando a relacao normal entre spin e estatistica, isto
é, comutadores para bosoes e anticomutadores para fermioes.

Este teorema que é devido a Liidus, Zumino, Pauli e Schwinger tem como con-
sequéncia importante que sempre que uma das simetrias discretas nao é simetria
da teoria, entao uma das outras também nao sera para preservar a invariancia do
produto. Para a demonstragao do teorema ver, por exemplo, os livros de Bjorken e
Drell e de Itzykson e Zuber.
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Problemas Capitulo 1

1.1 Verifique para o campo escalar as relacoes de invariancia para translacoes e
transformacao de Lorentz, i.e.

iPr el = 0"
WM™, o] = (20" — "0 (1.300)
1.2 Mostre que
PA(x — y)|pomy = —0*(T — 7)) (1.301)
1.3 Mostre que
/ d'k ; —ik-(o—)
(& =
(2m)* k2 —m? +ie

= / dk [0(2° = y*)e ) 40y — 20)et V)] (1.302)

onde dk = (2:)3#.

Sugestao: Integre em k° e use a prescricao ic para definir os contornos.

1.4 Mostre que a teoria de Dirac depois de segunda quantificacao mantém a in-
variancia para as transformacoes de Lorentz, isto é:

1
M, o] = (20" 2" 0")p+ o™ 5 o™=l (1309



Problemas
1.5 Mostre que

{Wa(@. 1), 05(F7.0)} = 0256*(T — J)

1.6 Mostre que

Sp(@ = yas = 0(® —y°) (0tha(2)d5(y)0)
—0(y° — 2°) (0[5(y)va()0)

corresponde a

d4p Z(ﬁ + m)aﬁ —ip-(x—
Sp(x _y)aﬁ = / (2m)4 p? —m? + ie e~y

Sugestao: Expanda v, e @5 em ondas planas.

1.7 Mostre que

(i@ +m)apSr(x — y)py = i5a754(x )

1.8 Mostre que é sempre possivel escolher os potenciais tais que
A'=0,V-A=0 (gauge de Radiagao)
1.9 Mostre que se tem

[Au(z), A (y)] = —iguw Az — y)

1.10

a) Considere o valor de expectagao de A, no estado |¢). Mostre que

51

(1.304)

(1.305)

(1.306)

(1.307)

(1.308)

(1.309)

(0l Aule) = 05‘01/5% (0] [e,(k, 3)a(k, 3) + ek, 0)a(k, 0)] 1)

+complexo conjugado

(1.310)
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b) Escolha o estado |¢;) da forma

90) = [ dk £0) [al(k,3) = ol (5, 0)] 0) (1.311)

Mostre que

(014,16) = [ dk [euk,3) + 24k, )] (CoCre™ (k) + c.c)  (1312)

c) Escolha #(k, \) reais. Mostre que

e (k,3) + e"(k,0) = (nk_uk) (1.313)
d) Mostre que
(0] Aulo) = 0.A () (1.314)
onde
OA =0 (1.315)

Comente o resultado.
1.11 Mostre a covariancia de teoria para transformacoes de Lorentz, isto é

MM, AN = (2 — 2" 0") AN 4 B, A (1.316)

onde
Zuu,)\a _ gu)\gVU _ gMUg)‘V (1317)

1.12 Mostre que no caso geral de £ # 1 temos

[Au(Z,1), Au(¥,1)] = 0

[Au@ ), A (7)) = igu [1 — (1 — €)g,0 (7 — 7)

[Ai(2,1), A; (4, 1)] = [Ao(Z, 1), Ao(#,1)] = 0

[Ao(,1), Ai(7,1)] = i(1 = €)8:8°(F — §) (1.318)
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1.13 Utilize os resultados do problema anterior para mostrar que se tem

leg“p _ <1 _ %) aﬂapl O[T A () A ()]0) = ighs @ —y)  (1.319)

onde

(o (1- 1)) - nom

1.14 Encontrar o operador P para os campos de Dirac e Maxwell.
1.15 Obtenha o operador C para os campos escalares, de Dirac e de Maxwell.
1.16 Mostre que

Tt (T, )T = Togts(, —t) (1.321)

garante
TLE T ' = L(Z, 1) (1.322)
desde que T, T~ = v#*. Encontrar T na representagao de Dirac.
1.17 Encontrar o operador T para os campos escalares, de Dirac e de Maxwell.

1.18 Considere o Lagrangeano

L = in" D, Prap — miy (1.323)
onde
aTa
DM = aM+ZAM?
1 —
P = T% (1.324)

Mostre que a teoria nao é invariante para P nem para C mas sim para o
produto CP.
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Capitulo 2

Estados Fisicos. Matriz S.
Reducao LSZ.

2.1 Estados Fisicos

Vimos no capitulo anterior, para o caso de campos livres, como construir o espaco
dos estados da teoria, o chamado espago de Fock. Quando consideramos o prob-
lema fisico real com as interacgoes presentes nao mais seremos capazes de resolver
o problema exactamente. Por exemplo, a interaccao entre electrao e fotoes é dada
por um conjunto de equacoes nao lineares acopladas

(1) —m) = eA
0, F™ = epy¥1 (2.1)

que nao tém solucao exacta. Na pratica teremos que recorrer a métodos aproxima-
dos. No capitulo seguinte veremos como desenvolver uma teoria das perturbagoes
covariante. Aqui vamos somente estudar as propriedades gerais da teoria.

Comecemos pelos estados fisicos. Como nao sabemos resolver o problema exac-
tamente nao podemos provar as hipéteses que vamos sobre eles fazer. No entanto
estas sao hipdteses razodveis baseadas essencialmente na covariancia de Lorentz.
Escolhemos os nossos estados como estados préprios de energia e momento linear, e
claro de todas as demais observéaveis que comutem com P*. Além disto admitimos
que

i) Os valores préprios de p? sao nao negativos e p° > 0.

ii) Existe um estado base ndo degenerado com a energia minima que é invariante
de Lorentz. Designa-se este estado por vacuo |0) e por convencao

25
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p"10) =0 (2.2)

iii) Existem estados de uma particula ‘p(i)> tais que

pip = m? (2.3)

(2
para cada particula estavel de massa m;.

iv) O vécuo e os estados de uma particula formam um espectro discreto de p.

2.2 Estados in

Como estamos sobretudo interessados em problemas de difusao (Scattering) devemos
construir estados que tenham uma interpretacao simples quando ¢ — —oo. Neste
instante as particulas que vao participar na difusao ainda nao interagiram umas com
as outras e movem-se somente sob a acgao das interacgdes préprias (supomos que
as interacgoes sao desligadas adiabaticamente quando [t| — 0o, o que é apropriado
para problemas de difusao).

Procuramos operadores criando estados de uma particula propagando- se com
a massa fisica. Para sermos explicitos comecemos por um campo escalar hermitico
dado pelo lagrangeano

1 1 ‘
L= 50"pdup — 5m*¢” + j(2)p(x) (2.4)

onde a corrente j(z) é um operador escalar construido pelos campos interactuando
com @ no ponto z. Por exemplo, essas interacgoes podem ser auto-interaccoes de

forma
. Ay
j(@)plz) = e'(2) (2.5)
ou seja
i@) = 26) (2.6

O campo @ satisfaz a equacao de movimento

(O +m?)p(z) = j() (2.7)

e as relagoes de comutagao candnicas, a tempos iguais;
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[7(Z,1), (7, 1)] = —i6° (7 — 7)) (2.8)
onde

m(z) = ¢() (2.9)

se admitirmos que j(z) ndo contém derivadas. Designemos por ¢;,(x) o operador
que cria estados de uma particula. Serd um funcional dos campos p(z) e doutros
campos presentes em j(x). A sua existéncia serd mostrada por construcao explicita.

Exigimos que p;,(x) satisfaga as condigoes:

i) @i(z) transforma-se para translagoes e transformagdes de Lorentz da mesma
maneira do que ¢(x). Para translagoes temos entao

i [P", pin(x)] = 0"pin(x) (2.10)

ii) A evolucdo no espaco tempo de @;,(z) corresponde a uma particula livre de
massa m, isto é

(O +m*)pim(z) =0 (2.11)

Destas duas definigoes resulta que ¢;,(z) cria estados de uma particula a partir do
véacuo. De facto consideremos um estados |n) tal que

P = plt[n) (2.12)
Entao
O (nlpin(2)]0) =i (n| [P*,pin(x)][0)
=i, (nfemn(2)|0) (2.13)
e portanto
O (n|pin(2)|0) = —pj: (nlm(2)[0) (2.14)
Entao

(B +m?) (nl@i(2)[0) = (m* —p}) (n]im(2)[0) =0 (2.15)
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onde se usou o facto de que @;,(x) é um campo livre (3 7). Portanto os vérios
estados criados do vdcuo por ¢y, sdo aqueles em que p? = m?, isto é, estados de
uma particula de massa m.

A decomposicao de Fourier de @;,(x) é entdo a mesma do que para campos livres,
isto é,

Yin(x /dk: in (k)e " +a;fn(k)eik'x} (2.16)

onde a;, (k) e al, (k) satisfazem a dlgebra usual de operadores de destruicio e criacéo.
Em particular, por aplicacao sucessiva de agn(k) podemos criar um estado de n
particulas.

Para escrever ¢;,(x) em termos de ¢(x) e j(x) comecemos por introduzir a fungao
de Green retardada do operador de K.G.

(O, +m?) Aver(x — y;m) = (2 — y) (2.17)

onde

Aver( —y;m) =0 se 2° <¢° (2.18)

Entao podemos escrever

VZon(a) = p(@) = [ d'yBel — yim)ji(y) (2.19)

O campo @;,(x) definido por (3.15) satisfaz as duas condigbes iniciais. A constante
V'Z foi introduzida para normalizar ¢;, de tal forma que tenha amplitude 1 para
criar estados de uma particula do vacuo. O facto de que A,.; = 0 para xg — —o0
sugere que vV Z@i,(r) é, de alguma forma, um limite de o(z) quando 2, — —oo.
De facto como ¢ e ¢;, sao operadores, a condi¢ao assimptética correcta deve ser
imposta aos seus elementos de matriz. Sejam |«) e |5) dois estados normalizados.
Definimos os operadores

I(t) = i/d%f*(x)%‘ogp(a;)

oh=i [ @af (@) 8o pinla) (2.20)
onde f(z) é uma solugao normalizével da equagao de K.G. Pelo teorema de Green
go{n nao depende do tempo (para ondas planas f = e %% ¢ @{n = a;,). Entdo a

condicao assimptotica (Lehmann, Symanzik e Zimmermann) é:

Jim (ol (8)[8) = VZ {al @i, 15) (2.21)
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2.3 Representacao espectral para campos escalares

Vimos que Z tinha o significado do quadrado de amplitude de ¢(z) para produzir
estados de uma particula do vacuo. Vamos agora encontrar uma expressao formal
para Z e mostrar que 0 < Z < 1.

Comecemos por calcular o valor de expectacao no vacuo do comutador de dois
campos

iN(z,y) = (0] [o(x), 0 (y)] |0) (2.22)

Como nao sabemos resolver as equagoes para os campos @ nao podemos resolver
exactamente o problema de determinar A’ ao contrario do caso de campos livres.
Podemos no entanto determinar a sua forma usando argumentos gerais de invariancia
de Lorentz e o espectro assumido pelos estados fisicos.

Para isso introduzimos um conjunto completo de estados entre os dois operadores
na Eq. (2.22) e usamos invariancia para translagoes para escrever

(nle(y)lm) = (n]eTp(0)e [m)
= PPV (np(0)|m) (2.23)
Entao

A/(x’ y) = —i Z (0| (0)|n) (n|p(0)]0) (efipn-(m*y) _ ez‘pn.(m—b))

= Az —y) (2.24)

isto é, tal como no caso livre, A’ é uma funcao de x — y. Introduzindo agora

1= /d4q 5*(q — pn) (2.25)
obtemos
Na-y) = ~i [ 55 [(%)3254(% — ) {0l(0) ) | (e — cintem)
. d4q —iq-(x—y iq-(z—y
- —z/(%)gp(Q)(e (o) gatemwy (2.26)

onde introduzimos a densidade p(q) (amplitude espectral)

pla) = (27)* 36" (pn — @)1 {0l0|0)[m) |2 (2.27)

n
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que mede a contribuigao para A’ dos estados com 4— momento ¢*. p(q) é invariante
para transformacoes de Lorentz (como se pode mostrar usando a invariancia de ()
e as propriedades do vacuo e dos estados |n)) e anula-se quando ¢ ndo estd no cone
de luz do futuro (devido as propriedades assumidas para os estados fisicos). Entao
podemos escrever

p(a) = (a*)0(q°) (2.28)
e obtemos
Na—u) = =i [ 35 o) e - o)
d* 2 2 2\— 0 —igq-(z—y iq-(z—y
= =i [ gy [ 40t~ 0p(o?)0() [ — )]
= OOO do*p(c®) Az — y; 0) (2.29)
onde
Az —y;0) = _i/ (;i;q)g 8(g” — 0®)0(q°) (e 1Y) — et (2:30)

é a funcao invariante definida para o comutador de campos livres com massa o.

A expressao (3.25) é conhecida como a decomposicao espectral do comutador de
dois campos. Esta expressao vai-nos permitir mostrar que 0 < Z < 1. Para isso
separamos os estados de uma particula da soma (3.23). Seja |p) um estado de uma
particula de momento p. Entao

(Ol (2)[p) VZ (0] pin() ) + /d4yAret(x —y;m) (Ol7(y)lp)
= VZ{0lpi(z)Ip) (2.31)

pois

Ol = (0/@+m?)e(y)lp) =
= ([@+m)e™ " (0l (0)Ip)
= (m* —p*)e” "V (0l (0)[p) =0 (2.32)

Por outro lado
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Oeal@le) = [ o™ Ol (Bl
= e P® (2.33)

e portanto

p(q) = (27‘(‘)3 / Cfl\q/ 54<p — Q)Z +  contribuicbes de mais que uma particula

= Z5(¢* —m*)0(¢") + - - (2.34)

Entao

AN(x—y)=ZA(x —y;m +/Ood02 Az —y;0) (2.35)

onde m; é a massa do menor estado de duas ou mais particulas. Notando finalmente
que

DAyl = A g0 = @ —g) (236
obtemos a relacao pretendida
1=27+ 7:: do*p(0?) (2.37)
ou 1
0<zZ<1 (2.38)

onde a tltima equacio resulta da positividade de p(a?).

2.4 Estados out

Tal como reduzimos a dinamica para t — —oo a campos livres ;, ¢ possivel também
definir no limite ¢ — 400 0s campos andlogos, p..:(x). Estes campos serao o estado
final dum problema de difusao. O formalismo é decalcado do caso dos campos @;, e
por isso escrevemos somente as férmulas relevantes sem mais demonstragoes. o ()
obedece as relacoes

[ [PM’ (pout] = 8“9001115
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(D + m2)900ut =0 (239)
e tem a expansao
Gour(@) = [ Ak [agu(R)e™ + abyy(K)e™] (2.40)
A condigao assimptdtica é agora
lim (al ¢! (£)18) = VZ (0] ol |5) (2.41)
e
VZpoale) = olx) = [ d'ydaalc = yim);j(y) (242)

onde as funcoes de Green A4, satisfazem

(O, + mZ)AadU(x —y;m) = 54(x —9)
Aoz —y;m) =0 ;5 2% >y (2.43)

Para estados de uma particula

Ole(@)lp) = VZ{0lpou(x)|p)
= VZ (0|@in(x)[p)
= VZe P (2.44)

2.5 Matriz S

Temos neste momento toda a maquinaria formal necessaria ao estudo das amplitudes
de transicao entre um estado inicial e um estado final, os chamados elementos da
matriz S. Comecemos por um estado inicial com n particulas que nao interactuam
(bem separadas)

|p1--pn sin) = |a ;in) (2.45)

onde p; - - - p, indicam o 4—momento e os demais niimeros quanticos caracterizando
as particulas. O estado final serd em geral um estado de m particulas

P} - P, s out) = |8 5 out) (2.46)
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O elemento S, da matriz S é definido pela amplitude

Ssa = (B ;out|a ;in) (2.47)

A matriz S é o operador que induz um isomorfismo entre os estados in e estados
out (que por hip6tese sao um conjunto completo de estados):

(B ;out] = (4 ;in| S
(8 ;in] = (3 ;out| S~
(B ;outla ;in) = (B ;in|S|a ;in) = (B ; out|S|a; out) (2.48)

Das propriedades assumidas para os estados resultam as seguintes propriedades para
a matriz S.

i) (01S5]0) = (0]0) = 1 (estabilidade e unicidade do vécuo)
ii) A estabilidade dos estados de 1 particula da
(p ;in|S|p ;in) = (p ; out|p ;in) = (p ;outlp ;in) =1 (2.49)
porque |p ;in) = |p ;out).
111) %n(fb’) = Sgoout(x)s_l
iv) A matriz S ¢ unitdria. Para mostrar a unitariedade temos
dsa = (B ;out|a ;out) = <ﬁ ;in|SST | ;in> (2.50)
e portanto
SSt =1 (2.51)

v) A matriz S é invariante de Lorentz. Para mostrar isto fazemos

em(ax+b) = U(a,b)m(z)U " (a,b) = US@ou()S™ U™
= USU 'pou(ax +b)USTU (2.52)

Mas

@in(az +b) = Spgu(ax + b)S™ (2.53)
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pelo que obtemos

S =U(a,b)SU *(a,b) (2.54)

2.6 Formula de reducao para campos escalares

Os elementos da matriz S sao aquilo que esta directamente ligado & experiéncia. De
facto |Sza|? representa a probabilidade de transigao entre o estado inicial |« ;in) e o
estado final |5 ; out). Vamos aqui usar todo formalismo anterior para escrever estes
elementos de matriz em termos das chamadas fungoes de Green para os campos
em interaccao. Assim o problema do calculo dessas probabilidades de transicao serd
transferido para o calculo das funcoes de Green da teoria. Claro que estas nao podem
ser calculadas exactamente mas veremos no capitulo seguinte como desenvolver uma
teoria da perturbacoes covariante para o calculo dessas funcoes de Green.

Vamos entao proceder a deducao da relacao entre os elementos da matriz S e
as funcoes de Green da teoria. Esta técnica chama- se reducao LSZ dos nomes de
Lehmann, Symanzik e Zimmermann que a introduziram. Por definicao

(pr---soutlqy--5in) = (p1,---; outlal,(q1)lga, -+ -5 im ) (2.55)
Usando

azTn(Ch) = —i/ltd?’x@_iqwgo%n@) (2.56)

onde o integral é independente do tempo, e portanto pode ser calculado para um
tempo arbitrario t. Se tomarmos ¢ — —o0 e usarmos a condi¢ao assimptotica para
campos in, Eq. (2.21), obtemos

<p1 SR 0ut|q1 cee Zn) — _tl}r_rloo Z’Z—l/z /Ifd3xe—’iQ1'$<§0 <p1 S Out|g0(x)|q2 cee Zn)
(2.57)
De igual modo se pode mostrar que

(- soutlal (gl n) =
= — lim iZ 12 /td3a:e’iq”30 (p1---;out|p(z)|ga---;in) (2.58)

Entao usando o resultado
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(tli{go_tl}moo) /d3;1:f(3;_", t) = tfaol}{na oo/ dt_/def
- / d'z 0y f (7, 1) (2.59)

e se subtrairmos a Eq. (2.58) da Eq. (2.57) obtemos

(pr---;out|q -+ in)=(p1 - s outlabu(q)lg2 - in)

+iZ V2 [ d*z 0, [e’iql‘%o (p1 -5 outlp(x)|ge -+ ; m)} (2.60)
O primeiro termo no segundo membro da Eq. (2.60) corresponde a uma soma de
termos desconexos, em que pelo menos uma das particulas nao é afectada pela colisao

(serd zero se nenhum dos momentos inicial coincidir com os momentos finais). A
sua forma é

(b1 outlalu(a)las- - in) =

Z (27283 (P — q1) (p1, -+ iy - -+ 5 OUt|qa, - - - 3 in) (2.61)

onde Py, significa que esse momento foi retirado desse estado. Para o segundo termo
escrevemos

/ d'z 0y [e" 4y (pr - outlp()ga - - sin)]
= [dtw[geim o+ e ()]
= [dt (AT mBe e () e ()|
= [ dwe (@ m?) (- soutlp(a)las - sim) (2.62)

onde se usou (O + m?)e ™% = ( e fez uma integracio por partes (o que para
ser rigorosamente justificado exigiria a substituicao de ondas planas por grupos de
ondas).

Portanto depois deste primeiro passo na reducao obtemos

(1, -~ pns out|qy - - - qp; in) =
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Z P2 (27283 (P — @) (p1, -+ Pr - P OUt| G2 -+ - Ga - - - g i)

37712 / d*ze™" (O +m?) (py - - - pp; out|p(®)|qa - - - g in)  (2.63)

Procedemos agora a repeticao desde mesmo processo até substituirmos completa-
mente todos os momentos por operadores de campo. Para sermos especificos retire-
mos agora um momento do estado final. A partir de agora nao consideramos mais
os termos desconexos pois na pratica estamos interessados em situacoes onde todas
as particulas interactuam. Temos entao

(p1- - pnsoutp(z1)|ge - - qesin) = (P2 - - Pr; out|aou(p1)e(x1)|g2 - - - go; in)

R ipr R )
— lim iZ 1/2/d3y16p1 ylayg (p2 -+ - pn; outlo(y1)p(z1)]g2 - - - qes in)

yP—o0
= (p2 -+ pu; out|o(x1)ain(p1)|ga - - - qe; in)

. R in1-u1 R .
+ lim iZ 1/2/d3y(1)€p1 ylgy? (pzpn,OUt‘QO(yﬁQO(Iﬂ‘(hqZ,Zn>

y9—o0

— lim iZ‘l/z/dgy?eipl'y13y9 (P2~ - - pus out|p(x1)0(y1)lg2 - - - ges in)

y9——o0
= (pa2 - - pn;out|o(x1)aim(p1)|qe - - - qe; in)

+iZ 712 < lim — lim )/ dgyleipl'ylgycl) (2 s out| To(y1)e(x1)|ge - - - qo; in)

Y900  yP——o0
(2.64)

onde se usaram as propriedades do produto ordenado no tempo. Usando agora o
mesmo raciocinio que conduziu a Eq. (2.62) obtemos

(p1 -+ Pn,;out|p(z1)|qa - - - qe;in) = termos desconexos

iz [ B0 Oy, +m) (o s out Tlyn o () g -+~ i) (2:65)

Nao é muito dificil generalizar este método para obter a férmula final de reducao
para campos escalares

(p1 -+ pn;out|q - - - qp; in) = termos desconexos

. n . 43
( ) / dyy - dypdiay - dxge[lzlp’“'yk’zzlq”“
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(Oy, +m?) - (Og, +m?) (0| To(y1) - - - (yn) (1) - - - ()|0)  (2.66)

Esta equacao é a equacao fundamental em teoria quantica dos campos. Permite-
nos relacionar as amplitudes de transicao com as fungoes de Green da teoria. A
quantidade

OIT (1) - - - p(2)]0) = Gl -+ ) (2.67)

é a chamada funcao de Green completa para r = m + ¢ particulas e diagramatica-
mente introduzimos a notacao

(2.68)

X

Os factores (O + m?) na Eq. (2.66) forcam as pernas exteriores a estarem na ca-
mada de massa. De facto, no espaco dos momentos (0 + m?) — (—p* + m?).
Portanto a Eq. (2.66) serd nula excepto se os propagadores das pernas exteriores
estiverem na camada de massa pois entao tém um pélo em zﬁ’ obtendo-se entao
os residuos desses polos. Assim, para as amplitudes de transicdo interessam so-
mente as chamadas funcoes de Green truncadas, isto é, com as pernas exteriores
removidas. No préximo capitulo aprenderemos a calcular estas funcoes em teoria

das perturbacoes.

2.7 Foérmula de reducao para fermioes

2.7.1 Estados in e out

A definicao de estados in e out segue exactamente os mesmos passos do que o caso
dos campos escalares, por isso indicamos somente os resultados sem demonstracao.
Os campos ¥, (x) satisfazem as condigoes

(i@ = m)iin(x) = 0
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[Py $in(2)] = —i0,¢in(x) (2.69)

Os campos 1, (x) produzem somente estados de uma particula e estao relacionados
com os campos ¥ (z) por

V(@) = (@) = [ dySyulz —y.m)j(y) (2:70)

onde 9 (z) satisfaz a equacao de Dirac

(i —m)i(z) = j(z) (2.71)

e Sye € a funcao de Green retardada

(ide —m)Sper(x —y,m) = 54@ )
Spet(x —y) =0; 2° < 9° (2.72)

Os campos ¥, (x), como campos livres, tém a expansao de Fourier

Vi) = [ 3 [bia(p. s)ulp. )™ + b (p. 5)o(p, s)e™ (2.73)

satisfazendo os operadores b;,, d;, e seus adjuntos exactamente a mesma algebra que
no caso dos campos livres. A condicao assimptética é agora

dim (| 0f (1) |8) = /2 (ol ¥, 18) (2.74)

onde )/ (t) e ¢! tém significados semelhantes & Eq. (2.20).
Para os campos 1,,; obtemos essencialmente as mesmas expressoes, com ),
substituido por v,,;. As diferencas sao na condicao assimptética

lim (| 9/ (1)) = \/Za (a ¥4, 1) (2.75)

e com a relagao entre os campos Y., € ¥ que é agora

\/Zwout - ’QZ)(I‘) - /d4ySadv(x — Y, m)j(y) (276)

onde

(is — m)Saau(x — yym) = 6" (z — y)

Sadv(z —y;m) =0 2% > ¢° (2.77)
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2.7.2 Representacao espectral para fermioes

Consideremos o valor de expectacao no vacuo do anticomutador de dois campos de
Dirac,

Sta(zy) = i (0| {val@), Psy)} |0)
B Z[ (0] ¥a(0) n) (n| ¥4(0) |0) e~Prle=v)

+ (0] 9 5(0) ) (n] 14 (0) |0) P (==¥)

= Spslz—y) (2.78)

onde se introduziu um conjunto completo de estados préprios do 4— momento. Tal
como anteriormente introduzimos a amplitude espectral p,s(q)

Pas(q) = (2m) 254 ) (01a(0) [n) (| 15(0) |0) (2.79)

Procuramos agora encontrar a forma geral de p,s(¢) usando argumentos de in-
variancia. p.s(q) é uma matriz 4 x 4 e pode portanto ser escrita na forma

Pap(q) = P(0)0ap + pu(@)Vas + P (@)ohs + DDV + (@) (VY )as (2.80)

Argumentos de invariancia restringem a forma dos coeficientes 5(q), pu(q), pu(q),
p(q) e pu(q). Para isso usamos as propriedades dos campos para transformacoes de
Lorentz, isto é

U(a)1ha(0)U~ (a) = Sax (a)(0)

U(a)iho(0)U " (a) = 1,(0)Sxa(a)

SIS = at ¥ (2.81)
Entao podemos mostrar que a matriz p,g deve obedecer a relacao

plq) = S~ (a)p(ga™")S(a) (2.82)

onde se usou uma notacao matricial. Esta relacao da as propriedades dos diversos
coeficientes em (3.73). Por exemplo

p'(a) = a*,p"(qa™) (2.83)
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isto é, p" transforma-se como um 4—vector.
Usando o facto de que p,p ¢ funcao somente de ¢ e anula-se fora do cone de luz
do futuro podemos finalmente escrever

Pap(q) = P1(@*)ap + P2(0%)0ap + P1(@®) (A7 )as + P2(0°) V25 (2.84)

isto 6, pas(q) estd determinado a menos de 4 fungoes escalares de ¢*. Exigindo
invariancia da teoria para a Paridade obtemos em vez da Eq. (2.82)

Pas(q, q0) = ’Vgxpxa(—(i qo)%(s]ﬁ (2.85)
o que inserido na Eq. (2.84) implica
pr=p2=0 (2.86)

Portanto para a teoria de Dirac, que conserva Paridade, obtemos finalmente

pas(@) = P1(0* Mo + p2(a%)dap (2.87)

Repetindo agora os passos andlogos ao caso escalar podemos escrever

Siple=y) = [ do* {p1(0*)Susla —yio)+

+ |001(0%) = p2(0)] das A — w5 0)} (2.88)

onde A e S,p sao as funcoes definidas para os campos livres. Pode-se mostrar que

i) p1 € po SA0 reais
i) p(0?) >0
iii) opi(0?) = pa(0?) > 0

Usando as relacoes anteriores podemos extrair a contribuicao dos estados de particu-
la para a Eq. (2.88). Obtemos

ws(T—y) = ZaSap(x —y;m)

+ [ do* {pr(o*)Susta — i)

+om(@®) = )] bush@ - yio) ) (289)

onde m; é o limiar para a producao de duas ou mais particulas. Calculando a
Eq. (2.89) a tempos iguais podemos obter



2.7. Formula de reducao para fermioes 71

1=2,+ / , do?p(c?) (2.90)
my

ou seja

0<Zy <1 (2.91)

2.7.3 A férmula de reducao para fermioes

Para obter a férmula de reducao para fermides vamos proceder como no caso do
campo escalar. A tunica dificuldade reside nos indices spinoriais. Os operadores de
criacao e destruicao exprimem-se em termos dos campos 1, por

bnlps) = [ dT(p, ) vy (0)
dhps) = [ dav(p,s)e " ina)
ba(p.s) = [ dab,ene " ulp,s)

dinlps) = [ 0, (@3 " 0(p, ) (2.92)

sendo os integrais independentes do tempo. De facto para sermos rigorosos deviamos
substituir as solugoes de onda plana por grupos de onda, mas para simplificar nao
o fazemos. Para estabelecermos as férmulas de reducao comecemos por reduzir um
electrao do estado inicial,

(8; out|(ps)a; in) = (B out|bl, (p, )|, in)
= (B = (p,s); out|as in) + (B; out bl (p, ) — Vi (p, 5)| s in)
= termos desconexos
[ @ (B 00t (@) = Boa (@) a3 10y e u(p, 5)
= termos desconexos
- <tg+moo - tEI—noo> \/% /dgaz <ﬁ; out|(x)|e; m> e PTu(p, s)

= termos desconexos
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—Z;l/z /d4;1: [<ﬁ; out |0y ()| m> e Py (p, s)
+(B; out[th(x) s in) 1° 00 (e u(p, s))| (2.93)
Usando agora
(1700 + i7'0; — m) (e P u(p, s)) = 0 (2.94)

obtemos finalmente, depois de integrar por partes,

<B; out|b! (p, s)|a: m> = termos desconexos

—izy ' /d4x <B; out|(x)|e; m> (—;('_}‘J; —m)e PTu(p, s) (2.95)

Do mesmo modo a reducao duma antiparticula no estado inicial da

<6; 0ut|d3n(p, )| m> = termos desconexos

vizy / dxe=P7(p, ) (idy — m) (B; out|ib(x)|a; in) (2.96)
enquanto que a reducao de uma particula ou duma antiparticula no estado final dao,

respectivamente,

(B; out|bout (p, s)|;in) = termos desconexos

—izy / d* 2 u(p, s) (i, — m) (B; out|(x)|ay; in) (2.97)

(B; out|dyus(p, s)|;in) = termos desconexos
+izy /d4:p <6, out|(z)|e; m> (—z?x —m)v(p, s)eP* (2.98)

Repare-se na relacao formal entre um electrao no estado inicial e um positrao no
estado final (e vice versa). Para passar duma a outra situagao basta fazer

u(p, 8)e” P — —v(p,s)e?” (2.99)

Os passos seguintes da reducao sao semelhantes tendo somente atencao aos sinais
por causa dos anticomutadores. Para escrevermos a expressao final denotamos os
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momentos do estado (in| por p; e P; respectivamente para particulas e antiparticulas
e os do estado (out| por p;, 7;. Além disso fazemos a convengao (necessaria por causa
dos sinais),

‘(plv 31)7 Ty (2_717§1>; o 72n> = b;'rn(plv Sl) o 'd;'rn(z_)bgl) T ‘O> (2100)

(out; (5, 1) -+ (B 5) | = 0] dona (B, 50+ bouep 1) (2:201)

Entao se n(n') for o numero total de particulas (antiparticulas) obtemos

(outs (B, 81) -+ (B 5,) | (1o s1)s - (Bry51), -} = termos desconexos
+(_iZ;l/2)n(iZ;l/2)nl / d'zy - -d4y1 s 'd45€l1 e ~d4yi T
e—iZ(m'wi)—iZ(E"yi)e-i-iZ(P';%)-HZ(?Q'Z/;)
u(py, $1)(i@e —m) - 0(py, 51)(idy, —m)
OIT(-Y(yy) - (a)y(a1) - - b(yr) -~ [0)
By oy —
(=iGzy — m)u(py, s1) - - - (=i, — m)v(Py,5)) (2.102)

A Eq. (2.102) é a equagao fundamental que permite relacionar os elementos da
matriz S com as funcgoes de Green de teoria. Os operadores dentro do produto
ordenado no tempo poderao ser reordenados a custa dum possivel sinal. O sinal
indicado é para a ordenacao descrita. Em termos graficos a funcao de Green

O1T [@(Wh) - By (h) - (@) (1) - D) (yr) -+ (ym)] 10)  (2103)

é descrita pelo diagrama'da Fig. (2.1).

Os operadores (i) —m) e (—25‘ — m) poem as particulas na camada de massa
e removem os propagadores das linhas exteriores (Fungbes de Green truncadas).
Resta calcular estas fungoes de Green a partir da teoria, o que faremos no préximo
capitulo.

'Havendo conservacdo de ntmero lepténico o ndmero de particulas menos nimero de an-
tiparticulas é conservado, isto é

{—m="0—m
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Figura 2.1:

2.8 Foérmula de reducao para fotoes

O formalismo LSZ para fotoes apresenta algumas dificuldades resultantes das par-
ticularidades do campo electromagnético. Quando se adopta um formalismo (gauge
de radiagao) onda as tnicas componentes do campo A" sdo as transversais (como
por exemplo no Bjorken e Drell) os problemas aparecem em mostrar a invariancia
de Lorentz e de gauge da matriz S. No formalismo da métrica indefinida que nds
adoptamos as dificuldades residem com os estados de métrica negativa, para além
da invariancia de gauge.

Nos vamos aqui passar por cima de todos estes pontos delicados e admitir que
podemos definir campos in pela relacao

Vst (@) = A%(@) = [ d'yDli(@ = y)in(y) (2.104)
e igualmente para os campos out
VZs M) = A(@) — [ d'yD,(x = y)jn(y) (2:105)

onde

DAfn = DAgut =
OAH = jH
DDgéljv ret — 5MV5H(:U - y) (2106>

Os campos in e out sao campos livres e tém portanto uma decomposicao de
Fourier em ondas planas e operadores de criacao e destruicao da forma
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A?n(l’)/dk' Z [am(k,)\)gﬂ(k;, )\)e—lk~x+a1'n(k’)\)€ﬂ(k’ )\)elk-x} (2107)
A=0
e portanto
aink,N) = =i [ dae e (k, 0) A (2)
al(kA) = i [ dae®Boer (b, V)AL (@) (2.108)

onde, como habitualmente, a;,(k,\) e al (k,\) sao independentes no tempo. Na
expressao Eq. (2.107) aparecem todas as polarizagoes, mas como os elementos da
matriz S serao entre estados fisicos, as polarizacoes longitudinais e escalar nao con-
tribuem.

Neste formalismo aquilo que é complicado discutir é a representacao espectral.
Nos nao vamos entrar nesses detalhes e dizemos, simplesmente, que se pode mostrar
que 0 < Z3 < 1 e que Z3 é independente de gauge. A féormula de redugao obtém-se
facilmente. Temos

(B; out|(kX)a;iny = (6 — (k, \); out|a; in) + <ﬁ; out|al, (k,\) — aout(k, )\)|ain>
= termos desconexos

i [ e Do, (5, ) (5 out| Al (2) — Ay ()]s in)

= termos desconexos

—if lim_ = lim )25 [ dae By (5 outl A" (@) in) 2, (h, A
= termos desconexos

—iZ§1/2 /d%e’ik'xgo (B; out| A (z)|cv; in) £, (K, )
= termos desconexos

—iZg /d%e’ik'xﬁx (B; out| A*(z)|av; in) €, (K, N) (2.109)

A férmula final para a reducao de fotoes é entao

(ki -k ;out|ky - - - ky;in) = termos desconexos
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Yn

Y1 o

X1 X

Figura 2.2:

—1 zz k;/nyi—zz k?,$zi|
+ ( /d4y1 oo dbypdiay - dia e[ '
\/Zg)

e (ku, Ar) -+ € (ke A)e ™ (R, AY) - -0 (I, )

G0+ e 0] Ty (1) -~ Ay, (9) Ay (@1) -~ Aue() [0) (2:110)

o que diagramaticamente corresponde a Fig. (2.2).

2.9 Seccoes eficazes

As férmulas de reducao Eqs.(2.66), (2.102) e (2.110) constituem os resultados fun-
damentais deste capitulo. Relacionam as amplitudes de transicao com as fungoes
de Green da teoria. No préximo capitulo indicaremos como calcular as funcoes de
Green pelo tnico método conhecido, a chamada teoria das perturbacoes covariante.
Antes de concluirmos este capitulo vamos indicar como se relacionam as amplitudes
de transicao entre um estado inicial e final

Sri = (f; out|i; in) (2.111)

com as quantidades que sao medidas experimentalmente, as chamadas secgoes efi-
cazes da difusdo. Entdo o caminho entre a experiéncia (secgdes eficazes) e a teoria
(fungoes de Green) ficard estabelecido.

Como vimos nas férmulas de reducao ha sempre uma contribuigao trivial para a
matriz S, que corresponde aos chamados termos desconexos, em que o sistema passa
do estado inicial para o final (que é igual) sem sofrer interacgao. A subtraccao desta
contribuicao trivial leva-nos a introdugao da matriz 1" através da relacao

Sp =15 —i(2m)* 0 (Pr — P) Ty (2.112)
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onde se factorizou explicitamente a funcao delta de conservacao de energia e mo-
mento. Se desprezarmos a contribuicao trivial, a probabilidade de transicao do
estado inicial para o final serd dada por

Wyes = [(2m)*0"(Py — P) Tyl (2.113)

Para prosseguir é preciso encontrar o significado do quadrado de funcao delta.
Esta aparece porque estamos a usar ondas planas. Para obviar este problema pode-
mos por o sistema numa caixa de volume V' e considerar que a interaccao teve uma
duracgao 27. Entao

T .
(27T)454(Pf — R) — lim / di’:x/ dxoez(Pf_pi).J; (2.114)
V=00 7V =T
T — oo
Mas
T : 2
F = /Vdgaj‘ LT d[L‘Oel(Pf_Pi)m = V(;P‘fﬁ] m sin |T(Ef — EZ)| (2115)

O quadrado desta expressao é agora calculavel e dé
4
FP=V%3 3 ———
Se quisermos a taxa de transi¢ao por unidade de tempo e por unidade de volume
dividimos por V2T'. Entao

sin® |T(E; — E;)| (2.116)

sin? T(E; — E;)

= lim  Véz 5 2 | T3] (2.117)
"y S T T(E-E)
T — o0
Usando agora os resultados
Jim Vop 5 = (2m)°6°%(Py — P)
in?T(E; — E;
im 2 S LE —E) o s, -y (2.118)

T=oo T(Ef— E;)
obtemos a taxa de transicao por unidade de volume e por unidade de tempo

Ty = (27)*64(Pr — P)|Thi|? (2.119)

Para obter a seccao eficaz dividimos esta taxa de transicao pelo fluxo e normalizamos
as densidades a uma particula por unidade de volume. Além disso multiplicamos
pelo nimero de particulas no estado final com energias num certo intervalo. Obtemos
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1 1 " d3p;
do = ——T4 [ =~ (2.120)
p1p2 |U12] ! j]'_‘[), 2172(277)3
onde
Uma maneira equivalente de escrever esta equacao é
1 n
do = 2m)*6* (P — B)|Tyi)* 1] dp; (2.122)
4((pi - p2)2 — mim3]"/? s

o que exibe bem o caracter invariante de Lorentz de cada uma das partes que entram
na seccao eficaz. Os factores do fluxo incidente e do espaco da fase sao puramente
cinemdtica. A fisica estd no elemento da matriz T;.

De notar que na nossa convencao, fermioes e bosoes tém a mesma normalizacao,
isto é, os estados de uma particula obedecem a

(plp") = 2p°(2m)%0° (5 — ¢) (2.123)

diferindo assim da convengao do Bjorken e Drell para o caso dos fermioes.
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Problemas Capitulo 2

2.1 Mostre que a representagao espectral para os fermioes p,s(q) satisfaz

a) p(q) = S~ (a)p(qa=")S(a)
b) pas(q,4°) = Yorprs (=7 4°)V5s

2.2 Use os resultados do problema anterior para mostrar que numa teoria que con-
serva a Paridade, como QFED,

Pap(a) = p1(a*)as + p2(a°)das (2.124)

2.3 Mostra que as funcoes p; e p, definidas em 2.2 satisfazem as propriedades
i) p1 e py sdo reais
i) pi(0?) > 0
iii) op1(0?) — p2(0?) = 0

2.4 Demonstrar que para o campo de Dirac se tem

=2+ [ do?pi(c?) (2.125)

2.5 Mostre que

(O [ein(x), out ()] 10) = iA(z — y;m) (2.126)
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Capitulo 3

Teoria das Perturbacoes
Covariante

3.1 A matriz U

Neste capitulo vamos ver como desenvolver um método de calculo para as fungoes
de Green da teoria. De tudo o que vimos nos dois ultimos capitulos ressalta que s
sabemos como calcular para campos livres, como eram por exemplo 0s campos in
e out. Ora as funcoes de Green em que estamos interessados sao dadas em termos
dos campos fisicos com interacgoes com os quais nao sabemos calcular. Vamos aqui
desenvolver o formalismo que permite exprimir os campos fisicos em termos dos
campos in por meio duma série perturbativa e assim conseguir calcular as fungoes
de Green em teoria das perturbagoes. Para isso comecamos por definir a matriz U.

Os campos fisicos com interaccoes ¢(Z,t) e os seus momentos conjugados m(Z, t)
satisfazem as mesmas relacoes de comutagao a tempos iguais que os campos in,
win(Z,t) e 0s seus momentos conjugados m,(7,t). Além disso tanto ¢ como @,
formam conjuntos completos de operadores, no sentido de que qualquer estado pode
ser obtido por aplicagao de ¢ ou ¢;, no vacuo. Isto implica que deve haver uma
transformagao unitaria U(t) que relacione ¢ com ;,, ou seja,

p(T,t) = U (t)oun(Z, OU()
m(Z,t) = U ' (O)mu(Z,0)U (1) (3.1)

A dinamica de U pode ser encontrada por conhecemos as equacoes do movimento
para ¢(x) e @, (). Estas sao

ot

(l‘) = i[Hin(¢inaﬂin)>90in]

81



82 Capitulo 3. Teoria das Perturbacoes Covariante

P (0) = alHin o i), T 32)
2w = ilHlpm). 4
on ,
T = il 33)

Entao das Egs. (3.2) e (3.1) resulta

Gule) = UV )]
= [UOUT ), o] + i [H(in, Tin), pin ()
Pin(@) + [OU" + iHi(Pin, Tin), Pin] (3.4)
onde
Hi(Pin, Tin) = H(Qin, Tin) — Hin(Pin, Tin) = Hi(t) (3.5)
e de modo semelhante
Tin(t) = fin + [UU " + iH1(Pin, Tin), Tin] (3.6)

Das Egs. (3.4) e (3.6) resulta que

UU = Hy(t) + Eo(t) (3.7)

onde Ey(t) comuta com ¢;, € m;, e é portanto um nimero fun¢ao do tempo (nao é
um operador). Definindo

H(t) = Hi(t) + Eo(t) (3.8)
obtemos uma equagcao diferencial para U(t), que é
oU(t
i ai ) = H;(t)U(t) (3.9)

A solucao desta equacao em termos dos campos in é a base da teoria das per-
turbacoes.

Para integrar a Eq. (3.9) precisamos duma condicao inicial. Para isso introduzi-
mos o operador

Ut,t) =U)U () (3.10)
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que obviamente satisfaz

U(t,t) =1 (3.11)
E facil de ver que U(t, ') satisfaz a Eq. (3.9) isto ¢
8U t,t
ét ) = H;(t)U(t,t) (3.12)

Para prosseguirmos transformamos a Eq. (3.12) numa equagao integral equivalente,
isto é,

t
Ut ) =1—i / dt HL () U (1, 1) (3.13)
t/
Esta equacao pode ser iterada obtendo-se a expansao
t t t1
U(t,t/) = 1 —’i/ th}(h) + (—i)Q/ dtlH}(h)/ dtoHy(ts)
% % %
t t1 tn—1
ot () [ [t [ dbH (1) - H)
% % %

4. (3.14)

Claro que esta expansao s6 podera ser tutil de alguma forma se H; tiver um
parametro pequeno e se puderem desprezar termos a partir de certa ordem. Voltando
a Eq. (3.14), como t; > ty >,---t, o produto é ordenado no tempo e podemos
escrever

o0 t t1 tn—1
Ut,t) =1+ (=i)" / dt, [ty / At T(HI(t) - Hi(t,)  (3.15)
1 t t t

Usando a simetria para tq,t, podemos escrever

/ dt / dtsT(H (1) H' (1)) / dt / At T(H () H' (1))
4 t 4 t
1
= / dt, [ dtsT(H) (1) HL () (3.16)
t/ 14

Em geral, para n integracoes, em vez de serd - L pelo que obtemos

Ut,t') =

= T(exp[—i /t,t dtH}(t)])

t t
dty -+ | dt,T(Hp(ty) - Hp(tn))
t/ t/
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=T (exp[—i /t/t d4x7-[1(<pm)]) (3.17)

onde o produto ordenado da exponencial é para ser interpretado através de sua
expansao.
Os operadores U satisfazem a seguinte regra multiplicativa

Ut,t")=U(t, t"U", ) (3.18)

o que se pode ver através de definigao Eq. (3.10) ou através da expressao explicita
Eq. (3.17). Da Eq. (3.18) resulta ainda

Ut,t)=U,1) (3.19)

3.2 Expansao perturbativa das funcoes de Green

Como vimos no capitulo anterior, a técnica de redugao de LSZ reduz o célculo dos
elementos da matriz S a um ingrediente bésico, as chamadas fungoes de Green. Estas
sao valores de expectacao no vacuo de produtos ordenados no tempos de campos de
Heisenberg, (z):

G2, wn) = (0] To(x1)p(xa) - - o(20) |0) (3.20)

A ideia basica do calculo das fungdes de Green consiste em exprimir os campos
©(x) em termos dos campos ¢;,(x) usando o operador U. Obtemos

Gy, x0) = (O] T(U () @in(0)U(t1, ta)pin (2)U (b2, t3) - - -
2 Ultn—1, tn)pin(2n)U(tn)) [0)
= (O TU Ut t)pin(x)U(tr,ta) - -
2 Ultn—1, t)pin (20U (tn — )U (1)) |0) (3.21)

onde t é um tempo que vamos deixar ir para co. Quando t — oo, t é mais tarde do
que todos os t; e —t é anterior a todos os t;. Podemos portanto extrair U1 (¢) e U(—t)
para fora do produto ordenado no tempo. Usando a propriedade multiplicativa do
operador U podemos escrever

Glor, ) = (O U OT (9unlon) - oumCen) expl— [ Hy(0)ar)) U(=0) [0
(3.22)
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onde o produto 71" é para ser aplicado depois de expandir o exponencial. Se nao
fosse pela presenca dos operadores U~1(t) e U(—t) terfamos conseguido exprimir
a fungao G(zy---x,) completamente em termos dos campos in. Vamos mostrar
agora que o vacuo é um estado préprio do operador U(t). Para isso consideremos
um estado arbitrério in |ap; in) que contém uma particula de momento p, sendo
os demais nimeros quanticos representados colectivamente por «. Para simplificar
continuamos a considerar o caso do campo escalar. Escrevemos entao

(ap; in|U(=1)[0) = (a;in|ain(p)U(=1)[0)
J 0
— 3. X (72 4l -~ . (7 .
= i [degy(E ) ( &= O twsinl gz~ Y0 (1) 0
(3.23)
onde f,(Z,t) = e”P*. Agora vamos usar a Eq. (3.1) para expressar p;,(%, —t) em
termos de ¢(Z, —t). Obtemos:
{ap; in|U(=1)|0) =
— i / A f3 (7, )8y (o in|U(—t') (&, ~t U~ (—)U (~1)[0)

— i / B f;(7, )]~ o oz in| U(—t)p(&, —)UH(~1)U(~1) |0)

Tomamos agora o limite ¢t = ¢ — co. Entao

(ap;in| U(—t) [0) = VZ (o in| U(=t)ain (p) |0)
+ (0 in| U(=t) (&, —t) + U(=t)p(Z, =) U (=t)U(—t) [0) (3.25)

Agora o primeiro termo na Eq. (3.25) é zero pois a;,(p) [0) = 0. O segundo também
é zero pois (omitindo o argumento para simplificar)

Up+UpU'U = UU ', U + @i UUT'U
= UU U — 0 UUTU
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= [UUY, iU = —i[H;, @)U =0 (3.26)

onde se usou a Eq. (3.6) e a hip6tese de interacgoes sem derivadas. Concluimos
assim que

tli)m (ap;in|U(—=t)|0) =0 (3.27)

para todos os estados in que contenham pelo menos uma particula. Isto quer dizer
que

Jim U(~t)0) = A_ [0) (3.28)

De modo semelhante se podia mostrar que

Jim U(£) [0) = A [0) (329)

Voltando agora a expressao para a funcao de Green, podemos escrever

t
Glar, - aa) = AN (0| T (gom(xl) e+ o) €XD [—i / H}(t’)dt’D 0)  (3.30)
-t
A dependeéncia no operador U saiu do valor da expectacao do vacuo. Para prosseguir

calculemos as constantes Ay ou melhor a combinacao A_\* que aparece na Eq. (3.30).
Obtemos (no limite ¢ — 00)

AN = (0]U(=t)[0) (0] U (t) |0)
= (0[U(=t) U~} (t)[0) = (0| U(~t,t) |0)
_ (O|T(exp [+i /_t dt’H}(t’)Dm)
— O|T(exp[ /dtH’ D 0y~ (3.31)

Usando este resultado podemos escrever a funcao de Green Eq. (3.30) na forma

(O] T(in(@1) - - pin(@n) exp[—i J2, dt'H} (t')]) |0)

Glar, ) = (O T(exp[—i /7, de (1)) 0)

(3.32)

quando t — oco. Antes de escrevermos a expressao final podemos agora calcular o
numero Ey(t). De facto fazendo

H, = H; + E, (3.33)
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e notando que Fy ndo é um operador, aparece-nos um factor exp[—i [*, dt' Ey(t')]
tanto no numerador como no denominador, cancelando no final. A expressao final
obtém-se da Eq. (3.32) substituindo H; por H;. Obtemos portanto

(0| T(in(21) - - - pin(wn) exp[—i JL, dt'H;(')]) |0)
(0T (exp[—i J, d’ H1(t')) |0)

20 o CO 120 dhyy - - Ay (O] T(in(1) - - Pin (@) Hi (1) - - Hi () |0)
o o E o0 gty - diy, (0| T(Hi (1) - - - Hi(yn)) |0)

n!

G<5L’1"',5L’n):

(3.34)

Esta equagao é o resultado fundamental. As func¢oes de Green foram expressas
em termos dos campos in cuja algebra conhecemos. E portanto possivel reduzir a
Eq. (3.34) a ntimeros. Nessa redugdo desempenha um papel fundamental o teorema
de Wick que passamos a expor.

3.3 Teorema de Wick

Para calcularmos as amplitudes que aparecem na Eq. (3.34) temos que mover os
operadores de destruicao para a direita até actuarem no vacuo. O resultado final é
o teorema de Wick que tem a seguinte expressao

T(pin(1) - Pin(Tn)) =
= in(1)  Pin(@n) + HO] T (@in (1) Pin(72)) 10) : @in(x3) - - Pin(wn) : +perm. |
= [(O] T (@in(z1)pin(22)) [0) (O] T'(pin(x3)pin(4)) |0) : @in(25) -+ + Pin(xn) + perm. |

p.
(O T(pin (1) @in(22)) 10) - -+ (O] T (pin (2n-1)Pin (2n)) 0} + perm. -
" (O] T (i (1) @in(22) 10) - -+ O T(pin (2n—2)Pin (xn-1)) [0) @in(2n) + pe;nl}ﬁpar
(3.35)
Demonstragao :

A demonstragao faz-se por indugao. Para n = 1 é certamente verdadeiro (e
trivial). Também é facil de verificar para n = 2. De facto
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T(@in(r1)on(x2)) =: @n(r1)Pin(x2) : +c-number (3.36)

onde o ¢ — number resulta das comutacoes que é necessario efectuar para colocar
os operadores de destruicao a direita. Para encontrar esta constante nao é preciso
fazer de facto as contas mas somente notar que

O :--:]0)=0 (3.37)

Entao

T(pin(x1)im(w2) == in(21)pin(x2) 1 + (O] T(in(21)pin(22)) 0) (3.38)

o que esta de acordo com a Eq. (3.35).

Prosseguindo com a indugao, vamos supor que Eq. (3.35) é valida para algum n.
Temos que mostrar que é também valida no caso n + 1.
Consideremos entao T'(i, (1) « - @in(zn + 1)) € supomos que t,,1 é o tempo mais
cedo. Entao

T(pin(z1) - - Pin(Tns1)) =
= T(pin(x1) - in(®n))Pin(Tn+1)
= @im(x1) - Pin(Tn)  Qin(Tns1)
+ > (01 T(pin(1)@in(22)) 10) = @in(23) -+ - Qin(@n) : Pin(Tnt1)

perm

4. (3.39)

Para escrever a Eq. (3.39) na forma Eq. (3.35) é necessario encontrar a regra
para introduzir ¢;,(x, + 1) no interior do produto normal. Para isso notemos que
se

pinlx) = oin () + ¢l (2) (3.40)
(=)

onde gog:f ) (x) contém o operador de destruigao e ¢;,’(x) o operador de criacao pode-

1MO0S escrever

L @i (@1) i) = S [T e (@) TT o8 () (3.41)

ABicA jeB

onde a soma é sobre todos os conjuntos A, B que constituem particoes dos n indices.
Entao

FPin(T1) 0 Pin(Tn) T Pin(Tng1) =
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= Z H szn xl H SO (pzn)(xn-i‘l) + SOZ(;)(:L‘n—l—l)]

A,BicA JjEB
- Z szn xl H (pzn l‘] szn ZL‘n+1)
A,BieA jEB
3 TT b @el, (@) TT 8 (25)
ABicA je€B
+ T @) > TT @b (2)) Ol el (i)l (wnia) [0) - (3.42)
ABicA keB jeBj#k

Agora podemos escrever

(O e (@r) el (@a1) 10) = (0] in(r) @in(ns1) [0)
= (0| T(@in(2k)Pin(Tns1) |0) (3.43)

onde se usou o facto de t,,1 ser o tempo mais cedo. Podemos portanto escrever a
Eq. (3.42) na forma

: Soin<x1> o Som(xn) : ‘Pin(xnﬂ) = ‘Pin(xl) T Soin<xn+1) :
+ (1) - Pin(Tr1) Pin(Trr1) - - Pin () 1 (O T (Pin (1) pin (Tny1) 0)
(3.44)

Com este resultado a Eq. (3.39) toma a forma geral da Eq. (3.35) para n + 1
provando portanto o teorema. E conveniente tentar fazer o caso n = 4 para se ver
a mecanica do teorema a trabalhar. A importancia do teorema de Wick resulta dos
seguintes corolarios.

Corolario 1 : Se n é tmpar (0| T(@in (1) - - - @in(,)) |0) = 0 0 que obviamente
é consequéncia das Eqgs. (3.35) e (3.37) e de

(0] in(x) [0) = 0 (3.45)
Corolario 2: Se n é par

= > 601 T(pin(21)@in(2)) [0) - - (O] T(Pin (Tn-1)in(2a)) [0) (3.46)

perm
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onde 6, ¢ o sinal de permutacao que é necessario introduzir para o caso de fermioes.
Este resultado que é o mais importante na prética resulta também das Egs. (3.35),
(3.37) e (3.45).

Portanto os valores de expectacao no vacuo do produto ordenado no tempo de n
operadores que aparecem na férmula geral Eq. (3.34) sao obtidos considerando todos
os valores de expectacao dos campos tomados dois a dois (contracgées) de todas as
formas possiveis. Ora essas contrac¢oes nao sao mais do que os propagadores de
Feynman dos campos livres. Por exemplo

(O] T (pin(21) in(2) Pin(23)Pin(74)) |0)
= (O[T (pin(21)@in(22)) [0) (O] T(@in(23)in(24) [0)
+ (0] T (pin(@1)pin(3)) [0) (O] T'(pin(2) pin(24)) [0)
+ (O] T (@in (1) in(24)) [0) (O] T (@in(22)in(25)) [0)
= Ap(@1 — 22)Ap(r3 — 24) + Ap(z1 — 23)Ap (T2 — 24)
FAp(21 — 20)Ap (22 — 23) (3.47)
onde

4 .
d’k ’ ~ik(z—y)
2m)4 k2 — m? + ie

AF<x—y>=/(

¢ o propagador de Feynman da teoria livre para o caso de campos escalares.
E conveniente usar uma representacao grafica para estes propagadores. Temos,
no espaco das configuragoes,

(3.48)

d*k 7

ye---------- X Ap(z—y)= / (2m) k2 —m? + ieeiik-(xiy) (3.49)
d'p i(p+m) ,
. X  Sp(z—1y)as = / —pre=y) 3.50
y B p a F(x y) B (27T)4 p2 . m2 + Zfaﬁe ( )
Kk 4 .
d*k —ig" _,
Xe NI\ \UN\Y  DiE'(z— :/— —e k(@) 3.51
u Y F ( y) (271_)4 k2 + e ( )
respectivamente para campos escalares, spinoriais e para o fotao (na gauge de Feyn-
man).

Como o Hamiltoniano de interacgao estd ordenado normalmente nao havera con-
tracgoes entre os campos que aparecem em H;, mas somente com os outros campos
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X3 X4 X3 X4
\ 1 \ 1
\ i \ 1
\ ’ \ i
\ 1 \ 1
Y e T~ Il Y /’,,— —~\\\ K
[ N [ N
\7 N \/ N/
¥ i ¥ £
yl AN I\y2 yll\ /\y2
RS Y 1N Ry
[ el _-7 \ ] .o _-7 \
[ S \ o T~eoo-- \
' \ ’ \
1 \ 1 \
1 \ 1 \
’ \ ' \
X7 X2 X1 x3 X4 X2
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Figura 3.1:

fora de H;. Assim as contracgoes ficam ligadas aos pontos correspondendo a Hj; que
sao chamados vértices. Para ilustrar este ponto consideremos a teoria Ap* onde

Hi(z) = %)\ ol (x) (3.52)

Entao uma contribuicio de ordem \? para G(w1, T, 3, z4) vem do termo

(a1)? (O T (@in (1) in (72) in(3) 0in(24) = 3, (y1) = i (y2) + 10) (3.53)

e conduz a diagramas como os representados na Fig. (3.1). Nestes diagramas a
interaccao é representada por quatro linhas saindo dum ponto (y; ou ys). Essas
linhas sao contracgoes dum campo aparecendo em H; com outro campo que pode
ser pertenvente a outro H; ou um dos outros campos em GG (:L‘l s ZL‘4). Para encontrar
as regras de Feynman temos agora somente um problema de calculo combinatorio.
Nao as vamos apresentar aqui pois elas sao mais simples no espaco dos momentos,
0 que veremos a seguir.

Nas figuras anteriores os diagramas a), b) e d) s@o ditos conezos e o diagrama c)
é desconero. Um diagrama diz-se desconero quando hd uma sub-parte do diagrama
que nao esta ligada de modo nenhum a uma linha externa. Vamos ver ja de seguida
que estes ndo contribuem para as fungoes de Green. O diagrama d) é conexo mas
diz-se redutivel porque pode ser obtido através do produto de funcoes de Green mais
simples. Como veremos no seguimento sé os diagramas irredutiveis sao importantes.
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Figura 3.2:

3.4 Amplitudes Vacuo - Vacuo

Vimos na secgao anterior exemplos do numerador da Eq. (3.34). Vamos aqui olhar
para o denominador, as chamadas amplitudes vacuo - vacuo sem linhas externas.
Continuando a usar como exemplo a teoria A\p* alguns dos diagramas contribuindo
para essas amplitudes sdo as indicadas na Fig. (3.2). Os diagramas associados com
o numerador da Eq. (3.34) podem ser separados unicamente numa parte conexa
e noutra desconexa. Para todos os diagramas que tém como parte conexa uma
contribuigao que é de ordem s na interaccao H; o numerador de G(x; ---x,) toma
a forma

S [, 01 TGulan) e Haton) -+ 1) ),
Swf%)wwmxysm Hilyp)) 10) (3.54)

onde o indice ¢ indica que sé as partes conexas sao incluidas. O factor combinatério

s ) slp—s)

¢ o nimero de maneiras de extrair s termos H; dum conjunto de p. Entao escrevemos
a Eq. (3.54) na forma

(3.55)

d*ys O| T(pin(x1) - - pinlwn)Hi(yr) - - H(ys)) [0),

210 dz (0| T(Hp(21) - - Hi(2)) |0) (3.56)
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Esta equacao tem a forma dum diagrama conexo de ordem s vezes uma série
infinita de amplitudes vacuo-vacuo, que cancela exactamente o denominador. Isto
é verdade para qualquer ordem pelo que podemos escrever

NG wa) (G, wa)) (Ek Di)

= D Gi(z1 ) (3.57)

onde G sao os diagramas conexas e Dy, os disconexos. Este resultado quer dizer em
termos simples que podemos esquecer completamente todos os diagramas desconexas
e considerar apenas os diagramas conexas no calculo das fungoes de Green. Esta é
simplesmente a soma de todos os diagramas de Feynman conexos. Assim a estrutura
da Eq. (3.34) simplifica-se enormemente.

3.5 Regras de Feynman para \p*

Para vermos como as regras de Feynman aparecem vamos considerar o caso do
campo escalar real com uma auto interaccao de forma

A
4l

Para sermos precisos vamos considerar duas particulas no estado inicial e duas
no estado final. Entao o elemento de matriz S é

M= =—L1 (3.58)

Spi = (piph; out|pipe;in)

. P - e
— (z)4/d4x1d4x2d4x3d4x4e ip1-T1—1p2-T2+ip;T3+iphH-Ta

(Bay +m?) -+ (@uy +m?) (0] T( (1) p(@2) p(23)0(24)) [0) (3.59)

Para a funcdo de Green usamos as férmulas das Egs. (3.34) e (3.57) e escrevemos

2 (—tA)P 4 4
G(x1, 29,23, 74) = 20: ( ) ) /d z1--d' 2
(01 T (21)prn2) raa)pn(a) P2 Pnt) 10y (3 60)

Como o caso p = 0 é trivial (ndo hé interac¢ao) comegamos pelo caso p = 1



94 Capitulo 3. Teoria das Perturbacoes Covariante

X3 X4

X1 x2

Figura 3.3:

p=1

Entao a funcao de Green é

: in(2
Glarvanan,n) = (=0) [ @5 01T (ulanntan)gnaonten : 52 )
4! 4
= (—M)E /d 2Ap(r1 — 2)Ap(ry — 2)Ap(x3 — 2)Ap(xy — 2)
' (3.61)
a que corresponde no espaco das configuragoes o diagrama representado na Fig. (3.3).

Para prosseguir introduzimos a transformada de Fourier dos propagadores, por ex-
emplo

d* .
A=) = [ e brla (3.62)
onde
7
A = 3.
) = 2 (3.63)
Entao

G(xh .. -1’4) — (—i)\) / d4zd4q1 .. 'd4q4 e la1-T1—ig2w2 —ig3r3 —iqara+i(q1+a2+qs+qa) -2

Ar(q1)Ar(q2)Ar(g3)Ar(qs)

— (—i)\) / d4q1 . -d4q4 e+zq1-:r1+zq2-:v2+lq3-:rs+lq4-:v4

2m)*'6 (@1 + @2 + a3 + 0) Ar(q1) Ar(g2) Ar(g3) Ap(gs)
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281 p2
o

b P
Figura 3.4:

(3.64)

Portanto se introduzirmos o elemento reduzido da matriz T' definido pela relagao

Spi =64 —i(2m)5(Py — P) Ty (3.65)

obtemos

—iTy; = (—i)) (3.66)

Para este amplitude desenhamos o diagrama de Feynman da Fig. (3.4) e associamos
ao vértice o numero (—i\).

p=2

Consideremos agora um caso mais complicado, o célculo de G(x1 - - - x4) em segunda
ordem no parametro. Depois deste caso estaremos em posi¢ao de formular as regras
de Feynman no espa¢o dos momentos com toda a generalidade. Da Eq. (3.60) resulta
em segunda ordem em A:

G(xy, - -x4) =
—i\)? : 4
_ ( ;') /d421d42’2 <0| T((pln(l,l)(pln(xz)(pln(l‘g)gpzn(l'él) : Sozn4<'21> i 901714('22) >|O>c
B (_Z)\)Q 4 4 4 X 3 4 X 3
- /dz1d22<4!)x(4!)><2

{AF(I‘l — Zl)AF(l‘Q — Zl)AF(Zl — ZQ)AF(Zl — ZQ)AF(ZQ — ZEg)AF(Z’Q — l‘4)
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AR — 2)Ap(Es — 22)Ar(21 — 2)Ar(21 — 22)Ap(21 — 23)Ap(22 — 24)

AR — 2)Ap(Es — 22)Ar(21 — 22)Ar(21 — 22)Ap(21 — 24)Ap(22 — 23)
+Ap(r1 — 20)Ap(12 — 22) Ap (20 — 21)Ap(22 — 21)Ar(21 — 23) Ap(21 — 74)
+Ap(r1 — 20)Ap(12 — 21)Ap(21 — 22) Ap(22 — 21)Ar(21 — 23) Ap(22 — 4)

+ Ap(xy — 29)Ap(xg — 21)Ap(2z1 — 22) Ap(21 — 20)Ap(21 — 24)Ap(z1 — xg)}

X3 Xy X3 X4 X3 X4
== 1 \ ] TTTe~L. -7 77
RN ' \ ' BRI
S ' \ ' >Z
M 1 \ 1 .
N
4 Y
1 \ 1 , N
\\ 1 \ 1 7 \
N 1 \ 1 ’ \
1 \ 1 4 \
,,,,, v \ e 1 [ R
e S0 [ S~ ,” Q
’ LY 1 v/ N 1 ’ v
27114 Y22 = Zjt i 29 — z1t 122
TS 7 RS A 2 AN \
[N Pid 1S~ _-7 ! ~<. _--"
cmem - , -———- \ h -- \
1 . 1 \ 1 \
1 1 \ 1 \
1 AN 1 \ 1 \
1 N 1 \ 1 \

1 ~ 1 \ ! \

1 \\\ 1 \ ! \
1 ~o 1 \ 1 \
1 S~ao 1 \ 1 \

X1 x2 X1 X2 X1 x2

Vamos

—~

+ (2 o zQ)} (3.67)

agora passar para o espaco dos momentos. Comecemos pelo diagrama a)

G(a) (xlu X2, T3, .T4) -

—i\)?1
( 2! ) 2 /d4z1d422AF(371 = 21)Ap(r2 = 20)Ap (21 — 22)Ap(21 — 2)

AF<22 — l’g)AF(ZQ — .T4)

(=iA)?

—i)\)zl/d4z 2ts d'qp d'qy d'qs d'qy d'qs d'qs
21 2 72 2t (2m)t (2m)4 (2m) (27)4 (2m)*

eillar-z1+a2-w2—g3-w3—qa-w4)+21-(95—q1 —q2+46)+22:(43+94—95—3o)]
Ap(q1)Ap(q2) Ar(g3)Ar (1) Ar(g5)Ar(ge)

1 d4ql d4q5 .
~(2 4/ &4 — (e — ilq1-z1+q2 22— g2 T3 —q4-T4]
2( ﬂ-) (27T)4 (27T)4 (ql + QQ Q3 q4) €

2!
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Ar(q1)Ar(g2)Ar(g3)Ar(g4)Ar(gs)Ar(qg1 + g2 — gs) (3.68)

Agora introduzimos esta relacao na férmula de redugao. Obtemos

Sj(f‘?) = (i)4/d4x1 - drg e P artpe @ —p w—pyaa]
(3

(Op, +m?) - (Op, + MG (21, -+, 24) (3.69)
A tnica dependéncia de G® em z;(i = 1, - --4) é na exponencial, pelo que
(Dl'i + m2) — <_qz2 + m2> (37())

e portanto usando

(=g} +m*)Ap(q) = —i (3.71)

obtemos

o (=21 dlgp  d'q
SJ(%.) =3 /d4:c1 . .d4x4/ (27r)14 (27r)54 @2m)*0* (q + 2 — a5 — qu)

el i ez o) = O =09~ G A () A (g1 + 2 — gs)

z)\ d* d
= ol 2 / Q1 e o (27T)454(Q1 + g2 —q3 — Q4)(27T) 5t (p1 - (J1)

(2m)*6* (p2 — qQ)(27T)454(p’1 — q3)(2m)*6* (P — q4) Ar(g5) Ar (a1 + @2 — g5)

—iA21 g d
= ¢ o1 ) 5/ (273)54 (2m)*6* (p1 + p2 — i — Po)Ar(g5) Ap(pr +p2 — g5)  (3.72)

Esta expressao pode ser escrita na forma:

d4q

(ZiA7 1 LAH DA+ ra =) (3T

S(Q)ZQ 454 WA ) _/

Se designarmos por a’) o diagrama a) com z; > 29 e refizermos o célculo anterior
obtemos exactamente o mesmo resultado da Eq. (3.73). Portanto

a+a’ / / : 1 d4
St = (2m) 64 (p1 + p2 — 1 — o) (=iA)*5 / E §4AF(Q)AF@1 +p2—q) (3.74)

ou ainda, em termos da matriz TY;
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Figura 3.5:

.(a+a) . 2]- d4q
ST = (Ci0?5 [ G @e( 4 =) (3.75)

Para este resultado desenhamos o diagrama de Feynman da Fig. (3.5), que tem a
mesma topologia de a) e a’) mas agora no espago dos momentos. Assim vemos
que para calcular a matriz —iT", associamos a cada vértice o factor (—tA), a cada
linha interna o propagador Ag e por cada loop o integral [ -2 (2 —4. Além disso ha
conservacao de 4- momento em cada vértice. Finalmente ha ainda um factor de
simetria (ver & frente) de 1 para este diagrama.

Se repetirmos os calculos para os diagramas b) +b') e ¢) + (') é facil de ver que
obtemos

. / ol odiq
i) (i) / (2ﬂ)4AF(q)AF(q —p1+p)) (3.76)
(§]
T = 2/’ QAF (@)Ar(q =1 +95) (3.77)

a que correspondem os diagramas da Fig. (3.6).

Depois deste exercicio estamos em condicoes de enunciar com toda a generalidade
as regras de Feynman para a teoria Ap?* para o cdlculo dos elementos de matriz —iT,
isto ¢, depois de factorizar o (27)%6%(- - -). Estas sao (para um processo com n pernas
exteriores):

1. Desenhar todos os diagramas topologicamente distintos com n pernas exteri-
ores.

2. Por cada vértice multiplicar por (—i\)

3. A cada linha interior associar um propagador Ag(q)
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Figura 3.6:

. o 4 . .
4. Por cada loop incluir o integral [ (§ng4. O sentido deste momento ¢ irrelevante
nesta teoria mas tem que haver conservacao de 4 - momento em cada vértice.

5. Multiplicar pelo factor de simetria do diagrama. Este é definido por

Maneiras distintas de ligar os vértices as pernas exteriores
S = & P (3.78)

Permutagoes em cada vértice x Permutagoes de vértices iguais

6. Some as contribuicoes de todos os diagramas topoldgicamente distintos. O
resultado é o elemento da matriz —iT" que entra na férmula para a seccao
eficaz de difusao.

3.6 Regras de Feynman para QFED

Passemos agora ao caso de QFED. Também é uma teoria sem derivadas na interacgao
que é portanto

Lr=—H;=—eQU " Vin Al (3.79)

As escrevermos a Eq. (3.79) muddmos a nossa convencao anterior e passamos a
chamar e ao mddulo de carga do electrao. O sinal estd em () que para o electrao é
—1. A vantagem da Eq. (3.79) é que permite uma generalizagao facil para o caso
dos quarks onde () deixara de ser inteiro. Para QFED, isto é com electroes, podemos
portanto escrever

LFEP = ey i A (3.80)
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Devido a conservacao de carga eléctrica, as fungoes de Green que vamos ter de
calcular tém um nimero igual de campos 1 e 1». Em geral serao

G(@1 Tp@ng1 T Y1 Yp) =

= (O T (W (1) - - (@n)p(@n1) - P(w2n) A (y1) - - - A (yp)) [0) (3.81)

onde omitiremos os indices spinoriais nos campos fermiénicos. Esta expressao esta
escrita em termos dos campos fisicos. Seguindo um processo idéntico ao do caso dos
campos escalares podemos derivar uma férmula para G em termos dos campos in.
Sera

(0] Ttin (1) - - - sy, (220) AL (1) - - - AL () oli [ d*2L1(2)] 10)
(0| T expli [ d*2L;(2)]]0)

G(x1x2n7y1yp) =

= (O] Tbin(21) - -+ Py (o) At (1) - - - Al (1) €1/ T1E1 )
(3.82)
onde os campos em L; estdo ordenados normalmente e (0] - - - |0),, significa que apenas

consideramos os diagramas conexos.
Para chegarmos as regras de Feynman vamos considerar alguns processos simples.

3.6.1 Efeito de Compton

Este processo diz respeito a reacao

e +y—=e +7 (3.83)

para o qual escolhemos a cinemdtica da Fig. (3.7). O elemento da matriz S a
calcular, é portanto

Spi = (1), s'), k' out|(p, 5), k; in) (3.84)
Usando (3.93) e (3.100) podemos escrever:

St =

_ / d*zds’ / dhydty e lPaetky=p" 2 =Ky T oh () (1)

ﬂ(pla 5/)0/ (ng’ _m)a/ﬁ/ﬁyﬁy’ <0| T(wﬁ/ (x,)aﬁ(fp)Au(y)Au’(y,) |0> (_’;590 _m)ﬁaua(pa 3)
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Figura 3.7:
(3.85)
Temos portanto que calcular a funcao de Green
G2, 2,y,y) = (0| T(¥p (2")s(2) Au(y) Aw (y)) 10) (3.86)

Se usarmos agora a Eq. (3.82) e o facto de que a interacgdo tem um nimero
impar de campos, vemos que a contribuicao mais baixa é quadratica na interaccao
(pelo teorema de Wick o valor de expecta¢do no vacuo do produto ordenado no
tempo dum nimero impar de campos é nulo). Temos portanto

G('Z‘7 ZLJ? y? y/) =

= U [ a0 T3 T () A ) A )

i (27 Win(21) AP (21) 2 B (22) 7P (22) AP (25) - [0)

= s P [ itz (O TC B ()AL () A )

LT ()R (1) AT (210) = 0 (20) P (20) AT (2)) [0) (3.87)

Usemos agora o teorema de Wick para escrever (0] T'(---) |0) em termos dos propa-
gadores. Obtemos

(O T (W5 ()3 () AT () Ay ) 0 (20 () A (21) 22 00 (20) 3 (20) AT (22)) £ |0)
= (O] TR ()0, (21) [0) (O] TYE (22) 05 () [0) (O] T (21) 8 (22) |0)
(O] T(A™ (y) A% (1)) |0) (0] TAZ () A (25) [0)
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y y y y
x ) 2 21 x’ x 2z ) 2] x’
y y’ y y;
X 21 o 22 x’ X 21 d) 29 x’
Figura 3.8:
+ (0] T (@)D (21) [0) (O] T (22) 5 () [0) (O] T (1), (22)]0
(0| T A (y ) i (22) 10) (O] T Ay ) AL (21) |0)
(0] T ('Y (20) |0) (O T (21 )5 () [0) (O T (22 (21) 0)
(0 T AL (y) AT (21) 10) (0] TAZ?(y’)Am(@) 10)
(0] T (') (20) |0) (O] T (21)95 () |0) (O T (22) 9 (21) 0)
(0| T AL (y) A} (22) [0) (O] T A (y') AT (21) 10)
= Srpy(2" — 21)Srep(22 — 2)Srsy (21 — 22) Drpo (Y — 21) Do (Y — 22)
+Sppry (7' — 21)Srap(22 — 1) Sray (21 — 22) Diyp(y — 22) Do (y' — 21)
+Spgy (2" = 22)Spsp(21 — ) Spay (22 = 21) Drpe (y — 21) Drwp(y' — 22)
+Srpy (@' — 22)Srsp(21 — ) Srey (22 — 21) DEpp(y — 22) Do (Y — 1) (3.88)

Para se compreender melhor a Eq. (3.88) é conveniente desenhar os diagramas
correspondentes (no espaco das configuracoes). E o que fazemos na Fig. (3.8) Dai ¢
claro que b) = ¢) e a) = d) pois zl e 2z sao nomes irrelevantes. Daqui resulta um
factor de 2 que vai cancelar com o 5; na Eq. (3 87). (De facto este resultado é geral,
para n vértices tenho n! que cancela com o % do desenvolvimento da exponencial).
Tenho portanto sé dois diagramas dlstmtos que vou considerar que sao c) e d).
Entao (ja incluindo o factor de 2) temos

G(2) <x7 'r/7 y’ y/)

(i€)* (V" )1s(V") v / d*z1d* 2 Spay (2 — 22)Spsp(z1 — )



3.6. Regras de Feynman para QFED 103

SF5"y(ZZ - Zl)DFua(y - Zl)DFu’p(y/ — 2’2) (389)

Para prosseguir, podiamos tal como no caso de Ap*, passar para as transformadas
de Fourier dos propagadores. Contudo é mais facil desembaracar-mo-nos primeiro
das pernas exteriores usando os resultados

(ide — m)arSeas(x — y) = i0ap6*(x — y)
SFO()\(I‘ — y)(—’;ay — m))\ﬁ = i5a554(l‘ — y) (390)

Do Dy (2 — y) = igud* (x — ) (3.91)
Obtemos assim
S = (o) [ dad'atydty'e T D (g 2 (K )g,
(70)«/5(’}/))«/5’ E(p/, Sl)a’(;a"y’uoz(pa 5) 5604
/d421d42’254($/ - 22)54@ - 21)54(?/ - 21)54(?// - 22) SFM(ZQ - 21)
= (ie)2/d421d4226_i(p'zl+k'zl_p/“2_kl'z2)€“(k‘)€*“/(k')
E(pla S/)Oé’(’YM’)a'ts'SF(S”Y(ZZ - Zl)(’YM)ﬂ/ozuoz(pa 5) (392)

Finalmente usamos

d4q Z(g + m) e—iq~(zz—z1)
2m)4 ¢ — m? + ie

SF(ZQ—Zl) = /(

= / d'q Sp(q)e e z2—=1) (3.93)
(2m)*
para obter
d4q . . / /
S(c) _ / d421d422e—zz1~(p+k—q)+zz2-(p +k'—q)
' (2m)*

et (k)" (Ka(p, s')(ie%/)SF(q)(iefyit)u(p, s)
= 206D (p+Ek—p — k)

e (k)" (K'ya(p', s') (iev),) Sr(p + k) (iey,)u(p, ) (3.94)
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Figura 3.9:
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p p_k; p;
Figura 3.10:

Portanto o elemento da matriz T é

—iT}) = et (k)" (K Vu(y', s') (iev, ) Sr(p + k) (iey,)u(p, 5) (3.95)

correspondente ao diagrama da Fig. (3.9) Na Eq. (3.95) agrupamos (ie,) porque
vai ser claro que é a regra de Feynman para o vértice. As setas nestes diagramas
correspondem ao fluir da carga (do electrao). Repare-se que a um electrao no estado
inicial associamos o spinor u(p, s) e a um electrao no estado final o spinor @(p’, s).
Como o resultado da linha do electrao tem que dar um niimero comegamos a escrever
do final da linha no sentido contrario as setas.

De modo semelhante, para o diagrama d) obteriamos o diagrama representado
na Fig. (3.10), a que corresponde a seguinte expressao para a amplitude,

—iT}) = e (k)e™ (kYa(p', ') (ie,,) Sr(p — k) (i, Ju(p, s) (3.96)

Olhando para as Egs. (3.95) e (3.96) estamos quase em posigao de enunciar as regras
de Feynman para QFD. Vamos s antes disso, analisar outro caso em que entrem
positroes.
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Figura 3.11:

3.6.2 Difusao elastica electrao - positrao (Bhabha Scatter-
ing)

Este exemplo vai-nos ensinar duas coisas. Primeiro como € que os positroes entram
nas amplitudes e segundo, que em alguns casos devido a anticomutatividade dos
fermices h4 sinais menos relativos entre os diagramas. Temos

Sy = {0, ), (¢, 5); out|(p, s), (g, 5);in) (3.97)

correspondendo a cinematica da Fig. (3.11). Notar que as setas sdo no sentido da
carga do electrao, mas os momentos correspondem aos momentos das particulas:
p a entrar e p’ a sair para o electrdo e ¢ e entrar e ¢’ a sair para o positrao. No
seguimento nao vamos indicar a dependéncia no spin para simplificar as férmulas.
Entao, usando (3.93) escrevemos:

Sfl — /d4xd4yd4xld4y/6_i[p.x_i_q,y_p/.x/_q/_y/]

—

WP )a(i@ar — ) e Ty () iy — m)os
(O T%s ()b (2 )b ()5 (y) [0)
(=i0y — 1) grovttes (p) (=i — M) g0 () (3.98)

Temos portanto de calcular a funcao de Green

Gy, 2, 2,y) = (01 TPy (v )s(a") g (2)s(y) [0) (3.99)

A contribuicao de ordem mais baixa é de segunda ordem (hé claro uma contribuicao
sem interacgao mas isso corresponde aos termos disconexos em que nao estamos
interessados). Temos (para simplificar neste exemplo vamos omitir a indicagao de
que se trata de campos in):
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x > 77 > x’ x x’
— + 2] 29
- 22 - b >
a) b)
Figura 3.12:

) e [ A’z
(01T 0 ! VT as(9) .2 () (o) 5 (22 () A 22) < )

ie)?
= ( 2> (7“)55,(7”)¢¢//d421d422

G<y/7 xl’ x? y) =

[ — Spae(2’ — 21)Srep (21 — ) Spsp(y — 22)Skps (22 — Y ) Dpy (21 — 22)
+Srse(y — 21)Srep (21 — 1) Srpp(t’ — 22) Skprs (22 — ¥ ) Dy (21 — 22)
+H(z1 ¢ ) (3.100)

Mais uma vez a troca (z; <> 23) compensa o 3 e temos dois diagramas com
um sinal menos relativo conforme esté representado na Fig. (3.12). Analisemos a
contribuigao do diagrama a)

S = - / d'wd'yd"s'd"y d'21d" 25 (ie)* (Y)eer (") pe W TV

(P )i, = )T (9) iy — )
SF@;(ZL‘/ — Zl)SFe’ﬁ’(zl — l‘)SF(;(p(y — ZQ)SFSOI(S/(ZQ — y,)
.<_ .<_
(_Zam - m)ﬁ’a’ua’ (P)(—Za; - m)ts’“/’vv’(q/)DFuV(Zl - 22)
= - /d421d4226—i[p~Z1+Q~32—P"21—Q"Z2]

a(p')(iey" )u(p)v(q) (iey”)v(q ) Drw (21 — 22) (3.101)

Agora usando a transformada de Fourier do propagador do fotao

d*k —ig.., k(o —z
Dz =2) = /(%)4/@ e
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A - u g
P p’
p-p
q h Vv - q’
Figura 3.13:
d*k .
= /(QW)uDFuu(/f)elk'(zle) (3.102)
obtemos
S = () (ier" ulp)u(a)(ier”)o(q)
d*k e, o
1 —_— v p
[ e G Dy (ke o
T

= —(@2n)*%* (p+q—p — ¢)alp)(iey)u(p)v(q)(iey")v(a’) Dy (0 — p)

(3.103)
e portanto o elemento da matriz T é
T = —u(p)(ier")u(p) Dy — PG o) (3.104)
a que corresponde o diagrama de Feynman da Fig. (3.13).
Dum modo semelhante chegariamos a
—iT} = v(q)(iey" )u(p) D (p + q)U(p) (iey”)v(q) (3.105)

que corresponde ao diagrama da Fig. (3.14). Qual dos dois diagramas tem o sinal
— é irrelevante. Depende das convengoes em construir os estados in que levaram a
Eq. (3.97). Sé o sinal relativo é importante.

3.6.3 Loop de fermioes

Antes de enunciamos as regras de Feynman convém ver o que se passa com loops

de fermioes. Um exemplo é a correccao de segunda ordem ao propagador do fotao
da Fig. (3.15).
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p p’
b+q
U v
q T
Figura 3.14:
Figura 3.15:

Primeiro é facil de ver que a orientacdo do loop sé é relevante se conduzir
a diagramas topolégicamente diferentes. Assim os diagramas da Fig. (3.16) sao
topologicamente iguais e s6 um deles deve ser considerado. Mas os diagramas
seguintes da Fig. (3.17) s@o topoldgicamente diferentes e devem ambos ser incluidos.

O segundo aspecto dos loops de fermides tem a ver com um sinal menos que deve
afectar os diagramas onde eles aparecem. Para compreender esse sinal basta notar
que por definicao de loop ele nao esta ligado a linhas fermiénicas externas. Deve
portanto ter origem apenas na interaccao, isto é vir de termos da forma

Figura 3.16:
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1 4 1 4
2 3 2 3
Figura 3.17:
O[T+ s () Az)(21) -t V(2 Azn)Y(20) 1 -+ ]0) (3.106)

ora para levar isto para a ordenacao que conduz a um loop é necessario sempre fazer
uma permutac¢ao impar daquela ordenagao inicial pelo que obtemos um sinal (—)
para esses loops.

3.6.4 Regras de Feynman para QFED

Estamos agora em posicao de enunciar as regras de Feynman para QFED

1.

Para um dado processo desenhar todos os diagramas topoldgicamente distin-
tos.

. Para cada electrao que entra no diagrama um factor u(p, s). Se sair do dia-

grama um factor u(p, s)

Para cada positrao deixando o diagrama (estado final) um factor v(p,s) e
entrando o diagrama (estado inicial) um factor o(p, s).

Para cada fotao o vector (k) no estado inicial e ¢**(k) no estado final

Por cada linha fermidénica interna o propagador

(PEm)as (3.107)

B ;) [of SFaB(p) = Zp2 —m2 +ie

. Por cada fotao virtual o propagador (gauge de Feynman)

Dy (k) = —i222 (3.108)
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7. Por cada vértice o factor

eyt

8. Por cada momento interno nao fixado por conservagao de momento (caso de
loops) um factor

/ (534 (3.109)

9. Por cada loop de fermioes um sinal —1.

10. Um factor —1 entre diagramas que diferem por trocas de linhas fermioénicas.
(Em caso de duvida recorrer ao teorema de Wick)

Notas:

e Em QQF D nao hé factores de simetria, isto é sao sempre iguais a 1.

e Em toda esta discussao nao considerdamos os factores Z que entram nas férmu-
las de reducao. Isto é verdade em ordem mais baixa. Mas os factores Z
podem ser calculados em teoria de perturbacao. Para isso a ser definicao é
(por exemplo para o electrao)

lim S%(p) = Z2Sk(p) (3.110)

p—m

onde S%(p) é o propagador com interacgoes. Assim podemos obter em teoria
de perturbacoes.

Zy=1+0(a)+--- (3.111)

Em ordem superiores é necessario corrigir a linhas exteriores por estes factores

VZ.
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3.7 Receita Geral para as regras de Feynman

Vamos aqui apresentar, sem demonstracao, um método geral de obter as regras de
Feynman de qualquer teoria, mesmo que os acoplamentos tenham derivadas, o que
é importante para o Modelo Sandard das intercgoes fundamentais.

O ponto de partida é a accao tomada como funcional dos campos

T[] = /d4x£[g0]- (3.112)

e facto ¢é o funcional gerador das funcoes de Green irredutiveis de uma
De facto T’y f | dor das fungoes de G dut d
particula em ordem mais baixa, mas a demonstracao desse facto esta fora do ambito
deste curso. As regras sao as seguintes:

Propagadores:

52F0[‘P]
dp(zi)dp(zy)

1. Calcular T(()Q)(:Ei,xj)
2. Calcular a Transformada de Fourier (TF) e obter T(()Q) (pi, p;) através de
(2m) 454 (p; + )T (1, ;) = / d*z;d ;e Pt (o 20y (3.113)

onde todos os momentos sao incoming.

3. O propagador de Feynman é

ng = i[rt()z) (pir )]~ (3.114)
Vértices
1. Calcular F(()n)<l’1 cemy) = MZL)F%%

2. Calcular a TF definida por

n)

2m) 5 (pr +pa+ -+ )T (1 pn)

= /d4x1 . -d4xne_i(”1'x1+"'p”'x”)T(()n)(xl exy,) (3.115)
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3. O vértice, no espaco dos momentos, é entao dado por
iy (p1, - pa) (3.116)

Notas:

e Para os campos fermidnicos é preciso ter cuidado com a ordem de derivacao.
A convencao é
52
577Z)oz @)5@5 (y)

o (x) € Yg(x) s@o aqui tomados como campos cldssicos anticomutativos (varia-
veis de Grassmann)

(V(2)T0(2)) = Tpad’(z — 2)6% (2 — y) (3.117)

e As derivadas funcionais sao definidas por

i) _ Sud (2 — y) (3.118)

3.7.1 Exemplo: Electrodinamica escalar

O Lagrangeano é:

A
L= (0, —ieQA,)p" (0" +ieQA*)p —mp*p + Ly — Z(g@*go)z (3.119)

Portanto

g
Lint = —ieQ@* 0 o A" + Q% A, A* (3.120)

os propagadores sao os habituais. Vejamos somente os vértices. Ha dois vértices. O
cubico ¢é dado por

=y



3.7. Receita Geral para as regras de Feynman 113

Fff’) (21, T2, x3) = —ieQ/d4254(z — :L’l)(gﬂ — SH)54(2 —x9)0%(z —x3)  (3.121)
logo
2m)*5*(p+k + q)l"l(f’) (p,q, k) = —’ieQ/d4zd4x1d4x2d4x36_i($1p+x2q+x3k)
54z — 1) (D, — 0,)0*(2 — 22)6* (2 — 3)
= —ieQ / d*zd wpe PR atawaly 545 )
+ieQ/d4zd4x1e’i[pler(q*k)z]@Hé‘l(z — x1)
= —ieQ(ip, — iq,)(2m) 6 (p + ¢ + k) (3.122)

Portanto este vértice é

iLu(p, g, k) = ieQ (pu — qu) = —ieQ (qu — Pu) (3.123)

O outro vértice é

L0 (21, 22, w3, 24) = 2°Q°6 (w1 — 22)6" (w1 — 3)8 (21 — 24) gy (3.124)
(§]
T (p,q, k1, k) = 2(eQ)* gy (3.125)

logo o vértice é

i2¢*Q% g, (3.126)
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Problemas Capitulo 3

3.1 Mostre explicitamente que o teorema da Wick é valido para o caso de 4 campos,
isto é

T (in(21)0in(T2)Pin(¥3)Pin(T4)) = Qin(T1) < Qin(Ta) : 4+ (3.127)

3.2 Para o caso da teoria A¢* verifique as regras de Feynman para os diagramas

\ 1 ~
Soe” p2
p’1“ D D1 e
\ 1 ‘ S
k ~ ~ » p2 // \\
\  gPIPI g N
\ P AT /’,»—<-~\\
v 7 <! 1, - - B Q
1 \l’ \ll 1 " q-p1-p2
2 TR \
"I \~_>_¢’ \‘\ I'I \~~>—’¢ \‘
q q )
Pz,‘ A\P2 P17 ‘\‘pz
1

3.3 Considere uma teoria com a interacgao

A
L= (3.128)

a) Encontre as regras de Feynman x

b) Calcule o factor de simetria do diagrama
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3.4 Verifique para o efeito de Compton que o diagrama

p p-k r’
dé o resultado da Eq. (3.96).
3.5 Verifique a equacao Eq. (3.105).
3.6 Mostre que em QFED os factores de simetria sao sempre 1.

3.7 Calcule explicitamente o elemento da matriz T para o processo ete™ — 7y
(aniquilagao dos pares) e verifique que coincide com as regras gerais.

3.8 Mostre que as amplitudes para ee™ — vy e e~y — e 7 estao relacionadas.
Como se pode obter uma da outra?
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Capitulo 4

Correccoes Radiativas

4.1 Renormalizacao a 1 loop

Vamos considerar a teoria descrita pelo Lagrangeano

1

Lopp = ——F, " —

4

Os propagadores livres sao

L ANNANANNSD Y

O vértice é

1
28

>5a = Sppa(p)

=1 kb

—(0- A +Y(id + eA—m)Y .

—i Guw
k2 + ie

1 (k24 z’s)?]

. k,k, 1 k.k,
_Z{<guu_ ;2 >k2+25+§ ;4
Gy (F)

Fie(h)sa o=l >0

117

}

(4.1)

(4.4)
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p+k

Figura 4.1:

Vamos agora considerar as correcgoes radiativas em primeira ordem (isto é, 1 -
loop) para os propagadores e para o vértice.

4.1.1 Polarizacao do vacuo

Em primeira ordem a contribuicao para o propagador do fotao é dada pelo diagrama
da Figura 4.1 que escrevemos na forma

GO(k) =Gy il (k)G (k) (4.5)
onde
d*p i i
M, = —(tie) / T ,
Sl (+ie) (2m)4 r<7“]5—m+i57]5+k—m+i5>

2 / d'p Ty (p+m)vn @+ E+m)
(2m)* (p? — m?2 +ig)((p + k)2 — m? + ie)

e / dp 2pupu+puk + poky — g (P +p -k —m?)
—m?+ie)((p+ k)% —m? +ic)

(4.6)

Simples contagem de poténcias de p mostra que este integral, é quadraticamente
divergente. De facto a divergéncia é, como veremos, apenas logaritmica. Sendo o
integral divergente temos que o regularizar primeiro para depois absorvermos essas
divergéncias nos parametros da teoria. Aqui vamos usar o método de regularizagao
dimensional. Para um valor de d suficientemente baixo o integral converge. Se
definirmos € = 4 — d, no fim de termos feito o integral devemos obter um resultado
divergente quando € — 0. Obtemos portanto’

T, (ke) = —de / A% 120upy + Puky + Puky — G (D + p - k —m?))]
v (2m)d (p> —m2 +ie)((p + k)2 — m? + ie)

'Onde ;v é um pardmetro com as dimensoes de massa introduzido para assegurar a dimension-

alidade correcta da constante de acoplamento em dimensdo d, isto é, [¢] = 454 d — £ Assim pomos

2
e — epz. Para mais detalhes ver o Apéndice.
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—  _de Nuw(p, k)
= ’u/ 4 (p? —m? +ie)((p+ k)> — m? + ie) (4.7)

onde
N (p, k) = 2pupy + puks + Doky — G (p® +p - k —m?) (4.8)

Para efectuar este integral comecamos por utilizar a parametrizacao de Feynman
para escrever o denominador sobre a forma dum tnico termo. Para isso usamos (ver

Apéndice)
1 1 d
= T (4.9)
ab  Jo [ax +b(1 — z)]

para obter

N, (p, k
il (k) = —de? u/ da:/ (P k) —
z(p+ k)2 —am?+ (1 — 2)(p? — m?) + ic]

= —4e’pu / d;z:/ Nyw (P, k)

dp?+k-px+ xk? — m2—|—i8]2

N, (p. k
= —de*pu / d;z:/ wp: F) —  (4.10)
[(p + kx)? + k22(1 — ) — m? + ig]

Para dimensao d suficientemente pequena o integral é convergente e podemos efec-
tuar a mudanca de variavel

p—p—kx (4.11)
Obtemos entao
” kx,k
i1, (k€)= —4e’ / dx/ “ (p — ka, k) (4.12)
C + i€
onde
C=m?—kux(l—x) (4.13)

N, é um polinémio de segundo grau no momento do loop (ver Eq. (4.8)). No entanto
usando o facto de que o denominador da Eq. (4.12) s6 depende de p* podemos
mostrar que

2m)? [p? — C + i€
2

d’p pp” 1o, [ d% p
_ g 4.14
[ e gorg i ayrpooray @9

Isto quer dizer que s6 temos que calcular integrais da forma

I - / (ddp (r*)"

2m)¢ [p? — C + ie]™
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Im pOAL
X
x’ Re’po
Figura 4.2:
dd—lp <p2)r
- dp® 4.15
/(27T)d/ b [p? — C +ie]™ (4.15)

Para efectuar esta integragao vamos usar a integracao no plano complexo da variavel
p° conforme descrito na Fig. (4.2). A deformagao do contorno corresponde & chamada
a rotacao de Wick,

0 .0 too [T
P —ipy : —)z/ dpp; (4.16)
ep’ = (P2 —1pI* = —(WR)* — IpP* = —p%, onde pg = (P, P) ¢ um vector

euclidiano, isto é, calculamos o seu produto interno usando a métrica euclidiana
diag(+, +, +, +),
vy = (%) + |pl (4.17)

Podemos entao escrever (para mais detalhes ver o Apéndice)

dipg )
I —i(—1 T—m/ _ 41
=D | o g+ 0] (4.18)

onde nao mais precisamos do i€, pois o denominador ¢ estritamente positivo?(C' > 0).
Para calcularmos I, ,, escrevemos

/ dpp — / dpp Ay, (4.19)

onde p = /(p%)? + [p]? é o comprimento do vector pg no espaco euclidiano a d
dimensoes e df);_; é o angulo sélido que generaliza as coordenadas esféricas. Os
angulos sao definidos por

pE = D(cos 0y, sin 01 cos O, sin 0 sin 0, sin 0 sin 05 cos b3, . .., sinfy - - -sinf,_1)

(4.20)

20 caso de C < 0 obtém-se por continuacio analitica da férmula final.
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Entao podemos escrever

™ 2
/de,1 = / sin 9?72 d91 s d@d,l (421)
0 0
Usando agora
/W Sin 6" df = /7 F(mTt) (4.22)
0 L(=5%)
onde I'(z) é a funcdo Gama, obtemos
d
/de =2 (4.23)
r(s)
A integragao em p faz-se usando o resultado
dr ————— = q(=1)1"tgrt™™ 1 4.24
/0 v (™ + am)4 (=) a nsin(m B T(EE — g + 1) (4.24)
para finalmente se obter
_1)yr-m T D T(m—7 — ¢
I —icr-m+d U (r+g) Tlm—r=3) (4.25)

4mf 0@ T(m)

Notemos, para finalizar, que a representagao integral de I, ,,, Eq. (4.15) ¢é valida
somente para d < 2(m —r) para assegurar a convergéncia quando p — oco. Contudo
a forma ja integrada da Eq. (4.25) pode ser continuada analiticamente para todos
os valores de d excepto para aqueles em que a funcao I'(m —r — d/2) tem pdlos, isto
é (ver secgao A.6), para

d
m—r—i#(),—l,—Q,... (4.26)

Para a aplicacao aos integrais que aparecem em regularizacao dimensional é conve-
niente escrever Eq. (4.25) usando a relagdo d = 4 — e. Obtemos

(=) 4w 5 o PR+ —=5) T(m—r—2+5%)
brn =y <c) N () (4:27)

que tem polos para m —r — 2 < 0 (ver secgao A.6).
Voltemos agora ao calculo de II,,. Primeiro notemos que apés a mudanga de
varidvel da Eq. (4.11) obtemos

N (p — kx, k) = 2p.p, + 2%k, k, — 22k, k, — g, (p2 + 2°k* — ak? — m2) (4.28)
e portanto

. € ddp NMV(p - k:$, k)
N;w = U /(27.(.)11 [pg o C+i€]2
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2
— (8 — ) Guithio+|—22(1 — 2)k,k,+2(1 — x)ngH,, + gu,,m2 plp2(4.29)

Usando agora a Eq. (4.27) podemos escrever

A £ IGARRAC)
flo2 = 962\ ¢

_ 16';2 <AE —In Q) +0(e) (4.30)

onde se usou a expansao da fungao I', Eq. (A.47),

r (%) - % — v+ O(e) (4.31)

onde 7y é a constante de Euler e se definiu, Eq. (A.50),

A= 2 v+ Indn (4.32)
€
De modo semelhante
| (dmp\T  T(3—%) I(—1+%
i = () T Ty
167 C F(2—§) 2
7 A C
= 167r20 142 E—QInE + O(e) (4.33)

Devido a presenca dum pélo em 1/€ nas expressoes anteriores temos que expandir
todas as quantidades até O(e). Assim temos também

2 2 11
1= —1l=—4- 2 4.34
g g 2+86+(’)(6) (4.34)

Substituindo agora as equagOes anteriores na Eq. (4.29), e usando a Eq. (4.13),
obtemos

1 1 1 C
Nm/ = Guv |:_§ + §€ + O<€2):| [1671‘20 <1 +2Ac—2In E) + 0(6)‘|

i C
+ {— 22(1 — 2)kuhy+2(1 — 2)k?g,, + ngQ] [@ <AE —1In E) + O(E)]
i C

+#;T29uuk2 [Ae <x<1 — )+ z(1 —x)) +ln% <—;1:(1 —z)—z(1 —:c)>
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Figura 4.3:
1 1
1— -z
el x)<2 2)]
i , C 11
A1+ 1)+ 2 (1= 1)+ (—= + = 4.35
gt | A1) 41 S0 - 1)+ (-5 4 ) (4.5
e finalmente
No=—"(a-m& k* — kuk,) 22(1 4.36
w = Tem2 E_DE (QW _MV) z(1—x) (4.36)
e usando Eq. (4.7) obtemos
1 1 C
_ 2 2
I, = —4e @(guuk —kuk,,)/o dx 2z(1 — z) (Ae—lnﬁ>
= — (guk® = k) TI(K, €) (4.37)
onde
2 (1 2 2(1 - z)k?
H(k:Q,e)E—a/ drx x(1 — x) [Ag—lnm x<2 x)k] (4.38)
7 Jo !

Esta expressao é claramente divergente quando ¢ — 0. Antes de falarmos propria-
mente de renormalizacdo analisemos melhor o significado de II,, (k). O propagador
do fotao é dado pela série representada na Figura 4.3, onde

=1, (k) = soma de todos os diagramas
proprios em todas as ordens

(4.39)

Em ordem mais baixa temos a contribuicao representada na Figura 4.4 que é o que
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Figura 4.4:

nos calculamos. Para prosseguir é conveniente reescrever o propagador livre do fotao

k.k,\ 1 k. k 1 k.k
A0 v phv. T puhy
ZG/J,I/ - (gul/ - ka ) ﬁ +€ k?4 - Pﬂyﬁ +€ k?4
= G, +iG)) (4.40)
onde se introduziu o projector transversal PZ, definido por
k. k,
PL = <gW -~z ) (4.41)
que obviamente satisfaz as relacgoes
k“P;;’; =0
S . (4.42)
PP, =P,
O propagador completo também podera ser escrito em geral,
Guw =Gl +G, (4.43)
onde foy satisfaz
Gl,=PLGu (4.44)

Nos obtivemos, em primeira ordem, que o tensor de polarizacao do véacuo é
transversal, isto é

i1l (k) = —ik* P}, T1(k) (4.45)

Este resultado é de facto vélido para todas as ordens e pode ser mostrado utilizando
as identidades de Ward-Takahashi, como veremos na seccao 4.2. Isto quer dizer que
a parte longitudinal do propagador nao é renormalizada

Gh, =G (4.46)

Para a parte transversal obtemos

1 1
-~T T T
ZGMV = Pl“’ﬁ + Puulﬁ

(=) K2 PTHY' T (k) (=) PL !
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+PT (i) k2 PO () (—i) P (—i)k2 P77 TI(K) (i) PT = -

) k2 ov .2
= PZ/% 1= TI(k) + I (k?) + -] (4.47)
ou seja, somando a série geométrica,
1

G, = P,

W K21+ T1()) (4.48)

Tudo o que fizemos até aqui é formal porque a fungao I1(k) é divergente. A maneira
mais satisfatoria de resolver esta dificuldade é a seguinte: O Lagrangeano inicial
donde partimos tinha sido obtido a partir da teoria classica e nada nos diz que seja
valido em geral. De facto, como acabamos de ver, a normalizagao das fungoes de
onda vem alterada quando calculamos correccoes de 1 - loop e 0 mesmo se passa
com os parametros fisicos da teoria, a carga e a massa. Assim podemos pensar que
o Lagrangeano correcto se obtém adicionando ao Lagrangeano classico correccoes
para manter as defini¢des da carga e massa e a renormalizagao das fungoes de onda.
Aos termos que se adicionam ao Lagrangeano dé-se o nome de contratermos®

‘Ctotal = E(e, m, ) —+ AL (449)

Os contratermos sao definidos a partir das condicoes de normalizacdo que impuser-
mos sobre os campos e outros parametros da teoria. Em QED temos ao nosso dispor
a normalizacao dos campos do fotao e do electrao e os dois parametros fisicos a carga
e a massa. As condicoes de normalizacao sao em larga medida arbitrarias. Ha no
entanto conveniéncia em manter as expressoes tanto quanto possivel perto das en-
contradas na teoria livre (sem correcgoes) pelo que definimos para a normalizacao
do campo do fotao

lim KiGL =1-P], (4.50)

em que GﬁVT é o propagador renormalizado calculado a partir do Lagrangeano Lyoga-
A justificacao para esta expressao vem do argumento seguinte. Consideremos a
difusdo de Coulomb em todas as ordens de teoria de perturbacoes. Devemos ter
entao a situacao ilustrada na Figura 4.5, Pode-se mostrar, usando as identidades de
Ward-Takahashi, que os tltimos 3 diagramas cancelam no limite ¢ = p’ — p — 0.
Entao a condi¢do de normalizacao Eq. (4.50) significa que devemos ter a situagao
descrita na Figura 4.6, que quer dizer que o valor da carga eléctrica é determinado
no limite ¢ — 0 da difusao de Coulomb.

3Esta interpretacdo em termos de correccoes quénticas faz sentido porque um desenvolvimento
;. , . L . .
em série na constante de acoplamento é em QED um desenvolvimento em A~. Ver adiante mais
sobre este ponto.
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D e
>

Figura 4.5:

Ses

Figura 4.6:
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O Lagrangeano de contratermos deve ter a mesma forma que o Lagrangeano

classico. Tradicionalmente escreve-se na forma
1 1
AL = —Z(Zg — 1)FWF‘“’ = —Z(SZ3 F,F"

que corresponde a seguinte regra de Feynman

k k , kK,
UNNANRNNN Y 0025k (%u— 2 )

Entao devemos ter

. o doop - kK,
il, = zHiwp —ik? (gW — —22 )

= —i (I(k,€) + 6Z3) P,
Devemos portanto fazer a substituicao
II(k,e) — I(k,€) + 075

no propagador do fotao. Obtemos entao

1 1
»GT — PT -
S = N T 7Tk, €) + 07

A condigao de normalizacao, Eq. (4.50), implica
I(k,€) +0Z5 =0

0 que permite determinar a constante 6Z3. Obtemos

2a [! ’
8073 = —H(O,e):——a/ drx(l—x) [Ae—ln%l
7 Jo i
2
T N
3 12

O propagador renormalizado do fotao pode entao ser escrito®
P

k2[1 +T(k,e) — T1(0, €)]

iGu (k) = +iGy,

As correcgoes radiativas finitas sao dadas através da fungao

IR (E*) =1(K%, ) — T1(0, €)

4Notar que a massa do fotdo ndo é renormalizada, isto é o pélo em k? = 0 mantém-se .

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)
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m2

a |1 2m? 4m? 1z _, [4Am? 2

expressao vélida para k? < 4m?. Para valores k? > 4m? a expressao para I17¥(k?)
obtém-se por continuagao analitica. Usando (k% > 4m?)

:_2?0‘ /01 dz (1 —z)1n lmZ e Gl x)]ﬂ

cot™liz =1 (— tanh ™' z 4 %) (4.60)

¢ 1/2
4m? o 4m?2
obtemos
1 2m? 4m? 4m? 1/2
M2 = —— - po(14+ 22} | m1 441 = o tannt (1 - 222
() ?m{:a+ <+k2> YT et 2
4m2

A parte imaginaria de II* é portanto dada por

Q@ 2m? 4m? Am?
Im TR(k?) = 3 <1 + ?> 1 - —z 0 <1 - ?> (4.63)

5 +

e estd relacionada com a producao de pares ° e*e™.

4.1.2 Self-energy do electrao

O propagador completo do electrao sera dado pela série diagramatica da Figura 4.7,
ou seja

Sp) = S%p)+5°(p) (— z'z(p)) SOp) + - -
= S%p) {1 - iE(p)S(p)} (4.64)

Multiplicando & esquerda por Sy '(p) e & direita por S~!(p) obtemos

5Para k? > 4m? h4 a possibilidade de produzir um par ete~. Assim ao processo virtual sobrepoe
-se um processo real.
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O — - -0

Figura 4.7:
Sit(p) = S~ (p) — i S(p) (4.65)
ou ainda
S™Hp) = S5 (p) + i %(p) (4.66)
onde se identificou
@ = —iX(p) (4.67)
Como
) )
So(p) = —m = S (p) = —i(p — m) (4.68)
entao vem

S7Hp) = Syl(p) +i%(p)
= —i|p—(m+3(p)) (4.69)

Vemos assim que basta calcular ¥(p) em todas as ordens para se obter o propagador
completo do electrao. O nome de self-energy dado a X(p) provém obviamente de
se vir somar a m. De facto, como veremos, também vai alterar o coeficiente de p e
portanto alterar a normalizacao dos campos além de renormalizar a massa m.
Em ordem mais baixa, o tinico diagrama que contribui para 3(p) é o representado
na Figura 4.8 e portanto

d*k . G i

~iZp) = (+ie” [ et e e Fomie) (4.70)

onde se escolheu o gauge de Feynman (§ = 1) para o propagador do fotdao bem como
se introduziu uma pequena massa ji por causa de divergéncias no infravermelho
(k* — 0). Usando regularizacao dimensional e o facto de que em dimensao d se tem

WP +E" = =+ 200+ K) = —(d=2)(p+§)
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k
p ptk p
Figura 4.8:
my Yt = md (4.71)
obtemos
dek 1 p+E+m
—i % — _F 2/ I
i) e (27r)dk;2—/12+57“(p+/<;)2—m2+z'57
e [ A=)t md
@) % — 2+ ] [(p + K)? — m? + e
_ / dx/ ddk —(d=2)p+H¥)+md
(2) (1 — )+ z(p + k)2 — 2m? + ie]’
:—,ue/d:c/ ddk —(d=2)(p+¥)+md
(k4 px)? 4+ p2a(l — z) — p2(1 — ) — am? + i)’
B /d:c/ ddk —(d=2)[p1 —2)+ K] +md
k2 + p2a(l — x) — p2(1 — ) — am? + i)’
— 62/0 dz [— (d—2)p(1 — z) + md| I, (4.72)
onde »
1 N
Ino = T2 {AE —1In [—pgx(l —z) +m’z + (1 — x)” (4.73)
A contribuigao do loop para self-energy ¥(p) pode-se entao escrever na forma
S(p)'*? = A(p®) + B(p*) p (4.74)
com

A= p(4—em

/01 dz [Ae —1In {—p%(l —z) +mPr + (21 — :L‘)H

1672

1 1
B = —e*puf(2 — / 1— [Ae
e pf( e)lGQde( x)

—In {—pzx(l — ) +mir + (1 — x)H (4.75)

Usando agora as expansoes

pd—e) = 4[1“(1%_%%@(62)}



4.1. Renormalizagao a 1 loop 131

pd—eA, = 4 :Ae +2 (ln,u — i) + (’)(e)]

p2—e = 2 :1 +e (lnu— 1) + O(GQ):|

2
' 1
pi(2—e)A. = 2|A 42 (ln,u — 5) + (’)(6)] (4.76)
pOdemOS escrever
AW = Jomz Jy dr A3t 477
0 = 7 x[ . [ i -
€
B?) = 25 /1dx(1_g;) T it ) e o G k)
1672 Jo € 'u2

(478)
Para prosseguir com o programa de renormaliza¢ao temos que introduzir agora o
Lagrangeano dos contratermos. E dado por

AL =i (Zy — V)YV 00h — (Zy — 1) mptp + Zodmpth + 6 Zie py'p A, (4.79)
e portanto a self-energy vem
—iN(p) = —i B9P(p) +ipdZy —imZy +idm (4.80)

Ao contrario do caso do propagador do fotao vemos que temos duas constantes a
determinar. No esquema de renormalizacao on-shell que se usa normalamente em
QED as duas constantes de renormalizagao sao obtidas requerendo que o pélo do
propagador seja na massa fisica do electrao e que o residuo do pélo tenha o mesmo
valor que para o propagador livre. Isto quer dizer que devemos ter

Sp=m)=0 — om=X"P(p=m)
[2)> _ Oxloor
|, o7

(4.81)

p=m

dm = A(m?) +m B(m?)
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2 2 1 1 2,.2 N2 1 —
_ zme FA _5—/ dx(l—l—x)ln(mx L x>>1
0

16m2 |27 ° 12

3am 1 2/ m2ax?
= ?[Ag—g—g/o dx(1+x)ln< e )] (4.82)

onde no ltimo passo na Eq. (4.82) se tomou o limite i — 0 pois o integral nao
diverge nesse limite®.
De modo semelhante obtemos para §Zs,

oxteor 0A 0B
§Z, = =25 +B+m= (4.83)
By P lyen 0 e
onde
0A _dePm? lda: 2(1-1)x
op em 1672 Jo —m2z(1 — z) + m2z + %(1 — z)
 2am® [l . (1—-2x)x
- m2x? + [(2(1 — x)
1 2.2 | 7201 _
B = —i/ da (1 — 1) [Ae—1—1n<m ’ “g(l x)ﬂ
2m Jo s
oB 22(1 — x)?
—_— = 4.84
ma}é,é:m m/ m2x2+u(1—x) (4.84)

Substituindo Eq. (4.84) em Eq. (4.83) obtemos

522=—3l /dxl—x < ) 2/ (L+2) 1“””’””2]
2 m2x2 + a2(1 — )
(4.85)
onde se tomou o limite 1 — 0 onde possivel e tal nao é possivel no ultimo termo.
Vemos assim que Z5 é divergente infravermelho. Se tivéssemos usado outras gauges

(& # 1) verfamos que dm nao era alterado enquanto que Z5 ja o era mostrando assim
também a sua dependéncia da gauge.

4.1.3 O vértice

O tnico diagrama é o indicado na Figura 4.9 que dd a contribui¢do (na gauge de
Feynman, £ = 1)

d*k g
—ied ) = (=iof [ G

6§m nao é divergente infra-vermelho (IR).
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Figura 4.9:

oUW =) +m] p—p+m

4.86
(p’—k)2—m2+i57“(p—k)2—m2+ie (4.86)

onde A, é definido a partir do vértice completo I',, através da relacao
il'y, = —ie(y, +Ay) (4.87)

O integral que define A,(p’,p) é divergente. Tal como anteriormente esperamos
resolver este problema introduzindo funcoes renormalizadas e constantes de renor-
malizac@o (infinitas). Assim definimos

Ir=Z7Zr, (4.88)

ou seja

A= ZiN, 4 7,(Z1 = 1) (4.89)

A constante de renormalizacao sera determinada a partir duma escolha de renorma-
lizagao conveniente. A mais conveniente é (p? = p”? = m?)

a(p" )AL (', p)u(p)|p—p =0 (4.90)

) através da igualdade

0 que permite calcular Zfl

(2" = Vya(p)yulp) = —a(p)ADu(p) (4.91)

Contudo em vez de fazer este célculo, podemos utilizar a identidade de Ward (que
provaremos mais a frente) e que na forma que aqui nos interessa relaciona o vértice
com a self-energy do electrao na forma seguinte

0

—a—pﬁ(p) (4.92)

Au(p,p) =

Entao
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0

AP p) = —a—pHE(pHAu(p’,p) — Au(p. p)

, L0
= (Zy' =D+ MA@, p) = Mu(psp) — 25 1a—pMER(p) (4.93)

Se recordarmos a definicao de Z;
M) = (Z7 = Dy + 20N p) (4.94)

e calcularmos u(p)A,(p, p)u(p) nas duas expressdes concluimos que

Zy = 2 (4.95)
e portanto
Z AW, p) = Au(p' p) — Mu(p,p) — Zfaiwz"?(p) (4.96)
ou seja
AR, p) = Zi[Au D) — Aulp,p)] — TR (p) (497)
Op*

Normalmente sé interessa conhecer Af calculado entre dois spinores de Dirac,
isto é u(p )Aff(p’ ,p)u(p). Isto simplifica bastante os célculos e permite escrever

7; v
AW p) = 1 Fi(q?) + O > (q?) (4.98)

onde se usou a identidade de Gordon e o facto de que A%(p’, p) é para ser calculado
entre spinores na camada de massa. As funcoes Fl(qf) e Fy(q%), designadas por
factores de forma, sao dados por integrais complicados. Damos aqui somente o
resultado para ¢* < 0

0 0 0 6/2
Fi(¢®) = % {(hl% + 1) (O cothf —1) — Ztanha - 2coth«9/0 Btanhﬁdﬁ}
6
F(¢) = — 4,
2(07) 27 sinh 6 (4.99)
onde
e
sinh® 3= " (4.100)

No limite de zero momento transferido (¢ = p’ — p = 0) obtemos
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Fi(0)=0
(4.101)
FQ(O) = %
resultado que usaremos mais adiante.
4.2 As identidades de Ward-Takahashi
No estudo do vértice utilizdmos a identidade de Ward
0
Au(p.p) = %(p) (4.102)

Opt
Vamos aqui deduzir a expressao mais geral dessas identidades. A discussao que
se segue é formal no sentido que as diversas fungoes de Green que intervém nas
identidades sio infinitas. E preciso mostrar que é possivel encontrar um esquema de
regularizacao que preserve as identidades. Isto acontece quando se usa um esquema
de regularizacao que preserve a invariancia de gauge, por exemplo a regularizagao
dimensional ou a de Pauli-Villars. As identidades de Ward sao uma consequéncia
da invariancia de gauge da teoria. Quando estudarmos os métodos funcionais isso
serd mais claro. Aqui vamos somente usar o facto que a teoria possui uma corrente
conservada

ju = 6@’7}1’&
(4.103)
ot =0
Estamos interessados em calcular a seguinte quantidade
0% (0] Tgu(2) ()P (yn) - - (@)Y (yn) Auy (21) -+ Ay, (2) 0) (4.104)

Esta quantidade nao é zero apesar de 0"j, = 0 porque no produto ordenado no

tempo intervém funcoes 6 que envolvem a coordenada x°. Por exemplo, para o

campo ¢ (x;) devemos ter uma contribui¢ao da forma

0[0(=" — a7)jo (@) () + 0(a7 — 2 (i) jo ()]
= 0" — a)jo(x)¥(:) — 6(2° — 2 ) (i) o ()
= [jo(), ¥(@:)]6(2" — a7) (4.105)

Obtemos assim (A significa que o termo é omitido)

0 (0| Tju(@)th(@1) -+~ P(Yn) Ay (21) -+ Ay, (2) |0)
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KX @\F vy

Figura 4.10:

= > (01T {[iola). ¥w)] 6 — o) (yi) +

() [o(@), ()] (2 = y?) b b (@) (yn) -+ (@) (i) - - Ay, () [0)
D2 A0 T () - D) Ay (1) -+ [iol), Av, (27)16(2° = 29) -+ Ay, (3) 10)
" (4.106)

Usando agora as relagoes de comutagao candnicas (tempos iguais)

[o(), P(a)]0(a? — 2) = —ep(2)d*(z — ')
[o(x), 1 (a")]d(2° — 2) = e (2)d*(z — 2) (4.107)
[o(x), Au(2)]o (2" — ) = 0

que expressam que ¥, e A, criam quantas de carga Q = [ d®zj°(z) igual a —e, +e
e zero, respectivamente, obtemos

0% (0] Tgu(x)¥(@1) - - P(yn) Avy (21) - - - Ay, (2) [0)
= e (0| TY(y) - - - Ay, (2,) |0) i 04z = ys) = 6" (@ —a)]  (4.108)

Tomando diversos valores de n e p obtemos diferentes relagoes entre funcgoes de
Green. Vamos no seguimento consideramos dois casos importantes.

4.2.1 Transversalidade do propagador do fotao n =0, p=1

A funcao de Green (0|77j,(x)A,(y)|0) corresponde ao diagrama da Figura 4.10 e
esta relacionada com o propagador completo do fotao representado na Figura 4.11
pela seguinte equacao diagramética (equagao de Dyson-Schwinger)
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X (\/‘%ﬂ\ﬁ vy

Figura 4.11:

H,qu%r\ﬁ VY = p,XW V.Y + ILX @Vw v,y

(4.109)

que se escreve

G =) = Gl (w = y) — 1 [ &GO, (x = ) O T () Auy) I0)  (4.110)

Apliquemos agora a derivada 0%. Obtemos

PG — y) = OGS, (w —y) — i [ d'04GD, (x — o') (0] Tj"(a") A, () |0) (4.111)

Mas
e N [ AP i 4112
Mp(ZL‘ - l‘) - (271')46 MP(p) ( : )

onde

, pubv\ 1 pubv
Gl (p) = —i l(gw - ;2 ) R ;4 1 (4.113)
Entao
0 / d4p —i(z—a’)-p - Y0
a:rG,up('r - SL’) = /We (_Zp )G,up(p>

d'p —i(z—a')p(__, 2
- /(271')46 ( ) (_pr)F(p)

’ d4p ; ’
— _AT P —i(z—x )pF 2
% /(271')4e (P
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= =0, F(r—1') (4.114)

Portanto

NGz —y) = OLGh, (v —y) +i [ dTOLF(w — ') (0] i) Auly) [0)
= G, (@ —y) —i [ dwF (e — )3 O] T () A(w) 0)

= anggl,(x — ) (4.115)

onde se fez uma integragao por partes e se usou a identidade de Ward-Takashashi
para n = 0, p = 1. Obtivemos portanto

o que no espago dos momentos implica

PG (p) = p"G,, (D) (4.117)

Isto quer dizer que a parte longitudinal do propagador do fotao nao é renormal-
izada, ou seja que a self-energy é transversal. De facto

.. DPv
PG, (p) = —i€ o (4.118)
ou ainda
P ~_ DPv
pH = —szGw}(p) = —§PFW(p) (4.119)

Mas de acordo com as nossas definicoes

1
Lou(p) = —(9oud” — Puby) — bt 11, (p) (4.120)
logo
Dy 11 v 2
=& Tou(p) = pp— 5P "ILu(P”) =p 4.121
pQu() W u(P”) = Py ( )
ou seja
P, (p?) = 0 (4.122)

isto é, a self-energy é transversal, como queriamos mostrar.
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M.X
B.x; ay,
Figura 4.12:
KX
B.x, ay,
Figura 4.13:

4.2.2 Identidade para o vértice n =1, p =10

Estamos agora interessados na funcao de Green

(01 Tju(x) s (w1)1ha (y1) |0) (4.123)

a que corresponde o diagrama da Figura 4.12. Esta funcao de Green pode-se rela-

cionar com o vértice (0|T'A,(x)Ys(x1)Y,(y1)|0) correspondente ao diagrama da
Figura 4.13, através da seguinte equacao diagramatica
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H,X HLX

- (4.124)

B.x, ay, B.x, .y,

€ que se escreve

(O T ()5 ()P4 1) 0) = =i [ d'a/ Gl (0 = ') (01 T (@' s (1) (1) [0)
(4.125)

Tomando a transformada de Fourier

/ dwd i dty, P TPIED (O] T A, (@) (1) b (1) [0)

= —iG,(9) / d*rd oy dty VTP (0] T (@) s (1) (y1) [0) (4.126)

onde os sentidos dos momentos sao os indicados na Figura 4.14, e o momento trans-
ferido ¢ é dado por

q=p —p (4.127)

Por outro lado, por defini¢ao do vértice I, temos

/d4xd4x1d4ylei(p/'m*p'yl7”) (O] TAu(2)Ys(21)Y0 (Y1) |0)

= M —p — )G (@S@)T. (1. p)S(P)]sa (4.128)

Portanto

2m)*5(p —p — q)Gu(Q)SE )T (P, p)S(p)
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Figura 4.14:

= —iG(9) / dyd oy dty PPV (O] T () (1) P(y1) [0) (4.129)

Multiplicando por ¢ e usando o resultado

Gy
¢"Gu(q) = ¢"G),(q) = —i§ 7 (4.130)
podemos escrever (usando a identidade de Ward para n = 1, p = 0)

2m)*s(p' —q—p)SP")a"Tu (¥, p)S(p)

— i [ dad e, d'y2 (0] Ti (@)@ Blyn) [0) 0 -rn o)
— e [ didtedty D 0] Ty () B() 10) (@ — ) — Oz — )]

= ie(2m)*5(p' — p — q)[S(') — S(p)] (4.131)
ou ainda

¢'Tu(p,p) = ie [S7'(p) = 57 ()] (4.132)

Como ¢” = (p' — p)” obtemos desta expressao, no limite p’ = p,

05—t
op”

~ . <% _ a_z) (4.133)

op”

I(p,p) = —ie
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Usando I', = —e(y, + A,) obtemos finalmente a identidade de Ward na forma
utilizada atras
)
A (p,p) = — ) 4.134
r.0) = ~5 (1134)

4.3 Contratermos e contagem de poténcias

Tudo aquilo que vimos nas secgoes anteriores pode ser interpretado do modo seguinte.
O Lagrangeano inicial L(e,m, - --) foi obtido a partir duma correspondéncia entre a
mecanica classica e a mecanica quantica. E entdo natural que seja modificado por
correccoes quanticas sendo o Lagrangeano total dado entao por

Ltot = E(e, m, - - ) + A£ (4135)

AL=ALY + ALE 4 ... (4.136)

onde AL ¢é a correccio correspondendo a “i — loops” ou, o que é o mesmo, &

ordem A’ pois uma contagem em termos de i é 0 mesmo que uma contagem em

termos de loops’. Esta interpretacao é bastante atraente porque no limite i — 0

o Lagrangeano se reduz ao classico. Com o Lagrangeano L;,; podemos entao obter

resultados finitos, embora L, ele mesmo seja infinito por causa dos termos em AL.
Dentro desta linguagem os resultados até a ordem i podem ser escritos

L@mm):—iwwugw@—%@AV
+ipPp — mipy) — e A (4.137)
ALY = L(Zy— VEWF* 4 (Zy— D0 — mi)
+Zydmaptp — e(Zy — 1) A (4.138)
O Lagrangeano
Lmr—&%%ﬁ%&@#—%@%f

+ 2o P — maph + dmai))

TRE-1+L — BT Notar que sao validas as seguintes relagoes L =1 -V +1; 3V = FE + 21.
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—eZ DA (4.139)

produzira fungoes de Green renormalizadas e finitas até a ordem h.

De facto s6 mostramos que as fungoes de Green de 2 pernas exteriores (propa-
gadores) e de 3 pernas exteriores (vértice) eram finitas. E importante verificarmos
se todas as outras funcoes de Green, com um nimero arbitrario de pernas exteriores,
sao finitas pois ja esgotamos toda a nossa liberdade ao escolhermos a massa, a con-
stante de acoplamento e os residuos dos pélos. Isto leva-nos a chamada contagem
de poténcias.

Consideremos um diagrama de Feynman G com L loops, I linhas internas de
Bosoes e I linhas internas de Fermioes. Se houver vértices com derivadas, 9, é o
numero de derivadas no vértice v. Define-se entao o grau superficial de divergéncia
(notar que L=1Ip+ Ip+1-1V)

W(G) = 4L+25U_[F_2[B
= 4+3Ip+2I5+ ) (0, —4) (4.140)

Para grandes valores do momento o diagrama divergird com

A(G) se w(G) >0 (4.141)

€ com

hlA se W(G):O (4142)

onde A é um cutoff. Os diversos termos tém a origem seguinte:

d4
/(414 (por loop) — 4L

27)
On ék“ oo (4.143)
¢j—lm — —Ir
qz+m2 — —2Ip

A expressao para w(G) é mais util quando expressa em termos do nimero de
linhas externas e da dimensionalidade dos vértices da teoria. Seja w, a dimensao,
em termos de massa, do vértice v, isto é

3
Wy = 51} + #campos bosénicos + §#campos fermidnicos (4144)
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Entao, se designarmos por f,(b,) o nimero de linhas internas fermiénicas (bosoni-
cas) que vao dar ao vértice v, podemos escrever

3 3
> w, :Z(5U+§fv+bv)+§EF+EB (4.145)

onde Er(Eg) sdo o numero de linhas externas fermiénicas (bosénicas). Atendendo
a que temos

1
Ie = 5> fo
1
I = §va (4.146)
obtemos

3
Zwvzzév+3IF+2IB+§EF+EB (4147)

Substituindo na expressdo para w(G) obtemos finalmente

(@) = 4 — gEF—EBJrZ(wU ) (4.148)

Se [g,] for a dimensao em termos de massa da constante de acoplamento do vértice
v, entao

wy + [g0] = 4 (4.149)

De acordo com a expressao anterior para o grau superficial de divergéncia clas-
sificamos as teorias em trés classes

i) Teorias nao renormalizaveis

Contém pelo menos um vértice com w, > 4. O grau superficial de divergéncia
aumenta com o numero de vértices, isto é com a ordem das teorias de per-
turbagoes. Para uma ordem suficientemente grande V funcao de Green diverge.

ii) Teorias renormalizaveis

Todos os vértices tém w, < 4 e pelo menos um tem w, = 4. Se todos os
vértices tiverem w, = 4 entao
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e todos os diagramas contribuindo para uma dada fungao de Green tém o
mesmo grau de divergéncia. Somente um numero finito de funcoes de Green
sao divergentes.

iii) Teorias super-renormalizaveis
Todos os vértices tém w, < 4. Somente um numero finito de diagramas é

divergente .

Voltando ao nosso problema de saber quais os diagramas divergentes em QED,
podemos fazer a tabela seguinte.

Er Egp w(@) Grau efectivo

de divergencia
0 2 2 0 (cons. de corrente
0 3 0 (T. de Furry)
0 4 0 Convergente
2 0 1 0 (cons. de corrente)
2 1 0 0

Tabela 6.1

Todos os outros diagramas sao superficialmente convergentes. Como veremos o grau
efectivo de divergéncia é reduzido em virtude das identidades de Ward ou seja de
conservagao de corrente.

Esta andlise mostra que até a ordem h o Lagrangeano

1 1 1
Lo = —ZaFu " + Spd, A" E(a - A)?
+Zo (1)@ — mpy) + dmyp)
—eZ ) ) (4.151)

produz funcgoes de Green finitas e renormalizadas com um ndmero arbitrario de
pernas. Resta mostrar, o que nao faremos aqui, que o Lagrangeano anterior continua
a ser valido numa ordem qualquer com a mesma forma, com a unica diferenca que
as constantes Zi, Zs, Z3 € Om serao dados por séries, p.e.

Zy =20+ 7% + ... (4.152)

80 grau efectivo de divergéncia é por vezes inferior ao grau superficial, quando devido a simetrias
da teoria algumas poténcias do momento exterior podem ser factorizadas. E o que acontece com
a polarizacao do vacuo em QED.
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O Lagrangeano anterior permite uma outra interpretacao que por vezes também é
util. Os campos A, 1 e 1) sdo os campos renormalizados que produzem residuos iguais
a 1 nos polos dos propagadores, e as constantes m, e sao a massa e a carga fisicas.
Definamos os campos nao renormalizados 1,1, e Ay e os parametros despidos
(dependentes do cutoff) u2, mg e de acordo com

Yo =V2Z2 ¢ moy =m — om
R/ ST 7
AQ = \/Zg A €y = Z1Z2_1\/Z3_16: ﬁe

§o = Z3€

Entao o Lagrangeano em termos das quantidades despidas ¢ idéntico ao La-
grangeano original®

(4.153)

1 1 1
L = _Z OHVFOHU + §M0AOuA6L — 2—50(8 . A0)2
+i(1ho@bo — motin) — eqto Motho (4.154)

As funcoes de Green despidas estao relacionadas com as funcoes de Green renor-
malizadas por

ng(pla * o Pon, kla e kﬁa Mo, Mo, EOa §07 A)
= ZS<A)Z§/2G%Z<]?17 © o Pon, kl T k57 n,m,e, g) (4155)

onde py - - - pa, sao os momentos dos fermides e k; - - - k, 0s momentos dos bosoes.

4.4 Momento magnético anomalo do electrao

Vamos aqui ver como as correccoes finitas produzem resultados verificados experi-
mentalmente dando credibilidade a todo o programa de renormalizacao. Calculemos
a correc¢gao ao momento magnético anémalo do electrao. O momento magnético do
electrao é dado por

—

= — g= 4.156
A=5-93 ( )

2
90s termos %QA2 = B0AZ e (8- A4)? = ﬁ(@ - Ap)? nao sdo renormalizados. Isto é uma
consequéncia das identidades de Ward-Takashashi. A identidade de Ward Z; = Z, é crucial para
que egAg = eA dando um significado ao acoplamento minimo independente da renormalizacao.
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onde e = —|e| para o electrao.
Um dos grandes triunfos da equagao de Dirac foi prever o valor g = 2. Definamos
a anomalia do momento magnético através da relacao

g=2(1+a) (4.157)
ou seja
a= g —1 (4.158)

Vamos calcular a anomalia a dada pela correccao de 1-loop. Vejamos primeiro de
que forma é que apareceria um valor de a # 0 em mecanica quantica nao relativista.
A equagao de Schrodinger para uma particula num campo exterior é

Do | (F—eA)?

(& —
= ——(1 7 - B 4.1
i Sy + e¢ 2m< +a)d @ (4.159)

1

Consideremos que o campo exterior é um campo magnético B = V x A. Entao
conservando somente termos em primeira ordem em e obtemos

—

2 — T =

P p-A+A-p e I
H = ——e—«+—+1———(1 . A

2m c 2m Zm( +a)F-Vx

= Ho+ Hipp (4.160)
A amplitude de transicao devida a Hj;,; €
/ _ € d’z P Sy U G =T i
(p'| Hint |p) = —%/ (27?)3X e PEp- A+ A-p+ (14 a)d x V- AleP*X
= _i/ dx XT[(ﬁ _|_ﬁ) + i(l + a)aiEijkquk]efi@xX
2m J (2m)3

_ _%xw’ +p)f +i(1 + a)o'e* i) AF (q)X (4.161)

E este o resultado que queremos comparar com o limite nao relativista da correcgao
do vértice. A amplitude é dada por

A=eu(p')(y, + Afu(p)A*(q)

=cu(p) {vu(l + Fi(¢*) + ﬁawquQ(qQ)} u(p)A*(q)

= %ﬂ(p’){(p’ + )y [1 + Fl(qQ)] + 00" [1+ Fa(q")] }u(p) AP(q) (4.162)
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onde se usou a identidade Gordon. Para um campo magnético externo B =V x A
e no limite ¢ — 0 a expressao anterior reduz-se a

A = ) {0 + Pl + F(0)] + o’ [L+ Fa(0)] u(p) A (g)

e

= Salh) [~ + )+ i (14 2 ) | () Ak (4.163)

onde se usaram os resultados 4.101

Fi(0)=0
(4.164)
F(0) = 3
Usando a forma explicita dos spinores u
X
u(p) = B (4.165)
F-(F-ch) y
2m
podemos escrever no limite nao relativista
A= [(p’ +p)* +i (1 - 3) o—ieijkqj} X A* (4.166)
2m 27
o que apds identificagdo com (6.136) conduz a
Q@
& = — 4.167
ath 27T ( )

Este resultado obtido pela primeira vez por Schwinger e confirmado experimental-
mente foi muito importante na aceitagao do programa de renormalizacao em QED.

4.5 Correccoes radiativas a difusao de Coulomb

Vimos no capitulo anterior que a difusao de Coulomb correspondente ao diagrama
da Figura 4.15, tinha a seguinte expressao para o elemento da matriz S

Sﬁzw&@m&&—E»ﬁgmmw%@» (4.168)

Vamos agora estudar as correcgoes radiativas a este resultado, em ordem mais
baixa. Devido as divergéncias infravermelhas que vao aparecer é conveniente intro-
duzir uma massa para o fotdao, o que em termos dum campo classico quer dizer um
screening. Se tomarmos

e_ﬂ/lfl

A%(z) = Ze (4.169)

47| 7|
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H
AC
P, Py
Figura 4.15:
H H H H H
AC AC AC AC AC

Figura 4.16:

entao a transformada de Fourier é

1
67
|a? + p?
o que mostra que o p tem o efeito duma massa. Com estas modifica¢oes temos

A>q) =2 (4.170)

i
Sp =iZe*(2m)6(Er — E) W a(ps)y u(p;) (4.171)

Estamos interessados em calcular as correccoes até a ordem e’ na amplitude.
Para isso contribuem os diagramas representados na Figura 4.16. O diagrama 1 é de
ordem e? enquanto que os 2, 3, e 4 sao de ordem e*. Portanto a interferéncia entre
le (24 3+4) ¢ de ordem a? e deverd ser adicionada ao resultado do bremstrahlung
num campo de Coulomb. A contribui¢do de 1 4 2 + 3 obtém-se muito facilmente
notando que

3

eAly, — eAl(y, + AT + T G7y,) (4.172)

onde Af e Hllfy foram calculados anteriormente. Obtemos



150 Capitulo 4. Correccoes Radiativas

1
SUHH 72 (0m)5(E, — Ey) a<pf)70{1+9 [—§g0tanhg0
T

|71* + 12

(1 +In ﬁ) (2¢pcoth2¢p — 1) — 2 coth 2¢ /SO B tanh Bdp
m 0

coth? ¢ 1 g a
1-— thp — 1 - - —— ) (4.1
+ ( 15} ) (peothy )+ 9] 2m m sinh 2¢ w(ps) (4.173)

onde

2
la” — sinh? ¢ (4.174)
m

Finalmente o quarto diagrama da

b o A [200(E k) i 2wk — B
Si = (iZe)*(e) / (Zw)w(p ) l(pf — kf)z = ot ke p )= 2
_ 92 10‘2 2m3(E; — Eya(pp)m(ly — b) + ' Es(h + L)u(p)  (4.175)

onde

= [ &k — S (4.176)
(0 — k)* + p?)[(7; — k)* + p?][(P)* — (k)? + ie]
e
1. . . k
@+ = [ dh——s — (4177
2 (D — k)* + p?][(7; — k)* + p?][(P)?* — (k)? + ic]
No limite p — 0 pode-se mostrar que
w2 2psin(0/2)
h"mﬁm%pm< . (4.178)
w2 7T 1 1 2psinf/2 I
/A — L —i 1 In £
? 2p3c0529/2{2 [ sin@/Q] Z[sin20/2 n( 1 ) * n2p
(4.179)

Com estas expressoes obtemos para a seccao eficaz
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do Z2a21
@(ps)Tu(ps)|’ (4.180)
Qg2 2 ; !
onde
F:70(1+A)+70£B+C (4.181)
2m
e

%)
A =2 [(1 —|—lnﬂ) (2¢p coth2¢p — 1) — 200th2<p/ dpptanh f — gtanhgo
T m 0
1 1 Z
+ (1 — - coth? g0> (pcothyp —1) + —} - —a|cj12E(Il + 1) (4.182)
3 9 27?2
a
B = —— 4.183
7 sinh 2¢ ( )
Za
C = ~on 2m|cj] (I — 1) (4.184)
Entao

1 o pu(p) P =TT+ m) TG+ m)]

pol
= 2F*(1 — 3?sin?0/2) + 2E?2B3? sin” g
+2E%2Re A <1 — 3% sin® g) + 2ReC(2mE) + O(a?) (4.185)

Notar que A, B e C sao de ordem « e que a dependéncia em p desapareceu (o

resultado nao depende de ImA ou Im(C'). O resultado final é portanto, até ordem

a3:

do do 2« 1 Y
— = (== 1+ — {1+ In—)(2pcothp — 1) — = tanh
(dQ ) astic (dQ) et { + T |:< + In m) ( @ CO @ ) 9 anh ¢

coth?

1
_2coth2¢/¢dﬁﬁtanhﬁ+ <— SD) (gocothgo—l)+§
0

__¥ BQSin‘ZZ/Q Ly Bsm [1 —sinf/2] (4.156)
sinh2p 1 — f2sin”6/2 — 32sin0/2

Tal como tinhamos anunciado, o resultado é divergente infravermelho (no limite
i — 0). Como explicamos anteriormente esta divergéncia nao é fisica e é resolvida
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da seguinte maneira. Os detectores tém uma energia abaixo da qual nao detectam,
pelo que no limite w — 0 o bremsstrahlung na presenca do campo de Coulomb e a
difusao no campo de Coulomb nao sao distinguidas pelo detector. Isto quer dizer
que temos que somar os dois resultados. Se considerarmos um intervalo de energia
AFE com y < AE < E obtemos

[d_U(AE)] — (d_a> / &k ¢2 [ 2pi-py  om* om’
dQ BR dQ ) o JwsaB 2w(2m)3 0 (ki pik-py (B-p)? (K- py)?
(4.187)

Introduzindo uma massa para o fotdo (isto é w = (|k|2 + 12)'/2) o integral pode
ser efectuado obtendo-se

do do 20 20 1 . 1+ 0
—(AFE =|—= — ¢ (2pcoth2p — 1)1 — In—=—
[dQ( )] (dQ>Mott {( peothze =D w2815

BR T
1 1— 62 1 1 1+ B¢
G oON G | €T e )
(4.188)

Vemos agora que quando consideramos a seccao eficaz inclusiva

do do do
d_Q(AE) B <d_Q>elastic i ld_Q<AE)1
da)
e T S (4.189)
(dQ Mott

BR

onde dg e dp sdo expressoes complicadas que dependem da energia AFE (resolugao de
detector) mas nao dependem do parametro p que pode finalmente ser posto igual a
zero. Pode-se mostrar que em QED todas as divergéncias podem ser tratadas duma
forma semelhante. Notar que o efeito final do bremsstrahlung é finito e pode ser
importante.
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A.1 Parametro u

A razao do parametro p introduzindo no texto é a seguinte. Em dimensao d = 4 —e,
os campos A, e ¥ tém as dimensoes dadas pelos termos cinéticos da acgao

/ dlz [—%(@AU — 0, A + Ty Y (A1)
logo
0 =—d+2+2[4,] =[A4] =3(d-2)=1-3
(A.2)
0 =—dt1+20] =[] =id-1)=}-

Usando estas dimensoes no termo de interaccao

Sr= / ddxeavuw/l“ (A.3)
obtemos
[S1] = —d+e] +2[¢] + [A]
= —4+€+[6]+3—6+1—§
= -5 (A.4)

2

Portanto se quisermos que a acgdo nao tenha dimensées (notar que h = ¢ = 1,
portanto a ac¢do nao tem dimensoes) temos que por

153
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le] = = (A.5)

Assim vemos que em dimensoes d # 4 a constante de acoplamento tem dimensoes.
Como é mais conveniente trabalhar com uma constante de acoplamento sem di-
mensoes introduzimos um parametro g com dimensoes de massa e quando estamos
em d # 4 fazemos a substituicao

e — et (e=4—4d) (A.6)

mantendo a constante e sem dimensoes.

A.2 Parametrizacao de Feynman

A forma mais geral dum integral a 1-loop é

dek kM.t
e = / A
27'(' d D1D2 D ( 7)

onde
D; = (k+1)* —m? +ie (A.8)

onde os momentos r; estao relacionados com os momentos exteriores (por convengao
tomados todos incoming) através das relacoes

J
i = Zpi ;g =1,...,n—1

conforme indicado na Fig. (A.1). Nestas expressdes aparecem no denominador
produtos dos denominadores dos propagadores das particulas no loop. E conve-
niente combinar esses produtos num s6 denominador. Isso consegue-se através duma
técnica devida a Feynman. Exemplifiquemos para dois denominadores

1 1 dx
ab /0 [az + b(1 — 7)) (4-10)

A demonstragao é trivial. De facto, a primitiva da fun¢ao integranda é

1 x
/dx [az 4 b(1 — 2)]? N bl(a—b)z+1b (B.1)

1We introduce here the notation 7' to distinguish from a more standard notation that will be
explained in section A.9.
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Figura A.1:

p+k

Figura A.2:

e portanto Eq. (A.10) segue imediatamente. Por derivacao sucessiva em ordem a a
e b obtemos

L _Te+q 2 (l—a)
a?b?  T'(p)T'(q) /0 d [az + b(1 — z)]P*? (A.12)

e por indugao obtemos uma férmula geral

1 1 1—x1
7—T(n)/ dxl/ dzy - -
0 0

ayGz - - Qn
dxn—l

l—z1——Tp—1
~ (A.13
/0 lazy + aszo + -+ a, (1 — 21 — - — 251 ( )

Antes de terminar esta seccao vamos dar um exemplo que serd 1til no caso das self-
energies. Consideremos a situagao descrita pela cinematica da Fig. (A.2). Obtemos
entao

1 dk 1
I = / dx / - .
0 (2m)d [(k +p)2 — m? + i€] [k2 — m3 + i€]

1 d?k 1
- /d:c/ d 3
0 2m)d k2 +2p-kx+p*x—miz —m3 (1 —x) + i

1 dk 1
= / d:c/ y —
0 (2m)® [k2 + 2P - k — M2 + i€
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d 1
= [ /‘”“ - (A.14)
[(k+ P)2— P2 — M? + i€

onde na ultima linha se completou o quadrado do termo no momento k do loop. As
grandezas P e M? sao, neste caso da self-energy, definidas por

P=uxp (A.15)

M? = —zp*+mix+ms(l—2x) (A.16)

s6 dependem das massas, momentos exteriores e dos parametros de Feynman. Agora
fazendo a mudanca de varidavel k& — k — P eliminamos os termos lineares em k e

obtemos finalmente .
1 d 1
I= / dz / - - (A.17)
0 (2m)? [k2 — C + i€

onde C' é independente do momento k e dado por

C = P?+ M? (A.18)
Notar que os factores ie se adicionam correctamente e se podem por sempre como

na Eq. (A.17).

A.3 Rotacao de Wick

Do exemplo visto na secgao anterior se pode concluir que todos os integrais escalares
se podem reduzir a forma

dx k%
I, = Al
=/ 2r) 2=+ id” (A.19)

Também e facil de ver que todos os integrais tensoriais se podem reduzir a integrais
escalares. Por exemplo

e ”
/ el —Ccrid” "

R
g [ A2
/ 2rd P —C 1" Jat C+Ze] (4.20)

e assim sucessivamente. Entao os integrais I, ,, sao os que serao importantes para
calcular. Vamos supor que C' > 0 e o caso C' < 0 far-se-a por continuagao analitica.
Para calcular o integral I, ,, vamos usar a integracao no plano complexo da varidvel
k° conforme descrito na Fig. (A.3). Podemos escrever
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Im k%A
A
X
.  Rek’
A
Figura A.3:
dd_lk kQT
L = /—d/dko _ - (A.21)
(2m) k2 — |K|> = C + ie]

A funcao integranda tem poélos para

K=+ (\/|/§|2+C—ie) (A.22)

conforme indicado na Fig. (A.3). Assim, usando as propriedades das fungoes com-
plexas (Teorema de Cauchy), podemos deformar o contorno passando a integragao
do eixo real para o eixo imaginario mais os dois quarto de circulo indicados na
figura. A contribui¢ao destes quarto de circulos no infinito é nula se a dimensao
for suficientemente pequena para o integral convergir, como estamos a supor em
regularizacao dimensional. Entao transformdmos a integracao ao longo do eixo real
numa integracao ao longo do eixo imaginario no plano da variavel complexa kY. Se
escrevermos entao

+o0 +o00
K =ik  com / Ak = i / dk’, (A.23)
e k2 = (K02 — k]2 = —(k%)? — |k = —k2, onde kg = (K%, k) é um vector

euclidiano, isto é, calculamos o seu produto interno usando a métrica euclidiana
diag(+, +, +, +),
kg = (kKp)* + [k (A.24)

Podemos entao escrever

L = i(=17 | Thy M
e (2m)* [k + CT"

(A.25)

onde nao mais precisamos do i€ pois o denominador ¢ estritamente positivo (C' > 0).
Este procedimento é conhecido como Rotacdao de Wick. E de notar que a prescrigao
de Feynman para os propagadores que deu origem ao i€ nos denominadores é crucial
para se poder fazer a rotacao de Wick.
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A.4 Integrais Escalares em Regularizacao Dimen-
sional
Vimos na seccao anterior que os integrais a calcular em regularizagao dimensional

tinham a forma geral da Eq. (A.25). Vamos aqui encontrar uma expressao geral
para I, ,,. Para isso escrevemos

/ Al = / dk kA0 (A.26)

onde k = /(k%)? + |k|?> é o comprimento do vector kg no espago euclidiano a d
dimensoes e df);_; é o angulo sélido que generaliza as coordenadas esféricas. Os
angulos sao definidos por

kg = k(cos 6y, sin 6, cos O, sin 0y sin 6, sin 0y sin 6y cos O3, ... ,sin by - - -sin Oy_1)
(A.27)
Entao podemos escrever
T 2m
/de,1 = / sin 9?72 d91 s d@dfl (A28)
0 0
Usando agora
sin =7 :
0 P(752)
onde I'(2) é a fungao gama, obtemos
/ Wus =25 (A.30)
5)
A integracdo em k faz-se usando o resultado
dv ——— =7(—=1)7 " gPt! ™ " A31
/0 ’ (x™ + an)e m(=D)" e nsin(r B D(EE — g 4 1) ( )
para finalmente se obter
=™ Lir+4%) T(m—r—4
Iy = iCT45 (1) (r+5) Dm—r—3) (A.32)

(47r) 1“(%) I'(m)

Notemos, para finalizar, que a representagao integral de I,,,, Eq. (A.19) ¢é valida
somente para d < 2(m — r) para assegurar a convergéncia quando k — oo. Contudo
a forma ja integrada da Eq. (A.32) pode ser continuada analiticamente para todos
os valores de d excepto para aqueles em que a funcao I'(m —r — d/2) tem pdlos, isto
é (ver secgao A.6), para

d
m—r—E#O,—l,—Q,... (A.33)
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Para a aplicacao aos integrais que aparecem em regularizacao dimensional é conve-
niente escrever Eq. (A.32) usando a relagdo d = 4 — e. Obtemos

(= <4_7r) grorom LRET—§) Tm—r =245 5

b= @ T2-¢) T(m)

A.5 Integrais Tensoriais em Regularizacao Dimen-
sional

Frequentemente estamos também interessados em calcular os integrais tensoriais da
forma da Eq. (A.7)
dek kML L. e

T“1 Hr = A.35
27'(' d D1D2 D ( )

Para fazermos estes integrais comecamos por efectuar a redugdo ao mesmo denomi-
nador usando a parametrizagao de Feynman. O resultado é

. 1 1@ — Ty d?k kbr .. b
THirHp  — T / dxq - - / d n— / -
n (n) J, doa-e | Tt [ om)d 21 2k - P — M2 + 4]
1 l—z1——2Zpn—1
— T(n) / diy - - / dip_y [ He (A.36)
0 0
onde se definiu
d H1 ... LHp
Imkr = d7k K K (A.37)

(2m)d [k% + 2k - P — M? + ie]"

que designamos por integral tensorial. Em principio todos estes integrais se podem
escrever em termos de integrais escalares. No entanto é conveniente ter uma férmula
geral para os obter. Essa formula pode ser obtida notando que

0 1 2%k,
- A3
OPH (k%2 + 2k - P — M? + i€]" n[k2+2k-P—M2+Z’€]"+1 (A.38)

Usando a relagao anterior pode-se mostrar que

; €/2 o)

pre — 1 (4m)7 / s O 0 e (A.39)
" 1672 T['(n) Jo (2t)P 0P, oP,,

onde C' = P? + M?. Depois de efectuadas as derivadas os integrais podem ser feitos

usando as propriedades da funcao I' (ver seccao A.6). Notar que P, M? e portanto C

dependem nao s6 dos parametros de Feynman mas também dos momentos exteriores.
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A.6 Funcao I'(z) e outras férmulas tteis
A definicao da funcao I' é
r@y:/wﬁ+%4ﬁ (A.40)
ou i
/OOO e dt = T (2) (A.41)

A funcao I'(z) tem as seguintes propriedades

Mz+1) = z2[(2)
'n+1) = nl (A.42)

Outra funcao relacionada com a funcao I' é a sua derivada logaritmica com as
propriedades

P(z) = diz Inl'(z) (A.43)
P(1) = — (A44)
Y(z+1)=v(2) + % (A.45)

onde 7 é a constante de Euler. A fungao I'(z) tem pdlos para z = 0,—1,—2,---.
Junto do pdlo z = —m temos

re =0 L ED 1)+ 00+ m) (A.46)

m! m+z m!

Daqui concluimos que quando € — 0

€

PC):%+¢G)HX@ M(ent¢) = Y

n!

y [§+wn+n+1 (A.47)

2 2
P(1+€):1—7€+<72+%> ;Jr , €—0 (A.48)

Usando estes resultados podemos expandir os nossos integrais em poténcias de € e
extrair a parte divergente e a parte finita. Exemplifiquemos para um dos integrais
da self-energy.



A.7. Explicit formulee for the 1-loop integrals 161

oo (4_7r)§ 2T(145)
02 (4m)2 \C €
1 2
= 162 [E — 7+ Indr —InC + O(e)
_ 16;2 [A.—1InC + O(e)] (A.49)
onde introduzimos a notacgao
2
A.=-—v+Indr (A.50)
€

para uma combinacao que vai aparecer em todas as expressoes.

A.7 Explicit formulae for the 1-loop integrals

Although we have presented in the previous sections the general formulae for all the
integrals that appear in 1-loop, Eqs. (A.34) and (A.39), in pratice it is convenient to
have expressions for the most important cases with the expansion on the e already
done. The results presented below were generated with the Mathematica package
OneLoop [1] from the general expressions. In these results the integration on the
Feynman parameters has still to be done. This is in general a difficult problem and
we will present in section A.9 an alternative way of expressing these integrals more
convenient for a numerical evaluation.

A.7.1 Tadpole integrals
With the definitions of Egs. (A.34) and (A.39) we get

l

1071 = 1672 C(]_ + AE —In C)
I =0
i 1
= —C? g™ (34+2A, —2InC A.51
1 = 5mgCle B nC) (A.51)

where for the tadpole integrals
P=0 ; C=m? (A.52)

because there are no Feynman parameters and there is only one mass. In this case
the above results are final.
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A.7.2 Self-Energy integrals

For the integrals with two denominators we get,

{

1072 = 167‘(‘2 (AE —In C)
[ i _ "
Vs 62 (=Ac+InC)P
) i1 ,
Bo= 3 [Cg“ (1+A, —InC) +2(A, — nC) PP ]
1
L™ = 16Z 29 [_ Cg""(14+Ac—InC)P* = Cg"*(1+ A —InC)P*
s

— Cg"(1+ A, —InC)P" — (2AP*P" —21n CP“P“)P”] (A.53)

where, with the notation and conventions of Fig. (A.1), we have

B _ 2.2 _ 2 2 2
Pr=gxrl o C=z*ri+(1—x)m;+azmi—zri

A.7.3 Triangle integrals

For the integrals with three denominators we get,

7 —1
I, — —
0.3 1672 2C
[u — i i K
5.7 1672 20
i1
o [C WA, —InC —2P“P”}
3 672 10 €9 nC)
i1
e — b2 [C WA, +InC)P® + Cg"(—A. + In C') P*
5 167T24Cg(+n)+9(+n)
+ Ogh(—A +InC)P” + 2PO‘P“P”}
pres - 1 {02(1+A5—1n0) (99" + g"%g" + g*%g™)
1672 8C

(A.54)

+2C (A = InC) (g™ P*P? + g" P*P" 4 g"* PO P! 4 g"* P P"

+g"P PO PY 4 ¢ PFPY) — 4P°‘P5P“P”}

where

(A.55)
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Pt = 1’17’5"‘3727'5
2.2 2 2 2 2
C = airi+a5r;+2x1291 - 19 + 21 M] + T2 M5
2 2 2
+(1—xy —xo)ms — 177 — 2275 (A.56)

A.7.4 Box integrals

P i 1
047 1672 602
i -1
= —_ p*
4 1672 602
[ g — 2P“P”]
4 1672 1202 |
e = ! L C (g’ P* 4 g"“P* 4 gl*P¥) — 2PO‘P“P”]
1672 1202 |
e = Lo (A - w0 (g0 + g+ g7
1672 12C? |
—2C (g PP’ + g"°P°P" 4 g"* PP P + g PO P¥
+ g"?PPY + go‘ﬁP“P”> + 4PO‘P5P“P”} (A.57)
where
Pt = xlrf+x27’5+x37“§‘
Cc = x%r%+x§r§+x§r§+2xlx2rl “ro+ 2012371 - T3+ 2092379 - T3

2 2 2 2
+x1mi + xoms +x3ms + (1 — 21 — 29 — x3) M

—T1 77 — Ty T — X373 (A.58)

A.8 Divergent part of /-loop integrals

When we want to study the renomalization of a given theory it is often convenient to
have expressions for the divergent part of the one-loop integrals, with the integration
on the Feynman parameters already done. We present here the results for the most
important cases. These divergent parts were calculated with the help of the package
OneLoop [1].
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A.8.1 Tadpole integrals

Div {1071} = @ AE m2
Div [I{] = 0
Div [I{“’} = 16;2 i A.m?* g (A.59)

A.8.2 Self-Energy integrals

?

Div |Ioo| = o A
Div [[ﬂ - 161.7r2 (_%) Acry
Div (1] = 1oy g5 A [ 3 — )+ artrt]
Div [B"] = ﬁ (—2—14) A [ (@i + 2m3 = 1) (905 4+ g o)

+6 rf‘rfrﬂ (A.60)

A.8.3 riangle integrals

Div[Ips] = 0

Div [I§] = 0

Div (] = —— LA, g

(5] = EgA

. 14e% Z 1 v « « ro o 1% 1%
Div["] = 1o (—55) Ao 0 +19) + g7t + ) + gt +19)]
. 14e% Z ]' oV « 14 vo
Div [I"] = —— 2 A [(2m?+2m§+2m§)(g“95+969“ +9"g")

+g°7 [2nrY iy (11 ma)| 4 g7 2000 i 4 (o 1)
+g"° [QT‘frf +rirh + (1 7’2)} + g [27’?7’? + rf"r’g + (r; & 7’2)}

9" (2007} 4 Iy (ry )| g 2000 el 4 (o )
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+ (=it = 13) (99" + g7 + 9“59”‘)] (A.61)

A.8.4 Box integrals
Div[Ipa| = Div[I{] = Div[1{"] = Div [[{**] = 0

v 1

Div [[5”0‘5} 67 21

A, [g“”gaﬁ + g" g™ + ghg”P ] (A.62)

A.9 Passarino-Veltman Integrals

A.9.1 The general definition

The description of the previous sections works well if one just wants to calculate
the divergent part of a diagram or to show the cancellation of divergences in a
set of diagrams. If one actually wants to numerically calculate the integrals the
task is normally quite complicated. Except for the self-energy type of diagrams the
integration over the Feynman parameters is normally quite difficult.

To overcome this problem a scheme was first proposed by Passarino and Velt-
man [2]. These scheme with the conventions of [3, 4] was latter implemented in the
Mathematica package FeynCalc [5] and, for numerical evaluation, in the LoopTools
package [6, 7]. The numerical evaluation follows the code developed earlier by van
Oldenborgh [8].

We will now describe this scheme. We will write the generic one-loop tensor
integral as

ru)=t r k.. ke
v = B A
" 12 'k DOD1D2 s anl ( 63)

where we follow for the momenta the conventions of section A.2 and Fig. A.1 and
defined Dy = D,, and m,, = my so that Dy = k* — m? (remember that r, = ry = 0.
The main difference between this definition and the previous one Eq. (A.7) is that
a factor of 16;2 is taken out. This is because, as we have seen in section A.3 these
integrals always give that prefactor. So with our new convention that prefactor
has to included in the end. Factoring out the ¢ has also the convenience of dealing
with real functions in many cases.? From all those integrals in Eq. (A.63) the
scalar integrals are, has we have seen, of particular importance and deserve a special
notation. It can be shown that there are only four independent such integrals,
namelly (4 —d =¢)

(2mp) 1

l

2The one loop functions are in general complex, but in some cases they can be real. These cases
correspond to the situation where cutting the diagram does not corresponding to a kinematically
allowed process.
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[ H e =y (A0

1

|

2 1
v it ) = L T
1

|

BO<T%07 m%v mg) =

A .66
im? m?] ( )
(27 )
DO(T%0>T%2>T§377”?2,077”;077“%&7”%,---,mg) in? d/{? H k—|—r2 5 m2] (AG?)
where
rg=0i—r)® 5 Vij=(0n-1) (A.68)

Remember that with our conventions o = 0 so 7% = r?. In all these expressions

the ie part of the denominator factors is supressed. The general one-loop tensor
integrals are not independent. Their decomposition is not unique. We follow the
conventions of [5, 7] to write

Bt = 272’;2 / % k" H kHZ) — (A.69)
B = (2”@“7 / Ak KR f[ [(kwi;—mg] (A.70)
o = %/ddkk“ 17 kr+m;2 — (A.71)
om = m@“T/ddkkW ﬂ [(k;+r$2—m§] (A.72)
e = % / ke kPR kP ﬂ k‘+n) — (A.73)
DW= %/ddkk“k” ﬁ [(k:+r32—m?] (A.75)
D = % / AUk PR R H k+n) — (A.76)
preer = % / AUk KRR R ]1[(“”;2_7”?] (A77)

These integrals can be decomposed in terms of (reducible) functions in the following
way:

B* = ¥ B (A.78)

B = g‘“’ BOO + T‘llelj Bn (A79)



A.9. Passarino-Veltman Integrals 167

cr = 7+ rh O,y (A.80)
2
o = g Coo+zrf7“;‘/ Cij (A-81)
=1
9 2
cre = 3 (g™l + g"Prl 4 g™ry) Cooi + Y ririrCin (A82)
= i k=1
3
D' = 3 D, (A.83)
=1
3
DM = g" Do+ Y _rir] Dy (A.84)
=1
3 2
Dre =y (g )+ g"ri 4 g™'r) Dooi + D iy Dy, (A.85)
= i k=1
DM = (g Gpo + Gupve + Gusun) Doooo
3
30 (9t gt g g o] (A86)
ij=1
+9"7rirf + g°rtrY) Doo
3
+ > iy Cim (A.87)
ik, =1

All coefficient functions have the same arguments as the corresponding scalar func-
tions and are totally symmetric in their indices. In the FeynCalc [5] package one
generic notation is used,

PaVe {i,j, oA, ) {md,mI, }} (A.88)

for instance
311(7’%07 mga m%) = PaVe |:17 17 {r%O}v {mgv m%}:| <A89>

All these coefficient functions are not independent and can be reduced to the scalar
functions. FeynCalc provides the command PaVeREducel[...] to acomplish that.
This is very useful if one wants to check for cancellation of divergences or for gauge
invariance where a number of diagrams have to cancel.

A.9.2 The divergences

The package LoopTools provides ways to numerically check for the cancellation
of divergences. However it is useful to know the divergent part of the Passarino-
Veltman integrals. Only a small number of these integrals are divergent. They
are

Div [Ao(mg)} = A.m] (A.90)
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Div [BO 13, ma, mi } = A, (A.91)
1
Div B — LA (3m2t3m? -2 A.93
iv | Boo (17, mg, my) 19 D (91 T oMy = T (A.93)
1
Div [Bn 17, mg, m} } = 3 A, (A.94)
1
Div {Coo(rw, 1%, T3, Mg, 3, M3 } = 1 A, (A.95)
1
Div [0001(1"10, 12,, T3, Mg, m>, mj } = -5 A (A.96)
1
Div [Coog(rw, 1%, T3, Mg, M7, M3) } = -1 A (A.97)
1
Div {DOOOO (1'107 .. mo, .. ] = ﬂ Ae (A98)

(A.99)

These results were obtained with the package LoopTools, after reducing to the
scalar integrals with the command PaVeReduce, but they can be verified by com-
paring with our results of section A.8; after factoring out the i/(1672).

A.10 Examples of 1-loop calculations with PV
functions

In this section we will work out in detail a few examples of one-loop calculations
using the FeynCalc package and the Passarino-Veltman scheme.

A.10.1 Vaccum Polarization in QED

We have done this example in section 4.1.1 using the techniques described in sec-
tions A.3, A.4 and A.5. Now we will use FeynCalc. The first step is to write the
Matematica program. We list it below:

(srokorskoksroskokskoRorkoksokkkokk - Program VacPol.m skkskokskskskskokskokskoskskskokoskofokokkokokok ook )
(* First input FeynCalc *)

<< FeynCalc.m

(* These are some shorthands for the FeynCalc notation *)

dm[mu_] :=DiracMatrix[mu,Dimension->D]
dm[5] :=DiracMatrix[5]
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ds[p_] :=DiracSlash[p]

mt [mu_,nu_] :=MetricTensor [mu,nul
fv[p_,mu_] :=FourVector [p,mu]
epsilonfa_,b_,c_,d_]:=LeviCivitala,b,c,d]
id[n_] :=IdentityMatrix[n]

splp_,q_] :=ScalarProduct [p,q]

1li[mu_] :=LorentzIndex [mu]

L:=dm[7]

R:=dm[6]

(* Now write the numerator of the Feynman diagram. We define the
constant

C=alpha/(4 pi)
*)

num:= - C Tr[dm[mu] . (dslq] + m) . dm[nu] . (ds[q]+ds[k]+m)]

(* Tell FeynCalc to evaluate the integral in dimension D *)

SetOptions[OneLoop,Dimension->D]

(* Define the amplitude *)

amp:=num * FeynAmpDenominator [PropagatorDenominator [q+k,m], \
PropagatorDenominator [q,m]]

(* Calculate the result *)
res:=(-I / Pi~2) OneLoopl[q,amp]

Gexrkrxksokrkrkkkkx End of Program VacPol.m skskskkskkskkkkkkokkkkkkk)

The output from Mathematica is:

2 2 2 2 2 2 2 2 2
Qut(4]= (4 C (k +6m BO[O,m,m] -3 (k +2m) B0k ,m, m])
2 2
(k glmu, nul - k[mul k[nul)) / (9 k )
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Now remembering that,

C= (A.100)

and
il (k,e) = =i kK*P]T1(k, €) (A.101)

4 8m? 4 2m?
Mk e) = > |2 = 2™ B0, m?,m?) + . <1 + /%) BO(kQ,mQ,mQ)] (A.102)

To obtain the renormalized vacuum polarization one needs to know the value of
I1(0,¢). To do that one has to take the limit £ — 0 in Eq. (A.102). For that one
uses the derivative of the By function

0
By(p?,mi,m3) = ) By(p*, mi, m3) (A.103)
P
to obtain
« 4 4 8
11(0,) = 1= |—5 + 5 Bol0, m,m?) + Zm? By (0,0, mﬂ (A.104)
Using
1
B(0,m?*, m?) = v (A.105)
we finally get
4
1(0,2) = ~67; = [5 Bo(o,m2,m2)] (A.106)
™

and the final result for the renormalized vertex is:

(k) = % l—% + (1 + Qk—”f> (Bo(k?, m* m?) — BO(O,mQ,mQ))] (A.107)

If we want to compare with our earlier analytical results we need to know that

m2

Bo(0,m?* m?) = A, — In = (A.108)

Then Eq. (A.107) reproduces the result of Eq. (4.57). The comparison between
Eq. (A.107) and Eq. (4.59) can be done numerically using the package LoopTools|7].

A.10.2 Electron Self-Energy in QED

In this section we repeat the calculation of section 4.1.2 using the Passarino-Veltman
scheme. We start with the Mathematica program,
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Ckssrkoksrokkskkokkkokkkokkk - Program SelfEnergy.m sk sokskskokskskokkskokkskokkkokkkokk )
(* First input FeynCalc *)

<< FeynCalc.m

(* These are some shorthands for the FeynCalc notation *)
dm[mu_] :=DiracMatrix[mu,Dimension->D]
dm[5] :=DiracMatrix[5]

ds[p_] :=DiracSlash[p]

mt [mu_,nu_] :=MetricTensor [mu,nu]
fv[p_,mu_] :=FourVector [p,mu]
epsilonfa_,b_,c_,d_]:=LeviCivitala,b,c,d]
id[n_] :=IdentityMatrix[n]

splp_,q_] :=ScalarProduct [p,q]

li[mu_] :=LorentzIndex [mu]

L:=dm[7]

R:=dm[6]

(* Tell FeynCalc to reduce the result to scalar functions *)

SetOptions[{B0,B1,B00,B11},BReduce->True]

(* Now write the numerator of the Feynman diagram. We define the
constant

C= - alpha/(4 pi)

The minus sign comes from the photon propagator. The factor

i/(16 pi~2) is already included in this definition.

*)

num:= C dm[mu] . (ds[p]l+ds[k]+m) . dm[mu]

(* Tell FeynCalc to evaluate the one-loop integral in dimension D *)

SetOptions[OneLoop,Dimension->D]
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(* Define the amplitude *)

amp:= num \

FeynAmpDenominator [PropagatorDenominator [p+k,m], \
PropagatorDenominator [k] ]

(* Calculate the result *)

res:=(-I / Pi~2) OneLoop [k, amp]

ans=-res;

(*

The minus sign in ans comes from the fact that -i \Sigma = diagram

*)

(* Calculate the functions A(p~2) and B(p~2) *)

A=Coefficient[ans,DiracSlash([p],0];
B=Coefficient[ans,DiracSlash([p],1];

(* Calculate deltm *)
delm=A + m B /. p—>m
(% Calculate delZ2 *)

Ap2 = A /. ScalarProduct[p,p]->p2
Bp2 = B /. ScalarProduct[p,p]->p2

aux=2 m D[Ap2,p2] + Bp2 \
+ 2 m"2 D[Bp2,p2] /. D[BO[p2,0,m"2],p2]->DBO[p2,0,m~2]

aux2= aux /. p2->m~2
aux3= aux?2 /. AO[m~2]->m"2 (BO[m~2,0,m"~2] -1)
delZ2=Simplify [aux3]

(ekxprxkrrkrkrrkkx End of Program SelfEnergy.m skkkkkskxkskkkkkkxkkkok)
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The output from Mathematica is:

2 2
A= -(C(2m+ 4mBO0[p, 0, m1]))
2 2 2 2 2 2
C(p +AOMm] -(m +p) BO[p, 0, m1])
B=-(-————"m-mr———.— e e )
2
p
2 2 2 2 2
C(m -AOm]-2m BOm, O, m1])
delm = ---————————————————
m
2 2 2 2 2

delz2=C (-2 + BO[m , O, m] -4 m DBO[m , O, m])

We therefore get

1
A =2 {_— —|—Bo(p2,0,m2)] (A.109)
T 2
o 1 2 m? 2 2
3am [ 1 1 9y 2 9 2
n = T [y g Ae(n) + 5Bl 0. (11D

One can check that Eq. (A.111) is in agreement with Eq. (4.82). For that one needs
the following relations,

Ag(m?) = m? (Bo(m?,0,m?) 1) (A.112)
Bo(m?,0,m?) = A +2—1n22 (A.113)
0 ) Uy - € Mz .

2,.2

1 m°x 5 3 2
dr(1+ 7)1 - 242
/0 x( +:c)n,u2 2+2n

m
2

(A.114)
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For 675 we get
07y = 43 {2 — Bo(m?,0,m?) — 4m?*Bj(m?, )\2,m2)} (A.115)
T

This expression can be shown to be equal to Eq. (4.85) although this is not trivial.
The reason is that B{ is IR divergent, hence the parameter A that controls the
divergence.

A.10.3 QED Vertex

A.10.4 p — evy: Neutral scalar charged fermion loop
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