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Chapter 1

Brief overview of non-relativistic
Quantum Mechanics

In this brief introduction to Quantum Mechanics we follow sections 5.1 to 5.3 of
Griffiths [2], section 1.1 of my text Introduc¢ao a Teoria de Campo [3] and sections
2.3.6 and 3.2 of Thomson [1]. It is assumed as pre-requisit the knowledge of the
essential of chapters 1 to 5 of the book Quantum Mechanics by Griffiths [4].

1.1 Principios basicos da mecanica quantica
A mecanica quantica [4,5] baseia-se nos seguintes principios:

e Para o estado fisico existe uma fungao de estado |®) que contém toda a in-
formacao possivel sobre o sistema. Na maior parte dos casos tratemos com
uma representagao do estado |®) em termos das coordenadas, a chamada
funcao de onda ¥(g;, s,t) onde s designa outros niimeros quanticos para além
dos possiveis de descrever a partir das coordenadas (por exemplo o spin).
| U (g, si,t)[* > 0 tem a interpretagio duma densidade de probabilidade de en-
contrar o sistema num estado com coordenadas ¢;, nimeros quanticos internos
s;, no instante t.

e As observaveis fisicas sao representadas por operadores hermiticos lineares.
Por exemplo

; —ih 1.1

pl_> ? aqz ( )
0

E h— 1.2

—mhat (1.2)

e Um estado |®) do sistema é um estado préprio de operador €2 se

1



Chapter 1. Brief overview of non-relativistic Quantum Mechanics

QD) = w, |Dn) (1.3)

onde |®,) é o estado préprio a que corresponde o valor préprio w,. Se 2 for
hermitico entao os w, sao reais. Na representacao das coordenadas temos

Q(q, s, t)¥(q, s,t) = w,¥(q, s, 1) (1.4)

e Existe um conjunto completo e ortonormal de funcoes proprias, ¥,,, dum con-
junto completo de operadores que comutam {2, s, ...}. Uma funcdo de onda
arbitraria pode ser expandida em termos desse conjunto completo

U=> a,V, (1.5)

e O resultado duma medicao é qualquer um dos valores proprios. Se ¥ =
>, a ¥, com QU, = w,V¥, entdo o resultado da medigao serd o valor w,
com probabilidade |a,|*>. O valor médio duma observdvel ¢ dado por

<Q>y= Z/dql...\lf*(qi, $i, QU (q;, 84, t) = Z || ?wn (1.6)

n

e A evolucao no tempo dum sistema fisico é dada pela equagao

ow
h— = HU 1.
ih o (1.7)

e onde o Hamiltoniano H é um operador linear e hermitico. A linearidade
implica o principio de sobreposicao e a hermiticidade conduz a conservacao de
probabilidade

%Z/dc]l"'\l}*\l}:%Z/dql"'[(H\I’)*\I’—\II*(H\D)]:0 (1.8)

Exemplo 1.1 Demonstre a afirmacao anterior.
A equagao conjugada da Eq. (1.7) é

o*

—ih— = HY (1.9)

onde usdmos a hermiticidade de H = H'. Entdo multiplicando a Eq. (1.9) @
direita por i e a Eq. (1.7) a esquerda por 1* e subtraindo obtemos

L A e L U T) I )
—ih <¢ =t ¢) = —ih— o= = (HY' ) — " Hy (1.10)
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Integrando nas coordenadas e somando em todas as outras varidveis internas,
obtemos entao

%Z/dql...q}*\ﬂ: %Z/dch[(H\I’)*\II—\I/*(H\I/)] —0 (1.11)

onde o ultimo passo resulta da definicao de operador hermitico. Na notagdo
de Dirac

(Hplp) = (S| H |4p) (1.12)

1.2 A equacao de Schrodinger

A evolucao dum sistema quantico, bem como a descoberta dos seus estados esta-
ciondrios, é obtida resolvendo a equacao de Schrodinger, Eq. (1.7). Para sistemas a
3 dimensoes a equagao escreve-se

ma\pg, ) {-j_mw + V(F)} W(F. 1) (1.13)

onde
0? 0? 0?

2—— [ [
v _8x2+8y2+622

(1.14)
é o operador Laplaciano.

Se V() nao depende do tempo a equagao pode ser resolvida pelo método de
separacao de variaveis,

U (7, t) = 1p(F) e 7P (1.15)

onde () satisfaz a equacao de Schrodinger independente do tempo,

h2
V(| wlr0) = BU(E (1.16)
que tem a forma duma equacao aos valores proprios
Hy = Ev (1.17)

onde ¢ é a funcao propria do Hamiltoniano H, e E o seu valor proprio. Os estados
que satisfazem a Eq. (2.5) sao designados por estados estaciondrios com a energia
E que resulta de resolver a Eq. (1.16).

Resulta que os valores para os quais a equagao de Schrodinger independente do
tempo tem solucoes bem comportadas, isto é que satisfacam a condicao de normal-
izagao

/d3r|\If|2 =1 (1.18)

sao discretos. Para se ter uma ideia grafica do que esta a acontecer recomendo que
fagam o exercicio 2.54 do Griffiths (Quantum Mechanics [4]).
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Em muitos problemas o sistema tem simetria esférica. Nesse caso pode usar-se
o resultado, valido em coordenadas esféricas,

920 L?

“ar  rar e

Vv? (1.19)
onde L é o operador momento angular, para separar ainda mais as solugoes. Sabe-se
que as funcoes préprias do operador L? sao as harmonicas esféricas, isto é,

L*Yin (0, ¢) =h* Ul + 1) Yim(0, ) (1.20)
LY (0,0) =hm Y, (0, 0) . (1.21)
Notar que as harmonicas esféricas sao funcoes préprias simultaneas dos operadores
L. e L? pois eles comutam.
Usando estes resultados, para o caso de simetria esférica V() = V(r), a equacao
de Schrodinger separa-se nas 3 variaveis r, 60 e ¢,

$(r,0,6) = R(r) Yin(0,6) (1.22)
onde a funcao radial satisfaz a equacao
h* (d*R  2dR A2 11+ 1)
™ <W+;%) + [V(T)+% 2 ] R=FER (1.23)

E por vezes conveniente escrever R(r) = u(r)/r. Entdo a funcdo u(r) satisfaz

_h_QdQ_qu [V(r)+h—2l(l+1)} u= FEu (1.24)

2m dr? 2m  r?

que é uma equacao para um potencial a uma dimensao aumentada pela barreira
centrifuga.

1.3 O atomo de hidrogénio

1.3.1 A equacao de Schrodinger para o atomo de hidrogénio

No nosso estudo simplificado vamos considerar o protao como fixo e o eletrao de-
screvendo um movimento em torno dele. Esta é uma boa aproximacao, pois a massa
do protao é cerca de 2000 vezes maior do que a do eletrao. Assim a energia potencial
do eletrao no campo do protao é

1 e?

4meg 1

Vi(r) =

(1.25)

onde r é a distancia entre o eletrao e o protao. Como se trata dum potencial com
simetria esférica (potencial central) as solugoes sdo da forma geral,
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wn,l,m(ra 0, QZ)) = Rnl(r) Yzmwa ¢) (1'26)
onde a equacao radial é
1d, ,dR, 2m {0+ 1)R? 2mE
——(r"—)—— |V —— I R R=0. 1.27
r2dr (r dr ) R (r)+ 2mr2 + K2 (1.27)

As harménicas esféricas sao o produto da solugoes das equagoes para 6 e ¢

d, . dO© : m?
@(smﬁﬁ)Jrf(ﬂJrl)sm@— sin9®_0 . (1.28)
1 d*®

convenientemente normalizadas,

Yo, (0, 9) = Newm, Py (0)e™¢

20416 —m)?
A (04 my)!

Nim, = (—1) , (1.30)
onde P;"(f) sao os polindmios associados de Legendre e a normalizagido é conven-
cional.

O problema de encontrar as solugoes gerais das Eqs. (1.27) e (1.28) pode ser
revisto em qualquer curso bédsico em mecanica quantica (por exemplo Griffiths [4]).
Para os nossos fins aqui basta-nos indicar sem demonstracao os resultados.

i) Quando resolvemos a Eq. (1.29) para ®(¢) encontramos que as tnicas solugoes
que satisfazem as condigoes apropriadas sao aquelas para as quais m; ¢é inteiro,

my=0,%1,£2, ... (1.31)

ii) Quando resolvemos a Eq. (1.28) para ©(#) encontramos que as tnicas solugoes
que sdo finitas em todo o lado (para todos os #'s) sdo aquelas em que

(=0,1,2... (1.32)

0> |my | (1.33)

iii) Quando resolvemos a equacao radial para R(r) encontramos que as tnicas
solugbes que sao finitas em toda a parte (isto é, para 0 < r < co) sao aquelas
para as quais

1 e? 2m21
En= -3 (H) S =123 (1.34)
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(<n. (1.35)

Tomando em conta as Eqgs. (4.21), (1.33) e (1.35) as restrigdes em my e £ podem
ser reescritas na forma seguinte:

me=0,+1, 42, ..., &0

(=0,1,2,...,n—1. (1.36)

1.3.2 Significado fisico dos resultados

e O facto mais importante destes resultados, é que a energia do dtomo é quan-

tizada. Tal como no caso do poco de potencial infinito a quantificacao nao
resulta duma imposicao a priori, mas antes das exigéncias fisicas sobre as
fungoes de onda.

O segundo facto é que a expressao para a energia é exatamente a encontrada
no atomo de Bohr, que como vimos, embora introduzida duma forma ad hoc,
explicava os resultados experimentais. A energia depende somente do inteiro
n, chamado ndmero quantico principal.

Como para cada valor de n ha varios valores admissiveis para ¢ e my, é possivel
o eletrao ter caracteristicas diferentes e manter a mesma energia. Os estados
1 que tém a mesma energia para valores de ¢ e my diferentes sao designados
por estados degenerados.

n—1 +£ n—1
Grau de degenerescéncia = Z Z 1= Z(% +1)=n*. (1.37)
(=0 my=——t =0

Se os diferentes estados correspondentes a um dado n tém todos a mesma
energia F,, qual é a outra grandeza fisica que os distingue? Se tivéssemos
efetuado os calculos em detalhe terfamos compreendido que essa grandeza é o
momento angular. Pode-se mostrar que o quadrado do momento angular L?
1.€.

D=L+ L+ L2, (1.38)
e o momento angular segundo o eixo dos zz, L., comutam simultaneamente
entre si e com o Hamiltoniano do atomo de hidrogénio, isto é

[L2,L.]=0, [L? H]=0, [L.,H]=0, (1.39)

Assim de acordo com os resultados gerais enunciados anteriormente, as fungoes
de onda ¥, deverao ser fungoes proprias simultineas de H,L? e L,.



1.3. O atomo de hidrogénio 7

1.3.3 O spin

Para resolver contradigoes no espetro dos atomos do tipo do hidrogénio na presenca
dum campo magnético, o chamado efeito de Zeeman, G. Uhlenbeck e S. Goudsmit
propuseram que o eletrao possuia um momento angular intrinseco chamado spin, S.
A palavra spin vem do inglés e quer dizer rodar mas é usada na literatura de fisica
sem traducao e significando esta propriedade do eletrao.

Mais precisamente, em mecanica quantica S éum operador que obedece a algebra
do momento angular, isto é,

[S,,S,] = ihsS.
[S,,8.] = ihsS,
[S., 8,] = ihsS, | (1.40)

e é quantificado de acordo com as relagoes

2 =5.5=s(s+ 1)K’ com s =3 (1.41)
S, =mih : my = +1 '
isto é, toma valores semi-inteiros.
Associado ao spin S existe um momento magnético iy dado por
el =
fs = —uS. (1.42)
m
Por vezes escreve-se esta expressao na forma equivalente,
p=-dys L g (1.43)
2m

onde g é a chamada razao giromagnética. O valor g = 2 para o eletrao foi determi-
nado experimentalmente para explicar o espectro dos atomos.

Ao nivel da equacao de Schrédinger, o spin é postulado como um nimero quantico
adicional para o eletrao, e o fator g determinado experimentalmente. O spin s6
aparece naturalmente no quadro da teoria relativista de Dirac que preve exatamente
o valor g = 2 para o eletraol.

O estado do eletrao é entao completamente especificado pelos ntimeros quanticos
n,l,my e mg (pois s = 1/2 sempre). Notar que

[L,S]=0, (1.44)

pois L e S atuam em espagos diferentes, L no espaco usual e S num espaco interno
abstrato. A equac@o anterior explica porque é que é possivel ter funcoes proprias
simultaneas de L e S.

'De facto ¢ ndo é exatamente igual a 2 e a teoria de Dirac ndo é o fim da histéria. Sé a
eletrodindmica quantica consegue prever corretamente a diferenca g—2=2+...=0.00232.
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1.3.4 Adigao de momentos angulares

Vimos na seccao anterior que o estado do eletrao pode ser descrito por dois mo-
mentos angulares, L (momento angular orbital) e S (spin). Em muitas aplicagoes é
importante definir o chamado momento angular total,

J=L+5. (1.45)

Que J é um momento angular é facil de ver pois obedece a dlgebra usual

[, J,) = ihJ,

[, J.] = ihJ,

I, Jo) =ik, 1.46
Yy

como facilmente se mostra usando as defini¢oes anteriores. Quais os valores possiveis
para J? Esté fora do mbito deste curso introdutério fazer uma apresentacao com-
pleta da teoria do momento angular. Os resultados sao no entanto simples de apre-
sentar e serao relevantes para a compreensao da estrutura dos atomos e moléculas.
Vamos apresenta-los sob a forma de teoremas, sem demonstracao:

Teorema 1.1 Seja um operador J que obedece a dalgebra do momento angular.
Entao os valores préprios de J?> = J - J e J, sdo

Tt =30+ )k
J, = m;h (1.47)
em que j € um inteiro ou semi-inteiro e m; toma os (2 j + 1) valores
m; =—j,—7+1,.,7—1,7. (1.48)

Casos particulares deste teorema, sao evidentemente os casos J = L onde j = =
inteiroe J = S onde j =s = % = semi-inteiro.

Teorema 1.2 Seja J = J; + Jo 0 momento angular correspondente a soma de dois
momentos angulares com valores ji e jo. Entao o valor j correspondente a J pode
tomar os valores

i1 —J2|l <7 <31+ 32 . (1.49)
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Exemplo 1.2 Como exemplo de aplicacao construa uma tabela para os valores
possiveis para j e m; para um eletrao de momento angular £ = 0,1 e 2.

O momento angular total J=L+8 pode tomar os valores

1 1
——1 <3< — 1.
(=3l<i<t+s (1.50)

e portanto podemos construir a tabela sequinte

(g m;
1 11
0 3 i)
1 11
3 —2:2
1
3 3 _113
2 27 2 272
3 3 _113
2 27 2 272
2
5 _5_3_ 1135
2 27 2 2727 272

Table 1.1: Valores de j e m;.

Teorema 1.3 Seja J = Ji+Js. Entio o nimero de valores possiveis de m; obedece
a relacao

Jit+j2

Y Ri+D)=02h+1) 25+1). (1.51)

|71—72]

Na tabela 1.1 pode-se verificar este ultimo resultado para j; = % ejo=0,1,2.

1.4 The Clebsch-Gordon coefficients

A state |J M) where J = J; + J can be expressed in terms of the eigenstates of
J; and J,, denoted by |71, m1) and |2, ms), respectively. This relation is normally
written in the form,

mi1=j1 ma=j2

‘J M Z Z |J1,m1> ® ‘3277”2) (]1]2777117712“ M) (1-52)

m1=—j1 ma=—Jj2

where my + my = M and (jijo, myma|JM) are the Clebsh-Gordon coefficients.
Their value can be obtained from the rules of the angular momentum operator, but
normally we use tables to read the coefficients. To obtain the coefficients from the
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43. CLEBSCH-GORDAN COEFFICIENTS, SPHERICATL HARMONICS,
AND dFUNCTIONS

Note: A square-root sign is to be understood over every coefficient, e.g., for —8/15 read —4/8/15. Notation:

1/2x1/2 \/s i |
10 YO = f 2 cosd | EIE
a o ! 4 e 2x1/2 ,;,r;_ 507 377 my my | Coefficients
+& v1/2 ¥ ‘ ‘

w102 —1/2liie g 1 3 ; +3/2 342
142 +1/2[1/2-1¢21 ¥l == o sindl e +2-1/2| 15 475] 572 302
-1/2-1/2] 1 +1+1/2 | 4515|142 <172
5 ¢3 1 1-1/2| 2/5 3/5| S/2 302
“-, Ry Mt i *. / [
i (5 ¥ —\/h(z‘""ﬂﬁ' 2) | 0+1/2| 3/5-2/5] 172102
= +32] 32 102 i5 0-1/2| #5 23] wE 32
+1 +1/2) 172 2102 11'21 - é; s Boosdei? 14172 255 =35 -i:.";‘ ﬂ.;z_
L b ' i z -1 -1/2] 475 /5] 502
=1 1421 Fra |
BEg . BEE o 32x1/2 Li=— [haelie bl 22
I HE yio L R gag e +ar2 =172 1] +1 41 Sy
o1zl 2@ s ae2] T2 T i\ an - ! LU
Y alizl Y apaal-aa +3/2 1/2hia 3] 2
2,11 == - /24142304174 0 0
i3 3 2 Bzl ol 324 52| 57z 3 RTPETE R R
] ]2 +2 =5l ilar sasm -1izet2 12 =12 -1
+2 0173 243 ) 2 1 =3/2 0| 2/6 as5l 52 362 /2 -1/2-1/21 34 144 2
v 41243 143 1 +1 =172 +1| 35 =2sle1i2 2172 w102 —342 4142| 14=-304]-2
+2-1[1/15 173 345 +3/2-1|1/102/5 172 [rarz=1v2]a
1x1|.2—= +1 0|85 we-3aof 3z 1 +1/2 0| 3/5 1715 —1/3f 572 32 12
: il 7 2 : o+ 2512 10| 0 0 o ~1/2+1 (3010 -85 V8102 iz 12
#1 Rl +Y + +1-1|1/5 172 3710 12 -1|3710° B/15 178
-1 ofivz el 2 1 o g oas a-ai5 3 2 ~1/2 0| 375 -1/15 -1/3] 5/2 3s2
o+ji/2-1/2 0 0 0 Vs 12 300l -1 -1 ~3/2 1100 —ass 1s2) 3z -3z
-8 12 13 0-1| 245 172 110 “1/2-1] /5 2/5] 572
oool2a o-1w3f 2 1 alefis-ve-3a0 3 2 /2 0| 2/5 =3/5)-5/2
-1+ E=12 1Bl _Z«1|315=173 5] -2 -2 211 A
o-1jiz vz 11273 18] 3
b 8 Vi vl BV I i 2 0j143-2/3]-3 {1 darm g | o M)
T =i 2=1] 1 s
df,..uﬂfgul}?“e s | = (=17 gy mamal iz JM)

Figure 1.1: Table of Clebsch-Gordon Coefficients

table one has to take the square root, with the convention that the minus sign is

taken outside the square root. We will give one example. Consider the case 1 x 1/2.
We have

1x1/2=23/2+1/2 (1.53)
J=3/2 J=1/2
13/2,3/2) (1.54)
13/2,1/2) 11/2,1/2)  Orthogonal (1.55)
13/2,—1/2) 11/2,—1/2) Orthogonal (1.56)
13/2,—3/2) (1.57)

We have a total of (2x 14+ 1) x2=(2x3/24+1)+ (2x 1/2+1) = 6 states.
Using the Table we get

3/2,3/2) =|1,1) [1/2,1/2)
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) =V1/3[1,1) [1/2,-1/2) + /2/3]1,0)[1/2,1/2)

) =v2/3|1,1)[1/2,-1/2) — \/1/3[1,0) [1/2,1/2)

13/2, —1/2) =/2/31,0) [1/2, —1/2) + /1/3]1, 1) |1/2,1/2) (1.58)
)
)

13/2,1/2

)
1/2.1/2 ) -

)
11/2,-1/2) =V/I/3]1,0)|1/2, ~1/2) — V/2/B[L, 1) [1/2,1/2)
13/2,-3/2) =1, —1) [1/2, —1/2)

1.5 Fermi Golden Rule

In Particle Physics we are normally interested in decays rates and scattering cross
sections. In this course we will consider relativistic quantum mechanics, but it
is useful to see first the results in non-relativistic quantum mechanics. Here we
calculate the transition rates using the Fermi’s golden rule. We will sketch below
its derivation. In the next chapter we will make the connection with the relativistic
situation.

Let |¢x) be normalized solutions of the Schrédinger equation for the unperturbed
Hamiltonian H,

Hy o) = Ex|or),  (D5]Pr) = djn (1.59)

Now consider the time dependent perturbation H'(Z,t) that can induce transitions.
The Schrodinger equation for the full Hamiltonian becomes

0
i ) = [Ho+ H'] ) (1.60)
|1)) can be expressed in the complete set f unperturbed states
ch ) [Gx) e #ER (1.61)

Substituting we have,

dc ; i . 1.
zhz l E o) e Ekt_ﬁEka %) ehEkt} = ; lexHo |64) + H'cy |64)] e+ B

(1.62)
Using Eq. (1.59) we obtain a differential equation for the coefficients ¢

d ~ ;
Z % gy e B = 37 Hey | gy) e R (1.63)
k

Consider now that at ¢ = 0 the initial state is |i) = |¢;) and that ¢, (0) = d;. If the
perturbation is constant for £ > 0 and is small enough that ¢;(¢) >~ 1 and ¢ (t) =0,
we obtain to first approximation,

d , i
mZ C’wpk e~ RER o [ | ) et (1.64)
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The differential equation for the coefficient of the transition from an initial state |i)
to a final state |f) = |¢), is obtained using the orthogonality of the states |¢x). We
multiply on the left by (¢/| to get,

dc 1 N (B E
d—tf =7 (f|H'|i) enBr—Et (1.65)

We define the transition matrix element (dimensions of energy)
Ty, = (1H0) = [ dooy@H',) (1.66)
1%
At time ¢t = T the amplitude for transitions to state |f) is,
)

T , ; T ,
c;(T) :_ﬁ/o dtTﬁe#Ef—Ei)t:—%Tﬁ/O dt ex Fr=Edt (1.67)

where the last step holds for time-independent perturbing Hamiltonian H’. The
probabiblity for the transition to the state |f) is,

]_ T/2 T/2 % @ /
Py =c5(T)ey(T) = |Tyil* = / dtdt' en Er =Bt op By =it (1.68)
W J 1)1/
o 1, 5 sin? z
=|Ty] ?T 2 (1.69)
where . BT
g = B BT o 0 (1.70)

In Fig. 1.2 we show the plot of sin® x/2? as a function of z = (E; — E;)T/(2h). It is
peaked at F; = E;, that is, energy is conserved within the limits of the energy-time
uncertainty relation

AFEAt ~h (1.71)
This means that we can take one of the integrals as a delta function
T/2 i /
lim dt'en BB — onh§(E; — E) (1.72)
T—o00 7T/2

Therefore the transition rate (probability per unit time) will be

Py 2 1 [z
drpi = Jim =L = SET P Jim [_/ dtet Br-BNS(By — B (L73)

T T J 1/

If there are dn accessible final states in the range F; — Ef + dE; then the total
transition rate is

2 d
T, :—W/|Tﬁ|2—" lim dE; (1.74)

T/2 )
- = / dten Fr=E)l§(Ey — F;)

T J 1)
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sin2 ( x)/ x2

0.7 -
| _ v | lAA - | X
— 40 -20 20 40
Figure 1.2: Plot of sin? z /22
21 dn 1 (12
== | |Tu|*—=0(E; — E;) ]i — dt| dE 1.75
T [ 1 o >ngo[T/_T/2 ; (1.75)
—27T/|T 2 5m, — B)aE (1.76)
T ) ag, T T ‘
21 dn
=" T | —= 1.77
Tl 7| (1.77)
It is usual to define the density of states,
dn
E) =|— 1.78
oD =3 | (1.75)
Then the Fermi Golden Rule takes the form
2
Ly = €|Tfi‘2p(Ei) (1.79)

1.6 The Rutherford cross section

The Rutherford cross section played a central role in the development of the quantum
theory, as it explained the Rutherford discovery that at the center of the atoms there
was an heavy nucleus. It is interesting to study the Rutherford first in classical
physics and then in non-relativistic quantum mechanics. We will show that they
give the same result, a prori an unexpected result.

1.6.1 Classical derivation

We start with the classical derivation. The geometry is shown in Fig. 1.3. The clas-
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Figure 1.3: Rutherford scattering setup

sical derivation uses the results from the Kepler problem, in particular the relation
between the impact parameter b and the scattering angle 6,

b= @G cot b (1.80)

N 47T€02E0 2

where Ej is the kinetic energy of the initial particle. The number of particles in the
area between b and b+ db is

AN = 27 b db Npeam (1.81)

where npean is the number of particles/unit area/unit time in the beam. Therefore

dN 0
= 27 b Npoam = 27 % cot = Mbeam (1.82)

db dreg2Fy 2

Now we get the number of particles as function of the scattering angle,

AN _av
d9 — db db
_dN @Q:Qy 1 1

T db 4meg2Ey 2 sin? g



1.6. The Rutherford cross section 15

Q1Qs \" cos§
= cam 1.83
i (471’602E0 Sin?’g "t ( )
It is more usual to write this reltion in terms of the solid angle €2,
ds? 0 0
dQ =2msinfdf, — = 4nsin—cos— (1.84)
do 2 2
We get
dN dN df
— = 1.85
dy  df dQ2 (1.85)
1 QiQ:\* 1
= eam 1.86
<47reo 2F, ) 4 sin* § o (1.86)
1 Q1. 1
= cam 1.87
<47T€0 4F ) sin4g b ( )

Finally the differential cross section is

AN 2
do _ g _( 1 Q1Q2> Sil (1.88)

d_Q - Npeam n 471'60 4E0 4%

which is known as the Rutherford cross section.

1.6.2 Rutherford Scattering: Non-Relativistic QM

To derive the Rutherford cross section in non-relativistic QM we start by an inter-
mediate result for the Fermi Golden Rule,

2
dr = %|Tﬁ|2 dAN; §(E; — E;) (1.89)
The cross section for scattering by a potential is obtained dividing by the incident

flux j;, and number of particles in the target, V;,

dr’ dr’ 127
do = - :f:f—TZ-QdN O(Es — E; 1.90
N, Jih|f‘ rO(Ey ) (1.90)

where the last step is just for one particle in the target Ny = 1. We are going to use
plane waves for the incident and outgoing particles. As it is well known this brings
a normalization problem. The solution is to normalize in a box of volune V. Then

we write
1 " 1

(bi f = e ﬁi'ib’ (b f =
@)= @0 = =
We are going to show that the factors of V' cancel out in the cross section and in
the end we can take the limit V — oo

—

en?r ¥, (1.91)

St
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We start by evaluating dNy. The normalization of one particle in a box of volume

V = L3, implies that the wave function should satisfy periodic boundary conditions,
that is

o(x+ Ly, z) = o(x,y, 2), etc (1.92)

This in turn implies that, for example,
erPe? — erpr(@tL) (1.93)

leading to the quantization of the momenta

21h
(p:vapyapz) = (NmaNyaNz)T (194)

where N,, N,, N, are integers. Each state in momentum space occupies a volume

@)3 _ (27h)?

=) = (1.95)

TV d

Then the number of states with magnitude of momentum in the interval p and p+dp,
is obtained dividing the element of volume d®p in momentum space by the volume
ocuppied by one state

d3p

B L dPpdQpdp
A3p

(2wh)3 (27h)3

AN 1% (1.96)

where in the last expression we used spherical coordinates in momentum space. The
next step in the incident flux. With the normalization we use, the density of the
initial particles is n; = 1/V, and therefore the flux is

V; 1 %4
P = NV = —, — = — 1.97
L (1.97)

where v; is the velocity of the initial particle. Finally, assuming scattering by a time

independent potential H' = U(Z)
1 i
T — / P 0V (@60 = - / Pal()eh T = ST (1.98)
v

where 7;;(q) is the Fourier transform of the potential, and ¢'= p; — pf
Putting everything together we get

2rV o1
do = 2= — |TH(Q)]?
9 h 'UZ' V2 |Tfl(q_)| V

dQpdpy

oy s = F) (1.99)

As promised the volume V' disappears and we can drop it from now on, and take
V' — oo in the integrals. The differential cross section is obtained by integrating in
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the final momentum using the delta function. From p? = 2mE we obtain pdp = mdE
and,

do 1 1
aQ  Antu /pf"dpf‘S(Ef - B)|Tr())” (1.100)
1 1
T A2 Bt /pf mdEy d(Ey — E;)|Tri(q)|” (1.101)
1 1 ,
= amze, i 75 @) (1.102)
do v

0 :m|7}i@|2 (1.103)

We note that this result is valid for any potential in non-relativistic quantum me-
chanics.
We are now in position to evaluate the Rutherford cross section in NRQM. The

potential energy is
_ i@y

e |7

U(z)

(1.104)

where () is the electric charge of the particle in the beam and ()5 that of the fixed
target. The evaluation of the Fourier transform of the Coulomb potential is left as
exercise. We get

Q102 / 5 en?® Q1Qy Ak’
(7)) = d = 1.105
T5(@) 4d7eq o | 7| drey |q)? ( )
We get then for the QM Rutherford differential cross section
do _ p?‘ (Q1Q2)2 (4mh?)? _ (Q1Q2)2 4m? (1.106)
aQ dm2vopht \ 4meo 174\ 4rme |71 '

where we have used p; = py = mv; = mvy To compare with the classical result, we
write this in terms of the transfered momentum ¢ = p; — py with |7]*> = 8mE, sin® g

do (L i@ ! _ (1@ 2 4m? (1.107)

dQ ) pun dmey 4E, sin4g Amey |q]* ’
We obtain therefore the important result that the Rutherford cross section has
exactly the same expression in non-relativistic QM as in classical physics. Notice

that the h, that signals a QM result disappears and the result can therefore coincide
with the classical result.
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Problems Chapter 1

1.1 Show explicitly that the angular momenta components obey the following com-
mutation relations,

(Lo, L,] = ihL, (1.108)
[L,,L.] =ihL, (1.109)
L., L,) = ihL, (1.110)

Using the above results also show the following important results,

[L?, L,)=[L* L, =[L* L] =0. (1.111)

1.2 Use the Clebsch-Gordon table to verify the relations in Eq. (1.58).

1.3 For the Kepler problem, show the relation between the impact parameter and
the scatering angle, Eq. (1.80). Hint: use the conservation of energy and of angular
momentum.

1.4 Consider the Coulomb potential
Qi@ 1

U(x) = 1.112
(7) Ires 17 ( )
Show that its Fourier transform is
- 4
/d% U(#)eide — @1z AT (1.113)
dmey |q)?

Hint: To do the integration, use spherical coordinates and make the substitution

— = lim — (1.114)

7] n=0 |7

Take the limit 4 — 0 in the end.



Chapter 2

Relativistic Quantum Mecanics:
Collisions and Decays

Para a transicao da mecanica quantica nao relativista para o caso relativista seguimos
os capitulos 2 e 3 do Mark Thomson [1]. Para o modelo ABC para particulas de spin
zero, seguimos aqui essencialmente o capitulo 6 do Griffiths [2] mas com h = ¢ = 1.

2.1 Introducao

Como vimos nas aulas anteriores ha dois conceitos fundamentais para o estudo das
propriedades das particulas elementares e das suas interagoes, a largura de decai-
mento e a seccao eficaz de difusao. Estes conceitos basicos ja foram introduzidos
num contexto de mecanica quantica nao relativista, mas na quase totalidade das
experiéncias em fisica de particulas as velocidades sao muito perto da velocidade da
luz e portanto precisamos das expressoes relativistas.

O procedimento para calcular as taxas de transi¢ao envolvidas nos decaimentos e
seccoes eficazes € tradicionalmente designado pela regra de ouro de Fermi. Nés aqui
precisamos da regra para a cinematica relativista e vamos da-la sem demonstracao,
procurando compreender o seu significado através de exemplos. Para uma dedugao
no ambito de QED ver por exemplo o meu texto Introducao a Teoria de Campo [3].

2.2 Sistema de unidades naturais

Em fisica de particulas tratamos de grandezas a escala sub-atomica, para as quais
o sistema internacional (SI) ndo é bem adaptado. Assim faz sentido escolher um
sistema de unidades mais adaptado a estas escalas, o chamado sistema de unidades
naturais. Neste sistema as unidades [Kg,m,s| sdo substituidas por [k, ¢, GeV], onde
1 GeV = 10° eV = 1.602 x 1071° J, é uma unidade de energia.

No sistema de unidades naturais é usual fazer uma simplificacao adicional, es-
colhendo A = ¢ = 1, complementado com €, = g = 1 (notar que ¢ = 1 implica

19
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€ofto = 1). Assim sé hd uma unidade independente, a energia. Por vezes, em vez da
energia usa-se também a distancia ou o tempo, sendo a conversao feita usando as
relagoes:

1 = ¢=2999792 x 10° ms™' — 1s=2.999792 x 10° m (2.1)
1 = he=197.327 MeV.fermi — 1MeV ' =197.327x 10" m (2.2)
1 = h=1054571x10"*Js — 1J.s=9.482529 x 10** (2.3)

Como exemplo, vamos escrever as varias unidades em termos da energia. Temos
sucessivamente

Im = 5.067730 x 102 MeV !

s = 1.520214 x 10*! MeV ! (2.4)
1Js _ 1Jsx1s
1m?2 x 1s1 1 m2
Particularmente uteis sao as relagoes:
1s™! = 6.578023 x 10~ MeV
Ibarn = 107%* cm? = 2.568189 x 102 MeV 2
I1pb = =2568189 x 1075 MeV 2 (2.5)
1 MeV™2 = 3.893794 x 10" pb
1GeV™2 = 3.893794 x 10® pb
leV™? = 15202 x 10" Hz

1Kg = = 5.613088 x 10*° MeV .

Poderia parecer que ao fazer h = ¢ = 1 se perde informacao. No entanto é sempre
possivel voltar atras e re-introduzir estas constantes. Tomemos como exemplo a
secgao eficaz e” + et — p~ + u™ em QED (isto é a baixas energias). No limite em
que se desprezam as massas o resultado é

Ara?

g =

GeV 2 (2.6)

s
onde s é o quadrado da energia no centro de massa e &« = 1/137.032 - - -, é a constante
de estrutura fina. Se quisermos voltar para o sistema SI, usamos o facto de que uma
seccao eficaz tem as dimensoes duma area. Entao

L2 = (MIPT?) 7w
— M2 AT (MLZT_l)B (LT—l)“/
— M[2HB [ A28 A28y (2.7)

que tem como solucao, f = 2,7 = 2 e portanto a expressao correta, do ponto de

vista dimensional, seria
Amh? ¢ o
o= ——". (2.8)
s
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2.3 Decays

We are interested in obtaining an expression for the transition rates. We have seen
that in non-relativistic quantum mechanics this was given by the Fermi golden rule.
Here we will describe the steps to go from non-relativistic to relativistic Lorentz in-
variant transition rates. Then we will use the formulas to obtain general expressions
for the decay into two particles.

2.3.1 From non-relativistic to relativistic QM
Phase space

The first step is the phase space. We have seen that the number of states with
momentum in the interval p — p+ dp was given by (from now on we set h = ¢ = 1),

3 3
v =Vdn, dn= d’p

N = V(%) ’ ok

(2.9)

We will be using dn, number of states per unit volume, as we now that in the end
the volume V' cancels out. Consider now the decay of a particle a into N final state
particles a — 1+ 2 + - -+ N Due to momentum conservation only N — 1 final state
momenta are independent, therefore

d3
(2m)6° (ﬁa > pl> (2.10)
i=1

where we used the delta function to write everything in a democratic way

Normalization

The second topic we have to address is the question of normalization of the wave
functions. The wave functions appearing in the matrix element 7% of the Fermi
golden rule are normalized to one particle per unit volume

/ dx ¥ =1 (2.11)
1%
This wave function normalization is not Lorentz invariant. In fact the volume will

be Lorentz contracted. In relativistic QM the wave functions 1)’ are normalized to
2F particles per unit volume

/ Bx Y™y =28, — o = (2E)Y%y (2.12)
\%
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In relativistic QM, for a general process, a + b+ -+ — 14+ 2 + --- we define the
Lorentz invariant matrix element

My = (g -+ [H g1l ) (2.13)
Therefore My; is related to T; appearing in the golden rule by,
My = (2B, - 2By -2E, - 2B, - )'* T, (2.14)

Lorentz invariant decays

We are now in position of writing the golden rule for the decays in a Lorentz invariant
way. We consider the decay a — 1 4 2. We have

Ty :27r/ Tyi|*6(E, — By — Ey)dn

&Ppr d’py
= |12 _ _ 3¢3(5 o o
_271'/ | Tyil*0(Ea — By — E2)(27m)°6" (Pa — P p2)<27r)3 2n)
*py d’py
_ 1200 NS4
—/Iszl (27)*0%(pa — P pz)<27T>3 2n) (2.15)

We now write in terms of the Lorentz invariant matrix element,

1 *py d*py

Myl (27)*0% (pa — 1 —
2Eﬁ/l sil?2m) 6% (pa — p1 192)<27T>32E1 @rVE;
Two comments are in order: The first one is that the transition rate is inversely
proportional to the energy of the decaying particle in the frame where is observed,
E, = ym,, as expected from time dilation. Usually one calculates in the rest frame,
where F, = m, The second comment is related to the form of the phase space
factors,

(2.16)

d3p
_ 2.17
(2m)32F ( )
We can show that these are Lorentz invariant. Consider a Lorentz transformation
along the z axis

dp’ dp’
a3y = dp dp.dp’. = dp,dp,—=2dp, = d’p == 2.1
P = dpdpydp; = dpadpy 7 =dp. = d'p 3 = (2.18)
Using
oF p
r_ _BE). E = ~(E — —— === 2.1
p. =7(p- — BE), V(E = Bp-), .~ B (2.19)
we get
dp’ oF D2 1 E’
. 7( Bap) T(1-6%) =51 E—Bp) =% (2.20)
implying

= (2.21)
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2.3.2 The meaning of the decay rate I'

Let us clarify the meaning of the decay rate. Suppose a particle that can have
different decay modes: 7= — e Vv, 7T — p U, V., - - - We define individual decay
rates [';. In the time interval dt an initial number N of such particles will give a
total number of decays

dN = —NTydt — NTydt — - = =N Y Tydt = —NT'dt (2.22)

where I' = > . T'; is the total decay rate or decay width The number of particles that

remains after time f is,
N(t) = N(0)e Tt =7 (2.23)

where the proper lifetime is

1
== 2.24
r== (224)

The fraction of decays into a particular channel is called branching ratio or
branching fraction and is defined as,

BR(i) = = (2.25)

2.3.3 The Golden Rule for the decays

Consideremos a particula 1, com massa mq, que no seu referencial préprio decai em
varias outras particulas,

1—=-24+3+---+n (2.26)
Entao a férmula para a largura de decaimento I' é (E; = my),

N B G $1) | BT I KA er)
9y il j PPN 2y
—~—— ~ .

A B C D

Vamos explicar sucessivamente cada um dos fatores

A) FEstado inicial
Este fator sé depende do estado inicial através da massa da particula que
decai.

B) Fator de simetria
Para evitar contagens multiplas, quando ha particulas idénticas é preciso mul-
tiplicar por um fator 1/s! para cada conjunto de particulas idénticas, onde
s é o numero de particulas dessa espécie. Por exemplo para o decaimento
a—b+b+c+c+c, o fator sera

1
S==x= (2.28)
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C) Amplitude quadrada
A dinamica esta contida neste fator. Veremos como obté-lo a partir das regras
de Feynman.

D) Estado final
Este fator é o espaco de fases do estado final. A conservagao de energia-
momento é assegurada pela fungao delta, e as particulas estao na camada de
massa (on-shell em inglés), satisfazendo p? = m?. Nesta forma é claro que este
fator é invariante de Lorentz e isto é importante em célculos praticos. Pode-
se usar a funcao d(p7 — m?)0(p}) para fazer uma das integragoes e escrever o
resultado na forma mais habltual

Agds
/ M (276 (py Zpl H %)32]9 (2.29)

Jj=

vv ——
c D

onde, depois da integracao as particulas finais estao on-shell com p? > 0.

Exemplo 2.1 Deduza a Eq. (2.29) a partir da defini¢io, Eq. (2.27).
Para isso € preciso recordar que

Z e (2.30)

|$ T4

onde x; sao os zeros de f(x). Assim

0(p* = m?) =6((p")* — [pI* — m?) (2.31)
1 1
=50 o(p” — V/|pI? +m?) + 250 o + VI +m?)  (2:32)
onde p° = +/|p]2 + m2. Portanto

5@ — /2 + m2) (2.33)

o que torna o resultado trivial usando agora,

2 pO ) p2 _ m2 —
)3 = ) = 55
d'p = dp°d®p (2.34)

onde fazemos um abuso de notacao. De facto d®p = d3p

2.3.4 Dimensoes de I' e de M

A largura de decaimento foi definida como o inverso do tempo de vida média, por-
tanto tem as dimensoes de s~!. No sistema de unidades naturais tem portanto
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as dimensoes de mass ou energia. Usando esta informacao podemos obter que as
dimensoes da amplitude sao

[M] = (massa)* ™" (2.35)
onde n é o numero total de particulas do processo.

Exemplo 2.2 Mostre a Eq. (2.535)
Para isso comece por mostrar que

4] = {2—7” _ (massa)”! (2.36)

e que
[D] = (massa)?"° (2.37)

Usando as Eqs. (2.36) e (2.37) obtemos entio a Eq. (2.35).

2.3.5 Decaimentos para duas particulas

Para decaimentos com duas particulas no estado final as integragoes podem ser feitas
até ao fim e o resultado é particularmente simples!.
De facto da Eq. (2.29) obtemos,

1 2 4c4 d’ps d’ps
F = 2 - -
5 S/|M| (2m)%0% (p1 — p2 pg)(QW)?’QPg (2m)32p0

dp2d3p3
5
322 /|M| (1= P2 =pa)=

d3p
2 — — 2
= 6 my— \/ 2 1 m2— \/ 24 m2 ) == 2.38
327T27711 / |M| < 1 |p2| 2 |p2| 3 gpg ( )

onde fizemos a integracao em ps, da qual resultou ps + p3 = 0. Como anteriormente,
|pi|? + m?. Para prosseguir usamos coordenadas esféricas no espago dos

momentos, isto é,

d’py = d|ps|*d| 5| (2.39)

Nas nossas hipotese M nao depende dos angulos e a integracao nas variaveis angu-
lares da particula 2 podem ser feitas dando 47. Obtemos entao,

S L S(my — /sl + m2 — \/|ps]?2 + m2
T :8 /d|p2||p2|2 |M|2 ( 1 \/|p2| - 3 \/|p2| 3) (240)
™ma paP3

IEstamos a supor que somamos sobre todos os spins do estado final e fazemos médias sobre os
spins do estado inicial. Assim a amplitude sé pode depender dos produtos internos do 3 quadri-
vetores e estes podem sempre ser escritos em termos das massas, nao envolvendo angulos.



26 Chapter 2. Relativistic Quantum Mecanics: Collisions and Decays

Usando agora,

-~ n o(|pa| —---)
S(ma — /172 +m3 — /|2 + m3) = A (2.41)
== +
Py P3
obtemos finalmente,
S 2

'=——= |po| M 2.42
o Bl M) (242

2.4 Scattering processes

We consider now scattering processes. These are fundamental in particle physics, as
most of the information we can derive from experiment comes from these processes.
We first describe how to define the concept of cross section and how we can derive
it from the Fermi golden rule. Then we consider the general case and work out the
details for the simple case of the scattering 1 + 2 — 3 + 4 in the center of mass
reference frame.

2.4.1 From transition rates to interaction cross sections

The total number of interactions detected, will be proportional to the number of
target particles and to the intensity of the incident beam. This will vary from
experiment to experiment, depending on particular conditions. To be able to com-
pare different experiments and to compare these with the theoretical predictions,
we define a quantity which is independent of the experimental setup. This is the
interaction cross section defined by,

_ #of interactions/unit time/target particle

o (2.43)

incident flux

where the incident flux is the number of particles per unit area and per unit time
in the beam. The cross section has therefore the dimensions of an area and is
independent of the details of the beams or targets The general situation is described
in the Fig. 2.1

Figure 2.1: Scattering a +b — 1+ 2.
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The incident flux is given by

bo = ol — T = %(% o) (2.44)
where we have assumed that the scattering is collinear (fixed target or collider
experiments) and the volume V' comes from the normalization. We also have to
divide by the target density n, = 1/V. We have seen that these will cancel out in
the end so we will just set V' = 1 With these considerations, the relation between
the interaction cross section for the process a +b — 1 + 2, and the transition rate
given by the Fermi golden rule is,

T
(o) :7']0Z
Vg 1+ Vp
1 d2p1 d2p2
= Te|?(2m)46% (p, —p — 2.45
va+vb/‘ 1il*(2m)*0% (pa + P — D1 pa)(%>3<27r)3 (2.45)

We now write the result in terms of the Lorentz invariant matrix element M;,

1
a AE, Ey(v, + vp)

d*p d*ps
27T)32E1 (27T)32E2

(2.46)

g

/ M i|*(27) 6 (pa + po — D1 —pz)<

We have seen that the terms under the integral are Lorentz invariant separately.
Now we show that the first factor, related with the initial state is also Lorentz
invariant for collinear collisions. We define the factor,

= 4EaEb(va + 'Ub) = 4EaEb <§1_a %) = 4(Eapb + Ebpa) (247)
a b

where p, = |p,| and p, = |pp|. We have therefore,
F* = 16(E3p; + Eyp; + 2E.Eypaps) (2.48)
Now we evaluate the invariant (p, - py)? for collinear collisions,
(pa - p)* = (BB + pams)” = Eq B + pupy + 2Ea Eypapy (2.49)

Substituting the last term in the expression for F2 we obtain

F? =16 ((pa - po)? + EZpy + Eyps — E2E} — papy) (2.50)
=16 ((pa - po)* — (EZ — p2)(E} — 13)) (2.51)
=16 ((pa - pp)* — memy) (2.52)

showing that it is indeed Lorentz invariant. Note that in this derivation we used the
same symbol for the 4-vector and for the modulus of the 3-vector. This is common
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practice to avoid a more complicated notation like |p]. The meaning should be clear
from the context. Taking the square root for this factor we therefore get for the
cross section,

o= ! / | M i 2(27)*5* (pa + pb — D1 — Do) e &>
4/ (pa - pp)* — m2m} n Pa P = 1 = P2 a0 By (2m)32
(2.53)
as the product of several Lorentz invariant factors
2.4.2 The Golden Rule for cross sections
Consideremos que temos a colisao
1+2=3+4+---+n (2.54)
A regra de ouro para a sec¢ao eficaz é entao,
; / ? 454 - - d?’p‘
o= S | M7 @m) i +p2 =D p) || 5om5s
4\/(p1 - p2)? — mim3 ; j=2 <27T)32p2
~ N~ ~ 4
A B c D

(2.55)
A explicacao dos termos B, C e D é a mesma que anteriormente. O tnico termos
novo é

A) FEstado inicial
Este fator tem que ver com o fluxo do feixe incidente e a densidade de particulas
no alvo. A vantagem de escrever a secgao eficaz como na Eq. (2.55), reside no
facto de cada termo ser invariante de Lorentz para transformacoes ao longo
do eixo do processo. Isto quer dizer em particular que se deve obter a mesma
seccao eficaz total no referencial do Laboratério e no referencial do CM.

Exemplo 2.3 Mostre que as dimensioes de M continuam a ser as da Eq. (2.35).
Para isso comece por mostrar que a sec¢do eficaz (uma drea) é

[0] = (massa) > (2.56)
e que agora o termo do estado inicial vem também
[A] = (massa) > (2.57)

notando que agora
[D] = (massa)®"~® (2.58)

obtemos a Eq. (2.35).
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2.4.3 Colisoes 1 +2 — 3+ 4 no CM

A colisao mais simples é a colisao 1 + 2 — 3 + 4. Mas mesmo neste caso nao é
possivel em geral fazer as integracoes até ao fim sem saber a amplitude M. A
razao € que com 4 quadri-momentos nao é possivel exprimir todos os invariantes
em termos das massas das particulas ou da energia total no centro de massa (/s).
Mas ¢é possivel levar as integragoes bastante longe deixando s6 uma integragao nas
variaveis angulares duma das particulas. Por simplicidade vamos mostrar isto no
CM.

Consideremos entao o processo 1 4+ 2 — 3 + 4 no referencial CM. E conveniente
usar a variavel de Mandelstam s, definida por?,

s = (p1 +p2)? (2.59)
Expandindo
s=m3+mj3+2p - po (2.60)
e portanto
P1p2= % (s —mi —m3) (2.61)
0 que permite escrever
Ay (b1 - po)? — mim3 = 43| (2.62)

Exemplo 2.4 Mostre a Eq. (2.62)
Sabendo que

2 2\ 2
7il? =B —m} = (“;”‘—fm) —m} (2.63)
obtemos

. 1 2
s|lpi|* =~ [(s +mi —m3)” — 4smﬂ

4
1 2 2 2. 2
=(p1 - p2)? — mim3 (2.64)

donde resulta a Eq. (2.62)

’Estou aqui a usar as convencdes usuais em fisica de particulas e em particular do livro re-
comendado do Thomson [1] onde /s é uma energia. Esta convencao difere do Griffiths [2], onde s
tem as dimensoes dum quadrado duma massa.
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Obtemos entao

d*p3 d3p4
0= > |M| 54 (p1 + p2 — ps — pa)—o- (2.65)
64772\/_| 1] / 2
Comecgamos por fazer a integracao em py,
[P = i = JimE ) S (20
6471'2\/_\ 7 | ’ 2 P3Py

Agora introduzimos coordenadas esféricas para o momento p3. Os angulos 6 e ¢ sao
os angulos de difusao da particula 3 em relacao a particula 1. Escrevemos entao a
seccao eficaz diferencial,

do S dlps|Bsl* |, 2
-2 5 _ \/ P 2 _ \/ =12 2
€ “otmryslal ) o M (Vo = YIBP ms = /15 o)
___ 5 /‘ 2 d|ps||P5* o(|ps] —---)
647/s |pi pspg Ipsl [Pl
ZE
647?2\/_\]91\ Ps + g
S ‘ps‘
~64n2s A M (2.67)

Para continuar temos de saber a forma explicita de M, pois em geral depende
dos angulos de difusao.

2.5 Regras de Feynman para um modelo sem spin

Para prosseguir é necessario especificar as regras para calcular a amplitude M. Para
cada teoria as interagoes serao diferentes e algumas das regras sao também diferentes.
No entanto grande parte delas nao depende da teoria. Assim antes de vermos casos
mais complicados de particulas com spin vamos pensar num modelo com 3 tipos de
particulas escalares neutras: A, B e C'. Admitimos que tém massas tais que

ma > mp+ me (2.68)

de tal forma que A pode decair em B + C. O modelo tem uma tunica interagao
representada pelo diagrama, dito de Feynman,
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com interacao dada através duma constante g que nesta teoria tem as dimensoes de
momento. Com esta interagao temos por exemplo a colisso A+ A — B+ B em
ordem mais baixa dada pelos diagramas da Fig. 2.2. Notar que ha dois diagramas
pois ambos os processos sao indistinguiveis e devem portanto ser somados. Para a

Figure 2.2: Processo A+ A — B + B em ordem mais baixa.

colisao A+ B — A+ B temos os diagramas da Fig. 2.3. Estes processos, em ordem

Figure 2.3: Processo A+ B — A+ B em ordem mais baixa.

mais baixa, designam-se por processos ao nivel arvore (tree level em inglés) devido
a sua estrutura ramificada. Os processos em ordem superior ocorrem com malhas
fechadas (loops em inglés) como os indicados para as corregoes ao vértice indicadas
na Fig. 2.4. No espirito da teoria das perturbacoes estas correcoes sendo de ordem

ACB A B
A CB
B
C AC

Figure 2.4: Corregoes a 1 loop ao vértice.

g> devem ser mais pequenas do que as de ordem mais baixa e portanto em primeira
aproximacao desprezaveis.

Vamos entao enunciar as regras de Feynman. Designamos entao por py,...,p,
os momentos que entram e saiam do diagrama e por ¢y, . .., 0s momentos internos.
Nas regras enunciadas abaixo, eu afasto-me do Griffiths pois o uso dele das fungoes
delta, embora correto, é complicado e nao é necessario. Assim eu exijo conservacao
de quadri-momento em cada vértice, o que para os diagramas ao nivel arvore de-
termina completamente todos os quadri-momentos. Para diagramas a 1 loop é facil
de ver que falta especificar um momento, que eu designo por ¢, para dois loops dois
momentos ¢, ¢o € assim sucessivamente.
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. Desenhe todas as maneiras distintas de ligar o estado inicial ao estado fi-

nal numa dada ordem da interacao. Notar que de acordo com as regras da
mecanica quantica se houver mais do que um diagrama as amplitudes tém de
ser somadas.

. Por cada vértice multiplique pelo fator

—ig (2.69)

que nesta teoria tem as dimensoes duma massa Xc.

. Por cada linha interna com momento ¢ multiplique por

i
7(12 g (2.70)
designado por propagador. A massa m é a massa da particula que esta associ-
ada a essa linha. Note que ¢? # m?, isto é as particulas niao estdo na camada
de massa.

. Como explicado acima aplique conservagao de energia-momento em cada vértice

. Por cada loop escolha um momento ¢ para uma linha interna qualquer e mul-

tiplique pelo fator

/% (2.71)

Os momentos de cada linha ficam entao determinados por conservacao de
energia momento em cada vértice.

. O resultado da aplicacao das regras anteriores da —i M, por isso para obter

M multiplique o resultado final por .

2.5.1 Tempo de vida média de A

Como a particula A decai, podemos calcular o seu tempo de vida média. O diagrama
de Feynman coincide com a defini¢ao do vértice. A aplicagao das regras de Feynman

Figure 2.5: Decaimento A — B + C' em ordem mais baixa.

da neste caso

M=y (2.72)
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Podemos usar agora a expressao da largura de decaimento, Eq. (2.42), para obter

= 87’;226 (2.73)
e obter para o tempo de vida média,
r= % - 87;;7‘;;46 (2.74)
onde
Ip] = i\/mj +my +m¢ — 2mAm% — 2mimE — 2mLmg, (2.75)

2.5.2 Colisao A+ A— B+ B

Consideremos a cinematica da Fig. 2.6 A conservagao de energia momento diz-nos

P P4 P2
A_2 _>B A = 1;4 B
at|C ¢21|C
A B A N\ B
2_9; 1;; ]3; P3
q2

Figure 2.6: Cinematica para o processo A+ A — B + B.

que
@1 =P1—DP3, q2=P1— D4 (2.76)
e a aplicagao das regras de Feynman da

g’ g’

_|_
(pl - p3)2 - mQC (pl - p4)2 - mQC
2 2
5 (2.77)

M:

_ g g
t—mé  u—m

onde na ultima passagem usamos as variaveis de Mandelstam. Por esta razao estes
diagramas costumam ser designados por canal ¢ e canal u, respetivamente. Intro-
duzindo esta expressao na seccao eficaz diferencial, Eq. (2.67), obtemos,
4 - 2

9 |73 1 1

do 1
d 2 64n2scS |py| [t —mE  u—m

(2.78)
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Para prosseguir deviamos escrever t e u em termos dos angulos de difusao no CM,

t =(p1 — p3)? = m% + my — 2B, E3(1 — B3 cos 6)
u=(p1 — p4)2 = mi + mZB — 2E1Ey(1 + B4 cos ) (2.79)

onde (; sao as velocidades das particulas no CM, e 8 é o angulo de difusao entre a
particula 1 e 3. Notar que F3 = E4 e 3 = [, pois tém a mesma massa. Notar ainda
na Eq. (2.78), o fator S = 1/2 pois ha duas particulas idénticas no estado final.

2.5.3 Processos de ordem superior

Os exemplos que vimos foram de processos em ordem mais baixa. Quando se pre-
tende ir para as ordens seguintes de teorias de perturbagao, os problemas aparecem.
Nao vamos aqui explicar em detalhe como eles sao resolvidos, mas vamos dar um
caso simples para vermos que tipo de problemas aparecem.

Para exemplificar vamos considerar as correcoes ao propagador da particula
A, também designada por self-energy. O diagrama de Feynman correspondente é
mostrado na Fig. 2.7. Aplicando as regras de Feynman, obtemos para a amplitude,

q

A A

v i
p+q

Figure 2.7: Self-energy da particula A

e d*q 1
M=ty / (2m)* [q* = mp)[(p + q)* — m¢] (2:80)

As integracoes sao feitas de —oo a 4+00. Imediatamente vemos que ha problemas
pois para q grande o integral diverge logaritmicamente,

1 dq
3
qdq—:/—:oo 2.81
/ q' q (281)

Este problema levou mais de 30 anos a ser compreendido e resolvido através
do procedimento chamado de renormalizacao. O estudo deste procedimento esta
para além deste curso introdutoério, mas podemos dizer que o problema foi resolvido
duma forma completamente satisfatéria, produzindo a teoria renormalizada resul-
tados comparaveis com sucesso com a experiencia. Para uma explicacao do proced-
imento em QED ver Ref. [3].
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Problemas capitulo 2

2.1 O tempo de vida média 7 duma particula instavel (que decai noutra) é definido
como o tempo ao fim do qual o nimero de particulas é reduzido a 1/e do seu valor
inicial, ou seja

N(t) =Ny e~

onde Ny é o nimero de particulas no instante inicial e 7 é referido ao referencial
no qual a particula se encontra em repouso. Sabendo que os pides carregados tém
T, = 2.6 x 1078 s e m, = 140 MeV calcule:

a) O fator v para um feixe de pides de 200 GeV.
b) O tempo de vida média no referencial do Laboratério.

c) Calcule a percentagem de pides que decaiu ao fim de percorrerem 300 m no
Laboratério. Se nao houvesse dilatagao no tempo qual seria a percentagem ao
fim da mesma distancia?

2.2 Considere o decaimento A — B+C na teoria descrita na seccao 2.5. Mostre que
no referencial em que a particula que decai esta em repouso, o médulo do momento
de cada uma das particulas no estado final é dado pela Eq. (2.75),

c
1P| = %\/mj +mb +m¢ — 2mAm% — 2mimZ — 2mLm, (2.82)

2.3 Considere a colisao 142 — 344 no referencial do lab (particula 2 em repouso).
Considere ainda que as particulas 3 e 4 nao tém massa. Mostre que a seccao eficaz
diferencial se escreve

s 8 me|p1|(Ey + ma) — |pi|ccosd

2.4 Considere a colisao 142 — 3+4, no referencial do lab (particula 2 em repouso).
Mostre que a seccao eficaz diferencial se escreve

d 1\2 = (2 2
d2 \8m )  ma|pi| |(Er + m2)|ps| — [P1| Es cos b
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2.5 Nas condigoes do problema 2.4 os dados do problema sao as massas das
particulas e a energia do feixe incidente (particula 1) no referencial do laboratério.
(Nota: Neste problema considere A = ¢ = 1)

a) Mostre que o momento |p3| no lab se obtém resolvendo a equagao

B++B?—- AC
P3rap = A (285)

com
A =4(Ey + my)? — 4p3, ,, cos® 0
B =2pipp, 080 [(Er +ma)® —mi +m3 — p? ]
€ =4m3 (By +ma)? = [(Ey +ma) = mf = pir,]”
Pira =E7 —mj (2.86)
Qual o significado dos sinais 4+ na Eq. (2.85)7
Sugestao: Veja a sec¢ao 3.6 e o problema 3.8 da Ref. [3].

b) Considere agora que m; = mg = 2 GeV, my = my = 5 GeV. Considere ainda
que E; € [100,1000]GeV. Faga um grafico da secgio eficaz no referencial do
lab e no referencial do CM e confirme numericamente que conduzem ao mesmo
resultado.

2.6 Considere no quadro da teoria ABC, descrita na seccao 2.5, o processo
A+B— A+ B (2.87)
Em ordem mais baixa os diagramas sao os indicados na Fig. 2.3.
a) Calcule a amplitude M.

b) Escreva a expressao para a secgao eficaz diferencial no referencial do centro de
massa.

2.7 Considere o processo A+ A — A+ A.
a) Desenhe todos os diagramas (seis) que contribuem em ordem mais baixa.

b) Assumindo mp = m¢ = 0 encontre a amplitude para este processo. Deixe o
resultado na forma de integral.



Chapter 3

Symmetries in Particle Physics

We follow here chapter 4 of Griffiths [2] and chapter 9 of the recommended book of
Mark Thomson [1].

3.1 Symmetries, Groups and Conservation Laws

Symmetries play an important role in physics in general and specially in Particle
Physics. This is due to their connection to conservation laws, as we will discuss
below, but also because they can provide information that that can be used to
obtain certain results without doing the calculations.

Let us start by an example of this last case, adapted from Griffiths. Consider
the function represented in Fig. 3.1. It represents an odd function, that is, f(—z) =
—f(z). This allow us to make many statements without doing the calculations,

fx]

5

(f—2))* = (f(@))", / fla)dz =0, / @) de =2 / F@)Pde (3.1)

-5

37
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We can also say that its Fourier series has only the sine and that its Taylor expansion
only odd powers of . We have in this way information about some properties
without making the actual calculations.

In quantum mechanics a symmetry can be expressed by requiring that all phys-
ical predications (observables) are invariant under some transformation (U is an
operator)

9) = [¢) = U19) (32)
A necessary requirement is that the normalization is preserved,
(W) = (W) = (U|Up) = (YIUTU ) (3.3)
implying that the symmetry transformations must be unitary,

Utu =UUt =1 (3.4)

Furthermore the eigenvalues must be preserved, implying that H — H' = H. This
implies

Hy;) = Ei|[¢), H W;) =E; W;) (3.5)
giving

HUWi):Ez‘U|1/1z‘>:UE¢Wi>:UH|1/1i> — HU—UH:[H,U]:O (3-6)

meaning that the unitary operator of the symmetry must commute with the Hamil-
tonian.

Finite continuous transformations can be made up of infinitesimal transforma-
tions (in fact that there is a theorem in mathematics that states that all the infor-
mation about the group is in the infinitesimal transformations)

Ue) = I + ieG (3.7)

where € is the infinitesimal parameter of the transformation and G is called the
generator of the transformation. The unitarity of U implies

Ule)U(€) = (I +ieG)(I — ieG") = I +ie(G — GT) + O(é?) (3.8)
The O(e?) can be neglected for infinitesimal transformations and we get
G=G" (3.9)

that is, G' is hermitian. This means that the operator G, the generator of the
symmetry transformation, can be associated with a physical observable in quantum
mechanics. Since U commutes with H the same is true for G, that is

[H,G] =0 (3.10)
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meaning that the corresponding observable can be simultaneously measured with
the energy. In quantum mechanics the evolution in time of the expectation value of
an operator is

d

dt
therefore for the generator of the symmetry transformation the expectation values
are conserved in time

(G) =i([H,G]) (3.11)

d
(G =0 (3.12)

In general the infinitesimal transformations will depend on more that one parameter.
We will write then

with an implied sum in ¢. The number of GG; will depend on the type of transforma-
tion as we will see below.

One of the biggest interest of symmetries in Physics results from their connection
with conservation laws as we just saw. This can be formalized in the form a theorem
due to Emile Noether. This theorem states that for each continuous symmetry there
is a conservation law. The more important examples are in the Table 3.1. The first

‘ Symmetry ‘ Conservation Law ‘

Time translation | Energy

Space translation | Linear momentum
Rotation Angular momentum
Gauge symmetry | Charge

Table 3.1: Noether’s Theorem: Symmetries and conservation laws.

three are well known from elementary physics, the last one we will discuss later in
this course.

In Particle Physics the more important version of Noether’s theorem is the one in
quantum field theory. We will not do here its proof (see my text Introdugdo a Fisica
da Interagao Eletrofraca [6]), but we will give an example from classical physics.

Consider a system with n degrees of freedom. The action is given by,

and leads to the Euler-Lagrange equations
d (0L oL
— =) —=—=0, k=1,2,... 3.15
dt (aq-k) aqk b ) b ) n ( )
The momentum is,
oL
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Let us now consider a system where the Lagrangian does not depend on the coor-
dinates q;. We say that the system has a symmetry because it is invariant under
translations gy — qx+b. What are the consequences of this? If we look at Eq. (5.15),

we see that g—; = 0 hence,
d (0L d
R (3.17)
Therefore the linear momentum is conserved in this system. In a similar way we
could prove other cases.

Up to now we have talked about symmetries in an intuitive and not very precise
way. More rigorously, a symmetry is an operation that leaves the system invariant.

Figure 3.2: Symmetries of the equilateral triangle.

For the equilateral triangle the symmetries are reflections about the a,b and
¢ axis, and rotations of 120° , clockwise and counter-clockwise. We denote these
operations by R,, Ry, R., R, and R_, respectively. There is still the operation of
doing nothing that we call identity and denote by I. These six operations are all
the symmetry operations that we can perform on the equilateral triangle leaving
it unchanged. They form what is known in mathematics as a group. A set of
operations is a group if it respects the properties:

1. If two elements R; e R; are in the set, then the successive application R;R;
also belongs to the set.

2. Exists an element, known as the identity, such that I R; = R;I = R; for all the
elements of the set.

3. For each element of the set, R;, there exists an inverse, denoted by R;l such

4. The associative property is verified, that is, R;(R;Ry) = (R;R;)Rk.

In general R;R; # R;R;. If R,R; = R;R,; for all the group elements then the group
is called an abelian group. If this is not verified the group is called non-abelian.
We will see that both cases are important in the description of the symmetries of
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fundamental interactions in Nature. If the number of elements in the set is finite
we have a finite group, if not we have a continuous group. It is easy to verify that
the set of symmetries of the equilateral triangle form a group. We can construct the
multiplication table for these discrete group

| I T [R[R [Ra|[R|R]
I 1 ]|R.|R |R,
R, |R.|R_| I |R | R
RC
i

R_|R_| I |R,

R. | Ry
Ry | Ry | R | Re | Ry | I | R
Ry | Ra |R_| Ry | I

Notice that this is a non-abelian group, as we have,
R,Ry, # RyR, (3.18)
We can also read from the Table that all the elements have an inverse, for instance,

(R)Y =R_ (3.19)

3.2 Continuous Groups in Physics

The more important groups in Physics are the groups of matrices. A partial list is:

1. U(n)
Group of the Unitary matrices n x n, that is, U™t = (UT)* = U'.

2. SU(n)
These are subgroups of the unitary groups, with det U = 1. The most impor-
tant in the applications are SU(2) and SU(3).

3. O(n)
Group of the orthogonal matrices nxn, that is, O~' = OT. The Lorentz group
of relativity is a rotation group in a pseudo-euclidean space, and it is denoted
by O(3,1), where 3,1 refers to the signs of the pseudo-euclidean metric.

4. SO(n)
This a subgroup of O(n) with det O = 1. The most important example is the
group of rotations in the three dimensional space, SO(3).

3.2.1 Algebras

For groups of continuous symmetries, the infinitesimal transformations play a central
role. These are expressed in terms of the generators of the algebra of the group. The
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algebra is defines by the commutation rules of the generators. In quantum mechanics
these generators correspond to operators that are associated to physical observables,
like the angular momentum and the spin, to give two important examples. The
generators of the algebra of the rotation group SO(3), are the angular momentum
operators, that obey the algebra,

[Li, L] = i€ Ly, (3.20)

For the spin, the generators are written in terms of the Pauli matrices, that obey
the SU(2) algebra.
g; O'j O
[ 27 2 2
We see that the algebras of SO(3) e SU(2) are identical, therefore all that we
learn about one is true for the other. In Physics usually we are not very careful to
distinguish the algebra from the group.

} = i€y (3.21)

3.2.2 The Pauli Matrices and SU(2)

Because of their connection with the spin, the Pauli matrices are very important in
quantum mechanics. We recall here some of their properties. They are defined by,

= [(1) (1)] , 09 = {(3 _01 , 03= Ll) _OJ (3.22)

We are using here the convention of denoting the axis by indices with o, = o, and
so on. They are hermitian matrices, that is, ol =0, They satisfy the properties

=
2 _ 2 _ 2 _ 1 _ _ —

01 =09 =03 =1, 0102 = —0201, 0203 = —0302, 0301 = —0103

[Ui7 O'j] =2 €ijk Ok, 0,05 + 0;0; = 251] (323)

All these properties can be written in a compact form, using

0,05 = 5ij + iEiijk (324)

3.3 Angular Momentum and O(3)

As we saw, the conservation of angular momentum is related with the invariance
under rotations. In classical physics there is no restriction to the simultaneous
measurement of all the components of the angular momenta, L =Fx p and the
allowed values are continuous, meaning all the values are allowed. In quantum
mechanics, using the fundamental commutation relation,
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and therefore we cannot simultaneously measure two components of L. If we define
the square of the angular momentum,

P=L+ L +L2=> L7, (3.26)

we can show that [L?, L;] = 0, for any i. Conventionally we take L,
(L%, L.] = 0 (3.27)

and therefore we can simultaneously measure L? and L.. The other big difference
with respect to classical physics, is that the allowed values are discrete. More pre-
cisely

LYy, (0, ¢) =D* 11 + 1) Yi, (0, 6) (3.28)
LY, (0, ) =hmy Yim, (6, 0) - (3.29)

With [, m; taking the possible values
1=0,1,2,3,..., my=—l,—l+1,—-1+2,...,0,...,0—1,1 (3.30)

Notice that

3.4 Spin 1/2 and SU(2)

In Nature spin 1/2 is the most important. In fact all the quarks and leptons have
spin 1/2. We say that they are fermions as they obey Fermi statistics. A particle
with s = 1/2 can have only two spin projections, my, = +1/2. There are several
equivalent notations to describe this situation, for instance [1) and ||). The more
convenient is in terms of two component column vectors,

N

The importance of these states are that they are eigenstates of S,. In fact if we
define the the spin operator through the usual expression,

S=_¢ (3.33)

DO | S

where o; are the Pauli matrices, we get,

s[4 sl e
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An arbitrary spin state can be therefore expressed as linear combination of those

two eigenstates,
-l

The normalization conditions is, |a|*> + |5|> = 1, According to the basic rules of
quantum mechanics, the probability of a measurement of S, giving +%/2 is |a|?. In
a similar way the probability of obtaining —k/2 is |3]2.

3.4.1 Rotations of spinors

We know from basic physics that scalars (spin 0) are invariant under rotations,
and that vectors (spin 1) transform as the coordinates in three dimensions. The
question that naturally arises is, how objects with spin 1/2 (spinors) transform
under rotations? The answer, that we do not demonstrate here, is

[5'] =U(0) [5] where U(0) =e 277 (3.36)

The vector 0 points in the direction of the rotation axis, and its modulus is the
rotation angle. U(g ) is an unitary matrix with determinant 1, therefore the set
of all the rotations for spinors form the group SU(2). We say that spinors are in
the two dimensional representation of the rotation group, while scalars are in the
one dimensional and vectors in the three dimensional. Different spins correspond to
different representations of the group SU(2) or SO(3) that, as we have seen, have
the same algebra.

3.5 Internal Symmetries

In the description of the interactions of elementary particles, a special role is played
by symmetries that act in an internal space not affected by spacetime.

3.5.1 Isospin

The best example is isospin. Observing that the proton and neutron masses were
almost equal, Heisenberg proposed that they were two states of a new entity called
nucleon, and that the mass difference could be explained by the fact that one has
electric charge while the other not, that is due to the electromagnetic interaction.
Having the spin in mind (hence the name isospin) we write for the nucleon,

N = [;] with p— H o= m (3.37)
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By analogy with spin, we introduce the isospin (no physical dimensions)

T = %5, (T3, Tj] = ieijTk (3.38)
and therefore the proton has isospin I3 = +1/2 while the neutron has I3 = —1/2. We
follow the conventions of Thomson denoting the operator by 7" and the eigenvalues
of T? and T3 by I(I + 1) and I, respectively.

Up to now this is only notation. The consequences are obtained once we say
that strong interactions are invariant for the group SU(2) of isospin. By Noether’s
theorem this means that isospin is conserved in the strong interactions and this has
physical consequences Consider the collisions of nucleons to give a deuteron and a
pion.

prp—=d+at, pin—=d+7°, ntn—-d+a . (3.39)

The deuteron is a pn bound state. According to the rules of addition of isospin (like
spin) it could be a state with I = 0 (singlet) or [ =1 (triplet),

|171>: % %>}% 2>

Triplet  [1L.0)= L&D -D+ LD 640
L-D=[3-215-2)

Singlet 0,0)= 5 13:3) |3 —3) — 513 —3) |33 (3.41)

As the states (pp) and (nn) do not exist the deuteron must have I = 0. The pion
must have I = 1 as we have three states. Thus the final state is a pure I = 1 state.

The amplitudes, M, are functions of the isospin I. For the first and third
process the initial state is in a pure I = 1 state. However for the second process
the initial state can be either in a I = 0 or I = 1 state. If isospin is conserved in
the strong interactions, only the I = 1 will contribute. This means that (neglecting
mass differences) the cross section for p +n — d + 7° will be smaller. To discover
how much smaller we invert the previous equations for the singlet and triplet to
obtain,

L1y = L0y + £ 10,0) . (3.42)

That is the initial state has probability 1/2 of being in either isospin channel. As
the cross sections (probabilities) are proportional to the square of the amplitudes
we must have the result,

}2’2

o(pp — dnt) = o(nn — dn~) = 20(pn — dr°) , (3.43)

which is experimentally verified.

This symmetry was later passed to the quarks, once it was discovered that
the nucleons were not elementary particles but made out of quarks. The quarks
u and d have now the same properties of the proton and neutron. The discov-
ery of strangeness and the s quark, lead to an enlargement of the group from
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SU(2) to SU(3). Do not confuse this SU(3) with SU(3). from Chromodynam-
ics (from colour), known as QCD. Sometimes this symmetry among the different
types (flavours) of quarks, is called SU(3);. One of the big successes of Parti-
cle Physics around 1960 was the discovery of the flavour structure of mesons and
baryons by Murray Gell-Mann and Yuval Ne’eman, known as the Eightfold Way.
In this construction, the mesons are constructed out of a quark-antiquark pair ¢g,
while baryons (anti-baryons) of three quarks (anti-quarks), that is gqq (ggq) . To be
able to discuss this construction we have to study in some detail the algebra of the
group SU(3). Of course the mathematics does not care if the group is to be applied
to the flavour structure or to colour symmetry (QCD)

3.5.2 The SU(3) Algebra: The Gell-Mann Matrices

We have already discussed the algebra of SU(2) where the Pauli matrices play a
special role. In this case the number of generators is three, the same as the number
of Pauli matrices. For the general case of SU(n) we have n* — 1 generators. This
means that for SU(3) we have 8 generators. As the lowest representation of the
group is a triplet, the role of the Pauli matrices is here played by 8, 3 x 3 matrices
known as the Gell-Mann matrices. Its definition is,

010 0 — 0 1 0 0
M=10 0, M= |i 0 0], A= |0 =1 0 (3.44)
0 0 0 0 0 0 0 0 0
[0 0 1] [0 0 —i] [0 0 0
M=10 0 0], =100 0], =10 0 1 (3.45)
10 0 i 0 0] 010
00 0 L [t oo
M=100 —i|, X=—=1[01 0 (3.46)
0 i 0 V3o 0 -2
The set (A1, A2, A3) generate the SU(2) subgroup of isospin (T3 = $X3),
Ai A .V
35y (347

The other diagonal generator corresponds to the hypercharge (Y = %)\g). As they
commute they can describe compatible observables. Quarks can be represented in
this two-dimensional space (I3,Y). We define

1
u= (0], d=
0

o = O

0
, s=10 (3.48)
1

where
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1
Igu: u Igd:—ad IgSZO (349)

Yu=

Wl =N -

1 2
Yd=- Ys=—- :
u d 3d s 35 (3.50)

Notice that I3,Y obey the Gell-Mann, Nishijima relation

1
Q=1L+yY. (3.51)

This can be represented in the following two dimensional diagrams for quarks and
anti-quarks

Figure 3.3: (I3,Y) diagrams for light quarks and anti-quarks.

The operators

1 1 1
T = 5()\1 Tidy), Vi= 5()\4 +ids), Ur= 5()‘6 +iA7) (3.52)

are the equivalent of the ladder operators for the angular momentum. We have

T.d=uT u=d, Vis=uV.u=s U,s=dU_d=s (3.53)
T d=-uTi=—d, V3s=-uVu=-5 UJ35=-dU,d=-35 (3.54)

We just give an example for quarks. From the definition,

00 1 00 0
Vi,=1]0 00|, Vvo=1{0 0 0 (3.55)
00 0 100

Therefore
Vis=u, V_.u=s (3.56)
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all other applications of V.. will vanish. Finally there is an analogue of total angular
momentuim,

8 8 1 A 1
T°=Y TP =) -\ =-10 3.57
Now we will apply these concepts in the construction of the quark model, the so-
called Eightfold Way,

3.5.3 The Eightfold Way at work: The light mesons

Both I3 and Y are additive quantum numbers of SU(3) , like J3 in the composition of
angular momentum or spin. To obtain the states ¢;q; with ¢; = u, d, s (light quarks)
we just add their quantum numbers. In the plane I3,Y we obtain an hexagon
as shown in Fig. 3.4. The states around the edge of the multiplet (hexagon) are
uniquely defined. They can be related by the ladder operators:

T.(ds) =T (d)s+dT(5) =us +0=us (3.58)
V_(ds) =V_(d)s+dV_(35) =0 —du = —du (3.59)
Up(su) =Up(s)u+ sUy(u) =du+0=du . (3.60)

The remaining three states have I3 = Y = 0. This reminds us of the addition of

Y s47
o— 1T ﬁb
N A4 R
ULl Vi I3 / \ I3
VAR
U d
?s

Figure 3.4: The light mesons.

two spin 1/2 where we had two states with S3 =, one belonged to the singlet and the
other to the triplet. We can try the trick we used there, using the ladder operators.
The problem is that now we have three of these. We get

T, (du) = (uw) — (dd), T_(ud) = (dd) — (um) (3.61)
Vi(su) = (uu) — (ss5), V_(us)=(s35)— (uvu) (3.62)
Ui (sd) = (dd) — (s5), U-(ds) = (s5) — (dd) . (3.63)
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As we can only make two linearly independent combinations out of these three
differences, one must be in a different multiplet. It should be a singlet. We must
then make two linearly independent combinations. How to choose? We observe
that the symmetry is only approximate as m, > m,,mg. On the other hand,
experimentally the three pions, 7+, 7%, 7~ have very similar masses m, ~ 140 MeV.
So we define one state to be the 7° (obtained with T%),

}W%==§%[@ﬂ%—@ﬂﬂ (3.64)

Now the other state belonging to the same multiplet (the octet has 8 states). This
state identified experimentally with the meson |n) (m, = 549 MeV) should be,

) = a[(utt) — (s5)] + B [(dd) — (s5)] (3.65)

with the conditions, (7°n) =0, (n|n) = 1. We get

In) = —= [(ua) + (dd) — (s3)] (3.66)

We can easily verify that the singlet should be orthogonal to these two states. The
state that fits experimentally is called |r'), with mass m,, = 958 MeV

') = —= [(wa) + (dd) + (s5)] (3.67)

The singlet must satisfy T4 |') = UL |n') = V4 |n') = 0. For instance,

T, ) = % [T, (1) + T (dd) + T (55)] = —= [—(ud) + (ud) + 0] =0 (3.68)

1
V3
In group theory language we say

33=8d1 (3.69)

In the previous discussion we did not talk about the spin of the mesons. Being
made out of two quarks with spin 1/2, we could have S = 0,1. The sates that we
discuss turn out to be pseudo-scalars (S = 0). There is another octet with S = 1,
the vector meson octet

If the symmetry was exact, the masses of all the particles in the same multiplet
would be the same. How well is this prediction verified in Nature. In Table 3.2
we show the values of the masses for the pseudo-scalar and vector octets. We see
that the symmetry is broken, but that the isospin symmetry is better than the full
SU(3)s. In fact the masses in the horizontal lines are very much similar.
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K+ (u3) K*(d5

Figure 3.5: The pseeudo-scalar (S = 0) and vector (S = 1) octets.

7t 140 7°:135 pt 770 p° 770
K*:494 K° K : 498 K**:892  K*0:896
7 : 549 7 : 958 w782 ¢ : 1020

Table 3.2: Masses in GeV for the pseudo-scalar and vector octets.

3.5.4 The Eightfold Way at work: The light baryons (q1¢2¢3)

We do the same construct for the product of three light quarks (u,d, s). In group
theory notation we want to know what is 3 ® 3 ® 3. From the 27 states only 3 are
uniquely defined, the corners of the green triangle. Using the ladder operators we
find that there are 10 states that belong to this multiplet. Hence we should have
a 10 dimensional representation, the decuplet. There are 6 points with 3 states,
the corners of the blue hexagon. As one of these states belongs to the decuplet we
should have 2 independent octets. There are 6 states with I3 =Y = 0. From these
one belongs to the decuplet, four to the two octets, and therefore remains one state
that should be a true singlet

1
[s) = NG (uds — usd + dsu — dus + sud — sdu) (3.70)

We have therefore in group theory language
RR3=106808c1 (3.71)

In Nature the lowest lying baryons fit in a S = 1/2 octet and in an S = 3/2
decuplet. There is no particle corresponding to the singlet. This is shown in Fig. 3.7.
How good is the symmetry for baryons. To have an idea we show in Table the masses
in MeV for the octet and decuplet.
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Figure 3.6: The light baryon multiplets.
L=0,8=1/2J=1/2,P = +1 L=0,8=3/2J=3/2,P=+1

N :939 > 1193 A:1232 ¥ 1318
A% 1116 =:1318 =:1384 Q:1672

Table 3.3: Masses in MeV for the light baryon octet and decuplet.

3.5.5 The Eightfold Way at work: Comments and exten-
sions

Despite the fact that the symmetry is only approximate (masses in the same multi-

plet are not equal) we can apply it with success to find formulas for the mass dif-

ferences and for the magnetic moments. For instance the Gell-Mann-Okubo mass
formula

M =ag+a1S+as [I(I+1)—15%], I =isospin, S = strangeness

where ag, a1, as are parameters to be determided. The application of this rule to the
decuplet leads to the equal spacing rule, that is the difference between the masses
of particles in the different levels of strangeness are equal, that is

MA—ME:MZ—MEZ = — 1O (372)

At the time that the Eightfold Way was proposed the Q(sss) baryon was not yet
discovered. Using the above formula Gell-Mann predicted its mass to be around 1680
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AY

A~ (ddd)  A°(ddu) |A* (uud) A ()

p(uud)

E*I(dds) Y uds)  Et(uus)

—e—1—6¢—1—6——>
Y7 (dds) Yt (uus) I3
E(ssd) @ ® =0(ssu)
T 00(sss)

Figure 3.7: TheS = 1/2 octet and in an S = 3/2 decuplet.

MeV. Its discovery in 1964 with the mass of 1672 MeV was a big success for the quark
model construction. The mesons and hadrons are bound states of quarks. Therefore
the quarks can have an orbital angular momentum. In the previous examples we
had always L = 0, but heavier resonances can be classified in the same way allowing
for L £ 0. At the time of the discovery were only know three types of quarks, u, d, s.
However in 1974 the charm quark ¢ was discovered with a much higher mass. People
thought of enlarging the symmetry to SU(4), although the symmetry is much less
perfect (see below). With the discovery of quarks b (1977) and ¢ (1995) some people
even thought of an SU(6);, in this case badly broken and therefore with little use.

Adding the ¢ quark the symmetry is SU(4) of flavour. The symmetry is not as
good because the mass of the ¢ quark is much larger. However we can still represent
the multiplets and some conclusions can be drawn. In Fig. 3.8 we show the lowest
lying multiplets of SU(4) for mesons and baryons.

3.6 Discrete Symmetries

Up to now we have discussed continuous symmetries, both internal and of the space-
time. In this section we are going to see other type of symmetries that are discrete.
They do not lead to conservation laws as the Noether theorem does not apply here,
but that are very important in the construction of the theories describing the fun-
damental interactions.

3.6.1 Parity

Until 1957 all physicists believed that all laws of Nature were invariant with respect
to reflections as indicated in the figure, The two operations only differ by a rotation
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Figure 3.8: SU(4); mesons and baryon multiplets. Source PDG.

(by 180° around the y axis in this case) and if the theory is invariant for rotations,
as it is the usual case (rotations are part of the Lorentz group of special relativity),
there is no difference between the two. In quantum mechanics we call this operation
Parity, and the corresponding operator P. We have for vectors

P(7) = —F, P(p)=-p, P(E)=-E, PA)=-A (3.73)

that is, vectors change sign under Parity as the coordinates. However from the

previous relations it results that

P(L)=P(Fxp) =L, P(B)=P(V xA)=B8. (3.74)
24
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Figure 3.9: Reflection in the plane xz and inversion 77— —7
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Therefore, despite the usual name, the angular momentum and the magnetic field B
are not true vectors. They are called pseudo-vectors, as they transform as ordinary
vectors for all transformations except for Parity (space inversion). One consequence
of this is that one cannot add vectors with pseudo-vectors. We can verify that, for
example the Lorentz force is a true vector as

P(F) =P (q(E 4T x é)) - F (3.75)

because B is a pseudo-vector but the cross product recovers the character of a true
vector. We can also verify, from the above expressions that the cross product of two
true vectors is a pseudo-vector. In a similar way there are two types of scalars, the
true scalars that do not change sign under Parity,

P(F-r) =717 (3.76)
and the pseudo-scalars that do change sign, as for example,
P(E-B)=—-E-B. (3.77)
If we apply P twice we return to the initial situation, therefore
P? =1 Eigenvalues are +1 (3.78)

that indicates that the Parity group has only two elements (discrete) I and P.
According to the rules of QFT, the parity of bosons should be equal to that of
their anti-particles, while for fermions they should have opposite parities to the
anti-fermions. If the angular momentum is not zero, the general result is

P = P Py(—-1) (3.79)

which gives (—1) for boson-anti-boson systems and (—1)!*! for fermion-anti-fermion.
To complete this enumeration the photon is described by a vector and therefore we
should have P(v) = —1.

The strong and electromagnetic interactions were known to be invariant under
parity transformations, and everybody thought that this should be a general rule,
including also weak interactions. However, in 1956, there was a puzzle known as the
T — 0 puzzle. Two mesons with spin 0 and with the same mass had the following
decays,

0F > 7t 4+ 7, P=(-1?=+1
st 42+ 7, P=(-1P°=-1 (3.80)
The only difference between them was parity assuming that it should be conserved.

As the lifetimes were very different with the decay in three pions much occurring at
a much slower rate, Lee and Young proposed that the two mesons were the same
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particle, with the first decay due to strong interactions and the second due to weak
interactions and parity was not conserved in this case. Searching in the literature,
they verified that there was no experimental proof that the weak interactions did
conserve parity. They proposed then an experiment that was done by Wu in 1957,
showing that in fact parity is not conserved in the weak interactions.

The experiment consisted in observing the electrons in the decay

OCo(JF =5%) = ONi(JF =4%) +e+ 7, (3.81)

with the spin of the nuclei of cobalt aligned in a given direction that we take as
the positive direction of the z axis. The experiment showed that the electrons
were always produced in the opposite direction to the spin of the nucleus. As the
difference of spin is one unit, the spins of the electron and its anti-neutrino should
be aligned to add to one unit of spin. This result means that the anti-neutrino has
always its spin aligned with the direction of movement (positive helicity) and that
the electron is produced in the direction opposite to its spin (negative helicity). As
it was already known from the electromagnetic interactions that the electron could
have both helicities, it should be the anti-neutrino that could only have positive
helicity, and its anti-particle, the neutrino, should always have negative helicity.
As the neutrinos only have weak interactions, these should violate parity. Many
experiments since then have confirmed this result.

3.6.2 Charge Conjugation

Charge conjugation, C, transforms particle states into anti-particle states, leaving
unchanged the coordinates and spin. It changes therefore the sign of the additive
quantum numbers like the electric charge, baryon number, etc. As C? = I its
eigenvalues are +1 (discrete). Only neutral particles can be eigenstates of C. These
are the photon, and some neutral mesons like 7°. As the photon is the quanta of the
electromagnetic field, it should change sign if we change all the signs of the charges
that are at its origin, therefore we should have for the photon, C' = —1. From the
decay,

™ =+ (3.82)

we should have C(7") = +1. It can shown that for a system of particle and anti-
particle (pp) with total spin s and orbital momenta [ we have

C(p) = (~1)+* . (3.83)

Charge conjugation is a symmetry of the strong and electromagnetic interactions but
not of the weak interactions. This is because when applied to a neutrino (negative
helicity) it produces and anti-neutrino also with negative helicity (helicity is not
changed in the operation) and this particle does not exist in Nature.
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3.6.3 CP Violation

Although C' and P are not symmetries of the weak interactions, it is verified that
the successive product C'P is almost a symmetry of the week interactions. In the
previous example, if after applying C' to the anti-neutrino, we apply P we invert
the helicity and end up with a neutrino with negative helicity that it is observed in
Nature. This lead to an experimental confirmation of this hypothesis. In 1964 in
the KK it was shown that this not the case, and that there was a small violation
of the product C'P. More recently CP violation was confirmed also in the B'B’
system. It is therefore a result that has to be incorporated in the description of the
weak interactions. We will come back to this topic at the end of the course.

3.6.4 Time Reversal and the TCP theorem

There is a third discrete symmetry of spacetime, called time reversal, designated
by the operator T'. Classically the fundamental equations of the electromagnetism
and of mechanics are invariant if we change the sign of the time. If we see the
movie backwards we cannot distinguish. At the quantum level, both strong and
electromagnetic interactions have this symmetry, but it could be that the weak
interactions would not be invariant. The experiments to answer this question are
very complicated, because it is not possible to use scattering. The best that we can
do is to measure quantities that would vanish if time reversal was a good symmetry
of the theory. The candidates are, for instance, the electric dipole moment of the
electron or of the neutron. At this moment only upper limits were observed.

dp <6x10%° ecm, d, <1.6x107*" ecm (3.84)

In QFT there exist a theorem that states that the product of the three discrete
operations, TCP, should be conserved (invariant). Up to the moment there is no
evidence that this not true. If we take it as true, knowing that the product C'P is
not truly conserved, we conclude that some violation of T" should exist in the weak
interactions.
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Problemas capitulo 3

3.1 Construa a tabela de multiplicacao do grupo de simetrias do triangulo equilatero,
dada no exemplo 3.1. Verifique que o grupo é nao abeliano.

3.2 O grupo de Poincaré é constituido pelo grupo de Lorentz mais as translagoes. Se
Jw designarem os geradores do grupo de Lorentz e P, os geradores das translagoes,
as relagoes de comutacao sao

(s Tpol = 1 (Gupduo = GvoTpup = GupIvo + Guoup) (3.85)
[Poiy Juv] = i (Gua Py = Gualy) (3.86)
[P;m PV] =0
Mostre que
[P?,Ju] = [P? P,) =0 (3.87)
172, J,] = W2, B, = [W2,P*] =0
onde
1 vp o
WM = —égwjpo— JP P

é o vetor (operador) de Pauli-Lubanski. Qual a importancia deste resultado?

3.3 Um sistema de duas particulas ligadas, no seu referencial préprio com momento
angular [ e projecao m segundo o eixo dos z pode ser escrito como

161, ,m) = Y (0, ) 15, =) (3.88)
0,0

Use a propriedades das harmonicas esféricas,

Vi (0 — 7,6+ 7) = (~1)! ¥;1, (6, 6) (3.80)
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Para mostrar que a paridade do sistema é,
P = P Py(—1) (3.90)

onde P; sao as paridades intrinsecas dos dois constituintes.



Chapter 4

Klein-Gordon and Dirac equations

Seguimos aqui as secgoes 7.1 a 7.3 do Griffiths [2] e as secgoes 1.2 a 1.5 de ITC [3].
Vamos no eantnto usar o sistema de unidades naturais (o = ¢ = 1) discutido na
aula anterior.

4.1 A equacao de Klein-Gordon.

Comecemos pela particula livre. Em mecanica quantica nao relativista a equacao
de Schrodinger é obtida da equacgao fundamental

0
— ) = H 4.1
o= Hy (4.1)
usando o Hamiltoniano livre nao relativista que é
2
= (4.2)
2m

e fazendo a substituicao p'— —iV. Obtemos entio

oY 1

A primeira ideia que surgiu para generalizar esta equacao para uma particula rela-
tivista foi usar em vez da Eq. (4.2) o Hamiltoniano relativista. Para uma particula
livre o Hamiltoniano ¢ a sua energia e devemos ter

H=FE (4.4)

A energia estd relacionada com o momento linear através da relacao

pupt = m? (4.5)

onde

29
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P = (E,p) (4.6)
Temos entao
E? —p-p=m? (4.7)
ou seja
E?* = p* +m? (4.8)

Classicamente exige-se que as energias sejam positivas por isso deveriamos ter no
caso relativista

H=+\p+m? (4.9)

Somos imediatamente confrontados com o problema de interpretar a raiz quadrada
dum operador. Para evitar este problema vamos encontrar uma equacao para H?2.
Isto obtém-se facilmente iterando a Eq. (4.1) e observando que [z %, H } = 0. Obtém-
se entao

o? ,
SO = (V) (410)

ou ainda

[O+m?] =0 (4.11)

onde O = 9,0". Agora nao temos dificuldades em interpretar os operadores mas
introduzimos no problema as solucoes de energia negativa que também sao solugoes
da Eq. (4.11). Como veremos as solugoes de energia negativa nao podem deixar de
existir em mecanica quantica relativista e a sua interpretacao estd relacionada com
as antiparticulas. A observacao experimental de antiparticulas veio a confirmar esta
interpretacao.

Mas nao foi a existéncia de solucoes com energia negativa que levou ao aban-
dono da Eq. (4.11), chamada equacao de Klein-Gordon [7-9], como equagao rela-
tivista para o eletrao mas antes outro problema relacionado com a densidade de
probabilidade. Partindo da Eq. (4.11) e da equacao complexa conjugada obtemos

O O+mPly —v [0+m?] ¢ =0 (4.12)

ou

0= 'Oy —Y0y* = 9,(1*0" ) (4.13)
onde w*guw = w*guw — w*gﬂw. Temos entao

0, =0 3 JF=1"0"1) (4.14)
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—

Na identifica¢ao usual J* = (pc, J) pelo que a densidade serd

(0o
o= (¢ Yy 8t) (4.15)

Esta equacao mostra que p nao pode ser interpretado como uma densidade de proba-
bilidade por nao ser definida positiva. Finalmente uma terceira razao fez abandonar
a equacao da Klein-Gordon. De facto ela nao conduz aos niveis de energia do atomo
de hidrogénio (ver Problema 4.3).

Se excetuarmos esta tultima razdo, a Eq. (4.11) foi abandonada pelas razoes
erradas. De facto pode-se mostrar que ela é a boa equacao relativista para particulas
de spin zero, razao pela qual nao pode explicar os niveis do atomo de hidrogénio
onde os efeitos do spin sao importantes. As solucoes de energia negativa serao
compreendidas e a densidade p sera re-interpretada nao como uma densidade de
probabilidade mas antes como uma densidade de carga.

4.2 A equacao de Dirac

Confrontado com os problemas anteriores Dirac propos uma outra equacao rela-
tivista para o eletrao [10,11]. Como na equacao fundamental, Eq. (4.1), a derivada
em ordem ao tempo aparece linearmente é natural admitir num contexto relativista
que o Hamiltoniano seja também linear nas derivadas em ordem as coordenadas e
portanto escrevemos

O

"o
E fcil de ver que o e 3 nao podem ser niimeros pois entao a relacio entre energia
e momento duma particula relativista nao seria verificada. Também 1 nao pode ser
um escalar se p = ©¥*y é para ser interpretada como a componente temporal dum
4-vetor corrente. Assim Dirac propos que @ e [ sejam matrizes hermiticas N x N
(para que H seja hermitico) e que v seja uma matriz coluna com N elementos.

U
=1 : (4.17)
VN
A Eq. (4.16) é entao interpretada como uma equagao matricial. Para que ela faga
sentido devemos satisfazer as condigoes:

_ (_mﬁJr@m)wsz (4.16)

e Deve dar a relacdao correta entre a energia e o momento isto é E? = p? + m?,
para uma particula livre.

e Deve fornecer uma probabilidade definida positiva.

e Deve ser covariante para transformacoes de Lorentz.
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Vejamos os dois primeiros requisitos. Para que se obtenha a relagao energia-momento
correta basta que cada componente satisfaca a equagao de Klein Gordon. Para isso
iteramos a Eq. (4.16)

_&
a2

(o gy s

i0d 1 oo o |
- —%Vﬁj —im(aiB + i)V + B2m2|

Para que cada componente satisfaca a equagao de Klein- Gordon devemos ter
alad +alat = 269
a'B+Pfat =0 (4.19)
(i) = 82 =1

Complemento 4.1

Na Eq. (4.18), que conduziu as relacdes anteriores, simetrizdmos o produto a’a’/. Como
este tipo de situacao vai aparecer varias vezes, expliquemos um pouco mais. Tomemos
como exemplo o espaco euclidiano a 3 dimensoes com métrica d;;, mas os resultados sao
independentes desta hipdtese. Seja Tj; um tensor de segunda ordem neste espago (o
que quer dizer que se transforma como as coordenadas em cada um dos seus indices),
A;; = —Aj; um tensor anti-simétrico e S;; = S;; um tensor simétrico. Entao

AijSij = A12S12+ A21S21 + -+
= A1pSi2 — AppSio+ -
_ (4.20)

pois é sempre possivel rearranjar os termos para se cancelarem dois a dois. Dizemos
que a contracdo dum tensor simétrico com um tensor anti-simétrico € sempre nula. Por
outro lado, um tensor sem simetria definida, pode ser sempre decomposto nas suas partes
simétrica e anti-simétrica, isto é,

1 1
Ty = 5@y +Ty) + 5 (T — Tia)
S A
Entao obtemos facilmente
TijAij = E?Az'j i T3iSi; = TgS@-j (4.22)

Temos portanto que construir 4 matrizes que anticomutem, sejam hermiticas
e cujo quadrado seja a identidade. E desde logo claro que nao podem ser 2 x 2
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pois s6 ha 3 matrizes 2 X 2 que anticomutam, as matrizes de Pauli. Para ver a
dimensao minima em que € possivel realiza-las, observemos que sendo hermiticas os
seus valores préprios sao reais e iguais a £1 pois a2 = 32 = 1. Das relacoes de
anticomutacao pode-se concluir que tém trago nulo. Por exemplo

o' = —Ba'p (4.23)

ou seja

Tr(a') = Tr(—pa’B) = —Tr(a’) =0 (4.24)

Isto tem como consequeéncia que N deve ser par para que o numero de valores
proprios +1 e —1 seja igual. Como N = 2 esta excluido devemos ter N = 4 como
a dimensao mais baixa onde se realiza a Eq. (4.19). Uma representagao explicita, a
chamada representacao de Dirac é

o' = L’i O} ; b= {O _1} (4.25)
onde o; sao as matrizes de Pauli:
0 1 0 —1 1 0

E um exercicio trivial verificar que a Eq. (4.25) satisfaz as condicoes da Eq. (4.19).
Claro que a escolha nao ¢é iinica, mas voltaremos a este assunto mais tarde.

Vamos agora ver a questao da corrente de probabilidade. Para isso escrevemos a
equacao conjugada hermitica da Eq. (4.16). Atendendo a que o' e 3 sdo hermiticas,
obtemos

—i a@_ﬁ* = 110’0, + Bm) (4.27)

Multiplicando a Eq. (4.16) & esquerda por ¢! e a Eq. (4.27) & direita por ¢ e
subtraindo obtemos

i 2 () = i Viwlat) (1.28)

ou ainda

o (1) + 9 - lay) =0 (4.29)

o que permite identificar uma densidade de probabilidade e uma corrente de prob-
abilidade:

p = Yy (4.30)
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j = vlay (4.31)
Integrando a Eq. (4.29) em todo o espaco obtemos

4 / dBrptp =0 (4.32)
dt

o que estd de acordo com identificarmos 111 como uma densidade de probabilidade
definida positiva.

A notacdo das Eq. (4.29) e (4.31) antecipa o facto de j ser um 3-vetor. De
facto temos de mostrar isso e muito mais. Na sec¢ao seguinte demonstraremos que
g = (p, j) ¢ um 4-vetor conservado, 9,j"* = 0 e que a equacao de Dirac é covariante,
isto é, que mantém a mesma forma em todos os referenciais de inércia.

Antes de continuar a discutir a equacao de Dirac vamos introduzir uma con-
veniente notagao 4-dimensional. Multiplicamos a Eq. (4.16) por %5 a esquerda e
introduzimos as matrizes

Y= V=pat i=1,2,3 (4.33)

Entao a equacao de Dirac escreve-se

("0 —m)y =0 (4.34)
ou ainda
(1@ —m) =0 (4.35)
onde se introduziu a notacao, devida a Feynman
J=+"0, (4.36)
As matrizes v*, na representagao de Dirac, sao
1 0 ; 0 o
0 __ . i 7

E facil de ver que as relagoes da Eq. (4.19) se escrevem duma forma compacta em
termos das matrizes 7, isto é

’YM’YV + ,YV,YM = 29;“/ . (438)

4.3 Spin e a equacao de Dirac

Em mecanica quantica uma observavel é conservada se comutar com o Hamiltoni-
ano do sistema. Por exemplo, em mecanica nao relativista o Hamiltoniano para a
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particula livre (equacdo de Schrodinger),

P
Hy = — (4.39)

2m
comuta com o operador momento angular L = 7 X p' e portanto o momento angular
é conservado. A questao que se poe agora é saber o que acontece em mecanica

quantica relativista para o Hamiltoniano de Dirac,
Hp=a-p+ pm. (4.40)

Vamos calcular este comutador. Isto faz-se mais facilmente se usarmos as ex-
pressoes com indices em vez de vectores. Como se trata de indices do espago vamos
usar os indices 7, j, k,.... Obtemos

[Hp, L'] = [o/p’, L] (4.41)

porque no espaco de Dirac, L' é proporcional a matriz identidade que comuta com

a matriz constante 3. Usando agora L! = ¢*™zkp™ obtemos sucessivamente,

[HD, L’} =¢ikm [oszj, :L‘kpm}
—ihm i [p], xk} P
= —ie*makpm = —i (@ x p)’ (4.42)
isto ¢, o momento angular nao comuta com o Hamiltoniano de Dirac,
[HD, E} — idxp (4.43)

e nao é portanto uma quantidade conservada, mesmo para a particula livre.

Se pensarmos um pouco isto nao devia ser uma surpresa, pois do estudo do
atomo de hidrogénio em mecanica quantica nao relativista sabemos que o electrao
tem spin e é o momento angular total que é conservado. Em mecanica quantica nao
relativista o operador de spin é dado por (h = 1),

|

S = 56. (4.44)
Como os spinores de Dirac tém quatro componentes, vamos generalizar este operador

para
==, XY= - 4.45
s-35 £=[7 3. (4.45)
e vamos ver quais as relagoes de comutacao deste operador com Hp. Como Y 6
diagonal comuta com a matriz também diagonal! 3, portanto temos sé de ver as

relacoes de comutacao com as matrizes o. Obtemos

o N R A B P

I'Estamos a considerar a representacio de Dirac, claro.
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_| 0 et o]
“ o] 0
o oF
_o; ijk
=2ie {gk O] (4.46)
e portanto
[07 7, i] — %aA X (4.47)
onde usamos [0?,07] = 2ie*o*. Usando os resultados das Eqs. (6.18) e (6.22)
podemos definir o momento angular total,
— — — 5 5 1 —
J:L+S:T><p+52 (4.48)
que satisfaz,
[HD,f] —0 (4.49)

e portanto o momento angular total é conservado. Usando a Eq. (6.21) e as pro-
priedades das matrizes de Pauli podemos facilmente mostrar que

1 3
232" 4.
§* =+ 4 (4.50)

o que mostra que o electrao tem s = 1/2.

4.4  Solucoes para a particula livre

4.4.1 Solucoes da equacao de Dirac no referencial préprio

Tomemos a equagao de Dirac para a particula livre (h = c = 1)

(i@ —m)y(x) =0 (4.51)

A Eq. (4.51) admite como solugoes ondas planas

b(z) = w(ple P (4.52)

desde que p,p* = m? Isto implica que (p°)? = E* = p- p'+ m?, e portanto
temos solucoes com energia positiva e negativa. Nas nossas convengoes fazemos

P’ = E/c = +/|p]> + m? > 0 sempre, pelo que devemos ter

P () = w' (p)et Pt (4.53)

onde €, = *1 para solugoes de energia positiva e negativa, respetivamente, e o indice
r explicita as diferentes solugoes independentes, como veremos de seguida.



4.4. Solugoes para a particula livre 67

Para determinar w” (p) vamos considerar primeiro o caso da particula em repouso.
No referencial préprio a equacao de Dirac reduz-se a

0
(i 705 — m) =0 (4.54)
Usando a representagao de Dirac, Eq. (4.37), é facil de ver que a equagao se escreve
m (e’ —=1)¢" =0 (4.55)
onde A
wr — wr(o)e—zaﬂmt (456)
com
[+l r=1,2
& = {_1 r—3.4 (4.57)
e
1 0
w(0) = v2m 8 - w?(0) = V2m é (4.58)
0 0
0 0
w*(0) = v2m (1) . wh(0) =V2m 8 (4.59)
0 1

Vemos portanto que r = 1,2 sao solugoes da energia positiva e r = 3,4 da
energia negativa. O factor v/2m da normalizacio foi introduzido por conveniéncia
como sera claro mais tarde (esta normalizagdo é a nossa tinica diferenga em relagao
as convengoes de Bjorken e Drell). Se usarmos o operador

5= F 0] (4.60)

0 ¢

vemos ainda que w((0) sdo funcdes préprias de X* com valores préprios £1. Assim
as solugoes r = 1, 2 descrevem o eletrao de Schrodinger-Pauli e as solugoes de energia
negativa, r = 3,4 serao interpretadas mais tarde. Na re-interpretacao de Dirac das
solugoes de energia negativa como as anti-particulas, a auséncia de um eletrao de
energia negativa com spin CP corresponde a um positrao com spin down, por isso
w3(0) corresponderd a spin down enquanto que w*(0) a spin up.

4.4.2 Solucgoes da equagao de Dirac para p # 0

Se tivéssemos visto como os spinores se transformam num transformacgao de Lorentz,
poderiamos aqui fazer simplesmente uma mudanca de referencial. Voltaremos a este
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assunto na seccao seguinte, mas sem demonstracao, pelo que aqui vamos construir
as solugoes para p # 0 diretamente seguindo de perto o Griffiths. Queremos solugoes
da forma

U(z) = Nw(k)e ™ (4.61)

onde N é uma normalizagdo a determinar no final. Substituindo na Eq. (4.51)
obtemos

(7 k = myw(p) = (F — m)w(k) = 0 (4.62)
onde usamos a notagao, devida a Feynman,

F=Atk,=v k="K -7k (4.63)

Comecemos por notar que a Eq. (4.62) é uma equacao algébrica matricial. Na
representacao de Dirac temos

° q

- K k.
=%k -5 k= |- 4.64
k=~ gl [k-& _k] (4.64)

pelo que escrevendo o 4-spinor w em termos de dois bi-spinores,

wlp) = [12] (4.65)

wpR

obtemos

(0 —m  —k-& N
K-—mpw=| ” ] (4.66)

[(KO — m)wy k- dw
_ | P l=0 (4.67)
| k-Gwa —(K° + m)wp
Estas equagoes conduzem as relagoes,
1 S 1 —
wa = m(k O)wp,  wp = m(k FO)wa, (4.68)
A consisténcia requer entao que
_ 1 7.=\2

Mas usando (k - &) = |k|?, concluimos que deve ser

B[ = (k)7 —m®  (K*)* — [k = m’ (4.70)
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—

Exemplo 4.1 Mostremos que (k- 3)2 = |k|2. Para isso usamos a propriedade das
matrizes de Pauli,
0,05 = 52‘]‘ + iEiijk (471)

para obter

(k- 3)? = kikjo,0; = |k|? (4.72)

onde no ultimo passo usdmos o facto de a contragao dum tensor simétrico com
um anti-simétrico se anular.

Portanto k* deve ser um quadri-vetor relacionado com o 4-momento da particula
por
kH = +p* (4.73)

correspondendo o sinal 4 as solugoes de energia positiva, as particulas e o sinal —
as solucoes de energia negativa, as anti-particulas.
Podemos agora construir 4 solugoes independentes da equagao de Dirac. De facto

1. Escolher wy = {1} Entao (E = p°)

0
1 _cp-o |1
Wy = [O] ., wp= 7 m [O] (4.74)
0 N
2. Escolher wy = [J Entao
|0 _cp-ad |0
wy = L} , wp = T tm [J (4.75)
1 N
3. Escolher wg = [0} Entao
|1 _cp-a |1
wp = {O} WA= [O} (4.76)
0 N
4. Escolher wp = L} Entao
|0 _cp-d [0
wp = L} S WA= L} (4.77)

wiw = 2F (4.78)
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obtemos finalmente as quatro solucoes independentes,

_ 1 - r 0 T
0 1
W =VETm | L | u® =VETm | PPy (4.79)
E+m E+m
Dz + 1Dy —Pz
L FE +m A | E+m |
e _ .-
Pz — 1Dy r_ DP- T
E+m Eim
—D:z Dz Zpy
1) — (2 _ 07y
v =vVE+m Exm |07 = E+m |G, (4.80)
0 1
1 L 0

onde usamos a notacao convencional, u para as particulas e v para as anti-particulas.

Notar que devido aos sinais na Eq. (4.73), as equagoes para u e v diferem dum sinal
(ver Eq. (4.62))
(p—m)u=0, (p+m)v=0. (4.81)

4.5 Covariancia da equacao de Dirac

4.5.1 Transformacgoes de spinores
Escrevemos a equacao de Dirac na forma,
(49, — m)(x) = 0 (4.82)

sem nunca nos preocuparmos em que referencial estamos. A razao é que estamos
implicitamente a usar o facto de que deve ter a mesma forma em todos os referenciais
de inércia, isto é no referencial S devera ser

("0, —m)yY'(2") = 0 (4.83)

Numa transformacao geral entre S e S’ definida através das transformagoes,
't =a’,a” (4.84)
um escalar fica invariante ¢'(z’) = ¢(x), mas um vetor muda como as coordenadas,
AM =gt AV (4.85)

A questao é saber como se transformam os spinores nas transformagcoes da
Eq. (4.84). Nao vamos explicar esta questao aqui (ver a Ref. [3]) mas sé dar o
resultado. Se definirmos

P(a) = S(a)v(z) (4.86)
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entao a equacao de Dirac é covariante se
S(ayy"S~Ha)a", =" (4.87)

A forma explicita depende do tipo de transformacoes de Lorentz. Assim

1. Rotagoes o
Sp=e2%> (4.88)
onde # é um vetor coma direcao da rotagao e médulo igual ao angulo de rotacao
e
= g 0
Y= { 0 5} (4.89)

Notar que em cada bloco diagonal os spinores transforma-se como em mecanica
quantica nao relativista.

2. Transformacgoes de Lorentz (boosts)

Sp = e 290 (4.90)

onde @ sao as matrizes de Dirac, e & é um vetor na direcao da velocidade
relativa entre S e S’ tal que

1%
tanhw = Vi (4.91)
c
3. Inversao no espago (Paridade)
Neste caso
1 0 0 0
0 -1 0 O
-
=10 0 —1 0 (4.92)
0 0 O 1
e portanto a Eq. (4.87), d4
Sp =% - (493)

4.5.2 Adjunto de Dirac

A escolha mais simplista para formar um invariante seria 1f1). Contudo esta quan-
tidade nao é um escalar mas sim a componente temporal dum 4-vetor, como vimos
na discussao da corrente de probabilidade. Como formar entao um escalar? Para
isso notemos, que

SL=5Su#8; — iy # gy (4.94)

contudo podemos mostrar que para todas as transformagoes de Lorentz devemos ter

ST =~0571,0 (4.95)
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Por isso se definirmos o chamado adjunto de Dirac

P(x) = ¢ (x)°
entao temos -
=5y, =¢S5

e portanto

Y =SSy = gy

(4.96)

(4.97)

(4.98)

e é portanto um escalar, invariante para todos os tipos de transformacoes de

Lorentz.

4.5.3 Covariantes bilineares

Tal como qualquer matriz complexa 2 x 2 se pode exprimir em termos de 4 matrizes
linearmente independentes (por exemplo a matriz identidade mais as matrizes de
Pauli) assim qualquer matriz 4 x 4 se pode exprimir em termos de 16 matrizes 4 x 4
linearmente independentes. Para introduzir estas matrizes é conveniente definir a

seguinte matriz

15 = iy

que na representacao de Dirac tem a forma

0010
(o o001
=110 0 0

0100

Da definicao resultam as propriedades importantes

{7 = 0
(’75)2 =1

Estamos agora em posicao de definir as 16 matrizes 4 x 4

=1
FL/ =Yy
rr _ !
puv UMV - [fy,un fyl/]

(4.99)

(4.100)

(4.101)

(4.102)

(4.103)
(4.104)

(4.105)

(4.106)
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| (4.107)

onde os simbolos S, V', T, A e P designam respetivamente: escalar, sector, tensor,
pseudo sector e pseudo-escalar e tém a ver com a maneira como os bilineares

YI%  a=8V,T,AeP (4.108)

se transformam para transformagoes de Lorentz. Por exemplo

() T () = P(a')yy"y'(2')
= P(x)S 57" S(2)
= det a a",Y(x)y57 Y (x) (4.109)

onde se usou o facto de [S,75] = 0 para transformagdes de Lorentz préprias e
{P,v5} = 0 para a inversdo no espaco. Isto mostra que ¥(z)ysv,(z) se trans-
forma como um sector axial ou pseudo-sector. De forma semelhante se podiam
demonstrar as propriedades de transformacao dos outros bilineares.

4.6 Antiparticulas

Apesar de todos os sucessos da equacao de Dirac descritas anteriormente o problema
das solugoes com energia negativa continua por resolver. Este problema nao é um
problema académico, pois é preciso explicar porque é que os electroes nos atomos
nao efectuam transicao para estados de energia negativa. Por exemplo um calculo
simples da para o electrao, no estado fundamental do hidrogénio, uma taxa de
transi¢ao de 10® s™! para decair no intervalo [—mc?, —2mc?]

4.6.1 A teoria dos buracos de Dirac.

Foi Dirac quem primeiro forneceu um tratamento consistente das solugoes de energia
negativa. O argumento de Dirac s6 funciona para fermioes pois faz uso do Principio
de Fxclusao de Pauli. Assim para Dirac o vdcuo da teoria é constituido por todos
os estados de energia negativa preenchidas. Devido ao principio de exclusao de
Pauli um electrao com energia £ > 0 nao pode entao efectuar uma transicao para
um estado de energia negativa, explicando a estabilidade dos dtomos. Claro que o
vacuo tem energia e momento infinitos mas fisicamente s6 medimos diferencas em
relacdo ao vacuo e essas serao finitas.

A principal consequéncia desta interpretacao é a existéncia de antiparticulas,
neste caso o positrao. Consideremos que o vacuo tem uma lacuna ou buraco. Isto
quer dizer a auséncia dum electrdao de energia —FE e carga —|e|. Mas isto pode
ser igualmente interpretado como presen¢a duma particula de carga +|e| a energia
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positiva +FE, isto é, o positrao. Assim a producao dum par electrao-positrao é
explicada esquematicamente na Figura4.1

v—e et e"et =~
EA : EA . E A :
Mme - ————— me~‘-?— Y me - —————— Y
Vol T

—Me |- —o—o—o— —Me - —O0—eo—eo— —Me - —O—eo—eo—

———o—o— ——o—o— ——eo—o—

—_————e— ——eo—o— ——e—o—

————o— ——eo—o— ——eo—o—

—_————e— ——eo—o— ——e—o—

Figure 4.1: Esquema do mar de Dirac. Producao e aniquilacao de pares.

Isto é, um electrao é excitado dum estado de energia negativa deixando atras
de si uma lacuna no mar de Dirac. Como esta lacuna corresponde a um positrao
ficou criado um par ete™. Igualmente a aniquilacao electrao-positrao pode ser in-
terpretada como um electrao com £ > 0 que faz uma transicao para um estado com
E < 0 que estava livre (positrao ) desaparecendo portanto o electrao e o positrao,
conforme indicado na Figura4.1l

Com a teoria dos buracos abandonamos a interpretacao em termos de funcoes
de onda de uma particula para passar a ser uma explicacao em termo de muitas
particulas. Sé o formalismo da segunda quantificagdo, com os seus operadores de
criacao e destruicao permitira fazer uma descricao consistente desta teoria de muitas
particulas. Essa explicagao, como veremos, também se aplicara aos bosoes, o que a
este nivel nao é possivel de explicar por nao satisfazerem ao principio de exclusao
de Pauli. Contudo a interpretacao de Dirac teve um papel determinante no desen-
volvimento da teoria e a descoberta experimental das antiparticulas foi um grande
sucesso.

4.6.2 A interpretacao de Feynman-Stiickelberg

A interpretacao moderna das solucoes de energia negativa foi desenvolvida por
Stiickelberg e Feynman no contexto de teoria quantica dos campos. As particulas de
energia negativa (F < 0) s@o interpretadas como particulas de energia negativa que
se propagam para tras no tempo. Estas particulas de energia negativa correspondem
a antiparticulas de energia positiva que se propagam para o futuro. A dependéncia
no tempo das funcoes de onda nao vira alterada por esta dupla transformacgao,
E— —Fet— —t,isto é

e Bt = ¢TIEBEY (4.110)

Para ilustrar esta ideia consideremos os diagrama da Fig.4.2. No diagrama da es-
querda um electrao de energia E emite um fotao de energia 2F e para conservar
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e (FE >0)

e (E<0) et (E > 0)

Figure 4.2: Equivaléncia entre electroes de energia negativa e positroes de energia
positiva.

energia um electrao de energia —FE. Sendo uma solucao de energia negativa propaga-
se para tras no tempo. Na interpretacao de Feynman-Stiickelberg, no diagrama da
direita, um positrao de energia £ > 0 aniquila-se com um electrao de energia £ > 0
para produzir um fotao de energia 2F. Nesta interpretagao tanto a particula como
a antiparticula se propagam para o futuro. Notar no entanto que nos diagramas de
Feynman as antiparticulas sao desenhadas com a seta para trds no tempo, como no
diagrama do lado esquerdo. Voltaremos a esta questao no préximo capitulo.

4.6.3 Conjugacao de carga

Da teoria dos buracos emerge assim numa nova simetria de natureza: para cada
particula existe uma antiparticula. Esta simetria designa-se por conjugacao de carga.
Vejamos como a podemos definir. De acordo com a teoria dos buracos devemos ter
uma correspondéncia univoca entre as solugoes de energia negativa da equacao de
Dirac para os electroes

(i) —eA=—m)Y =0 (4.111)

e as solugoes de energia positiva da equacao de Dirac para os positroes,

(i) + eA—m)h. =0 (4.112)

onde 9. é a fungao de onda para o positrao. Para encontrar a relacao observemos
que o sinal relativo entre i@ e e/ é o contrério nas duas equagoes. Isso leva-nos a
considerar o complexo conjugado da Eq. (4.111). Obtemos

(—=iy" 0, — ey A, —m)Y* =0 (4.113)
Usando agora y'T4)* = @T e YTy 0T — A4HT obtemos

[ (410, + eA) ~m] T =0 (4114

Se encontrarmos uma matriz C, nao singular, tal que

CA*TO~t = —4# (4.115)
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podemos entao identificar (a menos duma fase que tomamos igual a 1)

Ye=CP (4.116)

Que existe uma matriz C verificando a Eq. (4.115) pode ser demonstrado construindo
um exemplo especifico. Na representagao de Dirac é

C=i*=-C't=-0"=-0C" (4.117)

ou mais explicitamente

0 0
0 —io? 0 1 0
C‘(-w? 0 )_ 0 -1 0 0 (4.118)
1 0 0

)

E instrutivo ver como é que a Eq. (4.116) relaciona as solugbes de energia negativa
com as fungoes de onda do positrao. Consideremos um electrao de energia negativa
em repouso com spin para baixo. Entao

0
0 imt
=N, e (4.119)
1
onde N é uma renormalizacao. Aplicando a Eq. (4.116) obtemos

1
V=N 8 e~ imt (4.120)
0

isto é, um positrao de energia positiva e spin para cima. Portanto a auséncia dum
electrao de spin | e energia negativa corresponde a presen¢a dum positrao de energia
positiva e spin 1. Foi este facto que nos levou a identificar v (p, 1) com w* (p) e v (p, )
com w3 (p).

4.7 Spin e helicidade

Para particulas no referencial préprio, os spinores u((E,0),s) e v((E,0),s), sdo
estados préprios do operador S,

1 0 0 0

10 =1 0 O
SZ—§ 00 1 0 (4.121)

0 0 0 -1
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Isto deixa de ser verdade quando p # 0. No entanto, para o caso particular do
momento linear ser segundo o eixo dos z, essa situacao ainda se mantém. De facto

se p'= *|plé., obtemos das Eqgs. (4.79) e (4.80),

1 0 0 .
E+m
0 1 ElPL 0
UT:N +[p | » U¢:N 0 , UT:N EBW y UizN 1 y (4.122)
E+m
£71
0 Thm 1 0

e obtemos
Sous (B, £[f1E2) = + Sus (B, 1j1e)
Seuy(B, £[716) = — S (B, %72,
S0, £lple.) = — S.r(B, £[ples) = +51(B, [ple.)
S0, (B, £[716) = — S.u (B, £{ple.) =~y (B, £Iples). (4.123)

Portanto para uma particula com momento p'= (0,0, £|p]) os spinores uy, v4 corre-
spondem a spin up e os spinores u|,v; a spin down, conforme indicado na Fig. 4.3.

up uy % vy Up uy Ur v
>, rZ

Figure 4.3: Spinores e spins para movimento segundo =+e,.

4.7.1 Helicidade

As propriedades dos spinores para movimento segundo o eixo dos z descritas acima
nao sao particularmente tuteis nas aplicacoes, pois nem as particulas resultantes das
colisdes vao segundo o eixo dos z, nem as solugoes anteriores fornecem uma base
em que expandir os estados pois [Hp, S,] # 0, e portanto nao é possivel definir uma
base simultanea de Hp e S..

A base mais conveniente leva-nos ao conceito de helicidade. A helicidade é
definida como a projecao do spin na direccao do movimento, isto é

_’.—» 12‘5_»
h=2Lr__2'P (4.124)
ol 2 [p]

E f4cil de mostrar que [H D e ﬁ} = 0 e que portanto h comuta com o Hamiltoniano

livre de Dirac. Como o spin medido segundo qualquer eixo esta quantizado e s6 pode
tomar os valores i%, os valores préprios da helicidade sao também i%. Designamos
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Figure 4.4: Estados préprios da helicidade para spin 1/2.

estes estados por 1 ou RH para h = +% e J ou LR para h = —%, conforme indicado
na Fig. 4.4. Notar que o conceito de helicidade nao é invariante de Lorentz pois,
para particulas com massa, é sempre possivel ir para um referencial onde se muda
o sentido do momento. Ja o conceito de quiralidade que, como veremos, esta rela-
cionado ¢ invariante de Lorentz. Preferimos a notacao 1, |, para nao confundir com
os estados proprios da quiralidade que veremos depois.

4.7.2 Spinores de helicidade

Para as aplicacoes € 1til ter uma representacao explicita dos spinores de helicidade.
Comecemos pelos spinores u para as solugoes de energia positiva. QQueremos resolver
a equacao aos valores proprios,

hu= \u. (4.125)

Podemos escrever esta equacao na forma
1 (6.7
Lo O pjua) yjual (4.126)
2lpl | 0 o-p| |us up

(0 - Plua = 2|pl ua, (G- plup =2|p|A\up. (4.127)

Usando agora (¢ - p)? = |p]?, obtemos,

donde resulta

51* = 2[PIN(G - Plua = A[pI°A? (4.128)

donde resulta A = £1/2 como era de esperar. Vamos agora encontrar os vectores
préprios correspondentes a estes valores proprios. Basta encontrar u, pois usando
a equacao de Dirac, (p —m)u = 0 obtemos,

(@ Plua = (E+ m)ug, (4.129)

e usando agora a Eq. (9.100) obtemos

Pl
= 2)\——— . 4.1
up B oA (4.130)
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Para encontrar u 4 escrevemos
p=|p|n, @ = (sinfcose,sinfsin,cosh), (4.131)
e entdo encontrar os valores préprios da Eq. (9.100), é equivalente a encontrar os
valores proprios de
cosf  sinfe
o-n= . (4.132)

sinfe’®  —cosd

Este é um problema bem conhecido do spin em mecanica quantica nao relativista
com o resultado,

Upp = Lijlo(sg()ii J ;o Uap = L;SSEI;)(Z] | (£133)

onde os vectores estao normalizados e escolhemos as fases globais de tal forma que
no limite § — 0 recuperamos os resultados da Eq. (6.12). Pondo tudo junto obtemos
para os spinores u,

[ Ccos (g) ] [ — sin (g) |
_ B sin (g) et _JE cos (g) et 1134
MEVET sy [T im0 Y
+m +m
_E|+im sin (g) ei¢_ _—E‘Jrim cos (g) ei¢_

Os estados préprios de v obtém-se de forma idéntica, nao esquecendo que S =
—S, e portanto

Sop 1
O resultado final é
[ Etrim sin (g) i El—l—im coS (g) i
2 P (8) et 1 i (&) e
vp=VE+m| " " (;) o, =vVE+m |"" . (;’) (4.136)
2 2
cos (g) e'? sin (g) et

Quando estudarmos as colisoes em QED, voltaremos a este assunto e mostraremos
a sua utilidade nas aplicacoes.
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Problemas capitulo 4

4.1 Mostre que a construcao usual da corrente de probabilidade aplicada a equacao
de Schrodinger conduz & densidade de probabilidade usual |? definida positiva.
Compare com a Eq. (4.12) e discuta a origem da diferenga entre os dois casos.

4.2 Considere o tensor do campo eletromagnético F,, = 9,4, — 0,A,. A partir
deste tensor define-se o chamado tensor dual

a)

1

wy __ — _uvpo
F —26 F,y .

Mostre que as equacoes de Maxwell sao
" =Jv

e que estas reproduzem as leis de Gauss e Ampere (incluindo a corrente de
deslocamento introduzida por Maxwell).

Mostre que se tem
O F" =0

Verifique que esta equacgao contém as chamadas equacoes de Maxwell ho-
mogéneas, isto é, V- B = 0, e V X E = —0B/0ot. Verifique que aquela
relagao é equivalente a forma mais usual (identidade de Bianchi)

oy, +0,F,, +0,F,, =0

Exprima os invariantes F,, F'*, F,, F* e F,,F" em termos dos campos F e

B.

Mostre que se E/ e B sao perpendiculares num dado referencial, entdao sao
perpendiculares em todos os referenciais de inércia.

Considere um referencial S onde se tem E #0e B = 0. ser4 possivel encontrar
um referencial S" onde =0 e B # 07 Justifique.
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4.3 Introduza na equacao de Klein-Gordon o acoplamento minimo

10, — 10, — eA,,
e considere as solugdes estaciondrias do atomo de hidrogénio, isto é (h =c=1)
e

B = 6(F) e 5 Ay = -

A7y

a) Mostre que a equagao de Klein-Gordon se escreve

{—Vz +m? — (E+ %)2} o(7) =0

b) Mostre que esta equagao se pode resolver exatamente pelos métodos usuais
dando as energias

m no =12
B = ; {g

a? =0,1, ,n—1
\/1+("—€z)2
onde
. ~ 1/2
=f+ - — (+=) —a?
Ep +2 ( +2) Oz]

¢) Expandindo em poténcias de o compare com os resultados da teoria de Schrédinger
incluindo correcoes relativistas.

4.4 Utilize as expressoes explicitas

0 s = 0

Sp = cos§+i0-Zsin§
S, = coshg—cfwéisinhg
2 2

para verificar que para transformacoes finitas também temos

SIS = at 4

4.5 Considere um eletrao incidente da regiao I com energia FE conforme indicado
na Figura 4.5. Admita que a particula incidente tem a funcao de onda

1
winc =ae™! k1
E+m

0
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E

=V

. Vo

Figure 4.5: Paradoxo de Klein

a) Calcule a onda deflectida e a onda transmitida.

b) Mostre que a corrente deflectida e transmitida obedecem a

Jtrans . 4r . Jreﬂ (]_ — T‘)2

JinC (]. +T)2 7 Jinc (1 +T)2

isto é, aparentemente tudo bem pois

Jinc = Jtrans + Jreﬂ

contudo
]{ZQ E+m
e — e se Vo>FE+m entao r <0
kl E— % +m 0
Portanto

Jref > Jinc

Comente este resultado.

4.6

a) Construa o Hamiltoniano H da equagdo de Dirac para particulas livres no
espago dos momentos.

wull

b) Calcule o comutador [H , E], onde L = 7 x p' é o momento angular orbital.

Y. é o momento angular intrinseco ou

Uy

N [

c¢) Calcule o comutador [H , 5], onde

spin.

d) Use os resultados anteriores para calcular [H , f], onde J = L + S. Comente.
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4.7 Considere um eletrao descrito pela equacao de Dirac.

a) Mostre que no caso do eletrao livre se tem,

A -p) _
dt

< (30
(0 7)

Qual o significado desta lei de conservagao?

0

onde

b) Considere agora que o eletrao estd num campo eletromagnético exterior A*
independente do tempo. Calcule agora

d(s - 7)
dt
onde ™ = p — eA é o momento canénico.
¢) Em que condicoes
d(x - 7) _ 07
dt

Qual o interesse pratico deste resultado?

Sugestao: Para um operador O que nao dependa do tempo tem-se

doO

® _iln, O]

il

onde H é o Hamiltoniano do sistema. Nao esquecer que H é diferente nas alineas
a) e b).
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Chapter 5

Quantum Field Theory and
Feynman Diagrams

Seguimos aqui os capitulos 5 e 6 do Thomson e 7 e 8 do Griffiths. Algumas destas
questoes estao mais desenvolvidas em ITC [3]. This is part in English and part in
Portuguese, to be improved next year.

5.1 Feynman Diagrams and Time Ordering

This a complement of what we have seen in Chapter 2!.
Consider the process a +b — ¢+ d as shown in Fig. 5.1 Using second order

Figure 5.1: Time ordered diagrams

perturbation theory the first diagram is

qar _ V1D GIVED) _ (dVIX +b) (c+ X[V]a) 51)
: Ei_Ej Ea+Eb_(Ec+Ex+Eb) ’

In non-relativistic QM one uses the transition amplitude 7'; while in relativistic
QM one uses the Lorentz Invariant (LI) amplitude M ;. The relation is

Ty = My [[2E) ™ (5.2)

k

I'Next year it should be included there

85
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Therefore M
‘/ji = <C+ X‘V‘CL> = s 1/2 (53)
(2E,2E.2E)
Take the LI amplitudes in the simplest case, a constant
Ma—)c-l—X = Ya, MX+b—>d =0b (54)
Then
2E,2E,2E,2E,)"
MY = (2E,2E2E.2E,)"* Tt = (2E,2E,2E2E,y) S (5.5)
2Ex (2E,2E,2E.2E,)"* Eo — E. — Ex
1 Ja b
_ 5.6
2Ex E, — E.— Ex (5:6)
For the second diagram we get
1 a
Mo = Jad (5.7)

2Ex by — By — Ex

and the total LI amplitude is

9a9b 1 1
i = 5.8
My {EQ—EC—EHEI,—ECI—EX} (5:8)

" 2FEy
_ 9a9o { 1 _ 1 ] (5.9)
2Ex |E,— E.— Ex FE,— FE.+ Ex
wher we have used
E.+E,=E.+E;=FE,— E;=—(FE,— E,) (5.11)
But we can relate E'x with the momenta. We have
EX = |px[” +m¥ = |pa — pLI” + m% (5.12)
and therefore we get
Myi = aGb _ 9 (5.13)

(Ea — Ec>2 - ‘ﬁa - ﬁc‘Q - m%{ B q2 —mx

where ¢ = p, — p. is the momentum in the Feynman propagator. Therefore we
concluded that Feynman diagrams represents the two time orderings, therefore the
relative position of the vertices with respect to time does not matter, as shown in
Fig. 5.2.
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Figure 5.2: Feynman Diagrams and time ordering

5.2 O fotao

Em teoria quantica a quantidade fundamental é o potencial vetor. A regra é sempre
que os 4-vetores contravariantes, isto é aqueles que se transformam como as coor-
denadas, tém as dimensdes e os nomes da parte espacial. Assim definimos (nesta
secgao nao estamos a fazer ¢ = 1)

At = (=, A) (5.14)
Podemos facilmente verificar que a condigao de gauge de Lorentz [12]

g 0
V- A+ eopo

— =0 5.15
5 (5.15)

se escreve nesta notagao (notar que egug = 1/c%),
9, A" =0 . (5.16)

O outro 4-vetor importante é a corrente J* definida por

=

JH = (cp, J) (5.17)
satisfazendo a equacao da continuidade
0 - o
8—’;+V~J:o:auﬂ. (5.18)

Os campos eletromagnéticos fazem parte do chamado tensor de Mazwell definido
por
F,=90,A,-0,A, (5.19)

que é invariante para transformagoes de gauge
A, — A, +0,A (5.20)

Usando as relagbes usuais [12] entre os potenciais e os campos F e B, obtemos numa
conveniente representacao matricial

0 —E,/Jc —E,/Jc —E,/c
E,Je 0 -B. B,
E,Jc B, 0 -B,
E.)e -B, B 0

P = (5.21)
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ou ainda 1
FY% =~ F' FV=_¢*k gk (5.22)
c
As equagoes de Maxwell ndo homogéneas (isto é com cargas e correntes) obtém-se
a partir da equacao

0, F™ = p19.J" (5.23)

As equagoes homogéneas sao uma consequéncia do tensor F),, ser antisimétrico. De
facto, se definirmos o tensor dual (ver Problema 4.2)

1
FH = e Fag (5.24)

entao o facto do tensor de Maxwell ser antisimétrico implica que
O F" =0 (5.25)

S _ . 0B
e esta equacao é equivalente as equacoes homogéneas, V-B=0e V X E+ T

0.
Este resultado é conhecido por identidade de Bianchi.

A equacao de Maxwell ndo homogénea na gauge de Lorentz, Eq. (5.16), escreve-
se,

OA" = pigJ" (5.26)

Contudo esta escolha nao eliminou completamente a ambiguidade dos potencias.
De facto podemos ainda usar uma transformacao de gauge em que OA = 0, sem
modificar a Eq. (5.26). Esta dificuldade esta na base de muitos problemas em
quantizar a teoria de Maxwell, que nao vamos detalhar aqui.

No espaco livre a equagao é a equacgao das ondas,

OA* =0 (5.27)
que tem com o solugao ondas planas
AP () = Ne 777 e (p) (5.28)

onde N é uma normalizacao e €*(p) é o vetor polarizagao que caracteriza ao spin do
fotao. A condicao de Lorentz implica que

e =0. (5.29)

Sabe-se do eletromagnetismo cléssico que o fotao tem dois estados de polarizacao
(spin 1 sem massa), mas aqui o vetor polarizacdo tem quatro graus de liberdade
(4-vetor). Esta dificuldade estd relacionada com a ambiguidade dos potenciais e
resolve-se escolhendo uma dada condigao de gauge. A condicao na Eq. (5.29) ja
retira um grau de liberdade. Para fixar completamente os graus de liberdade escolhe-
se muitas vezes a gauge de Coulomb, que é uma restricao da classe de gauges de
Lorentz onde

A'=0, V-A=0 (5.30)
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Nesta gauge
=0, €p=0 (5.31)

o que quer dizer que as polarizacoes sao perpendiculares a direcao de movimento.
Se tomarmos essa direcao como o eixo dos zz entao os dois vetores independentes
sao

e(p,1) =(0,1,0,0), €(p,2)=(0,0,1,0) (5.32)

Estes vetores obedecem as relagoes gerais

o' =0, GNP, =0, clpNe(pA) = -1 (5.33)

D e =g (5.34)

Pol

5.3 A eletrodinamica quantica (QED)

A Eletrodinamica Quantica (QED) é a teoria quantica da interacao de eletroes
(e positroes) com fotdes. No capitulo 6 discutiremos em detalhe a construgao do
lagrangeano de QED. Aqui vamos somente discutir a forma da interagao. Vimos
no capitulo 4 que para a equagao de Dirac temos uma corrente de probabilidade
conservada dada por,

=0y, Ot = (5.35)

Se multiplicarmos pela carga do eletrao, ¢ = —e, onde e é a carga do protao,
obtemos a corrente eletromagnética

JH = —ejt = —epy ) (5.36)

Esta é a corrente que aparece na Eq. (5.26). Como é que esta corrente interatua
com o fotao? Do eletromagnetismo classico sabemos que o lagrangeano para uma
particula nao relativista com carga ¢ em interacao com o campo eletromagnético é

1 Ed
L= émv2 —qp+qA-T (5.37)
o que com a identifica¢do (ver capitulo 6)
L= /d3x£ (5.38)

da

Ly = —J" A, = ey P A, = Q") A, (5.39)
onde definimos (). = —1. Na linguagem dos diagramas de Feynman descrevemos a
interacao da forma seguinte
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—ie QM (5.40)

Vemos assim que a regra de Feynman corresponde a tirar os campos do lagrangeano
de interacao e multiplicar o resultado por <.

5.4 Regras de Feynman para QED

Vamos agora indicar o conjunto completo de regras de Feynman para QED. Elas
seguem o que vimos para o modelo ABC' com as modificagoes necessérias devido a
termos spinores e antiparticulas.

1. Para num dado processo desenhar todos os diagramas topologicamente distin-
tos.

2. Para cada eletrao que entra no diagrama um fator u(p, s). Se sai do diagrama
um fator u(p, s).

3. Para cada positrao deixando o diagrama um fator v(p, s). Entrando o diagrama
um fator v(p, s).

4. Para cada fotao no estado inicial o vetor polarizacao €,(k) e no estado final

e* (k).

I

5. Por cada linha fermidénica interna o propagador

P+ m)ap
> SFa =l 5.41
5 > o Fﬁ(p) ZpQ—m2+i€ ( )
p
6. Por cada linha interna do fotdo o propagador (na gauge de Feynman)
UANNNNNNN v Dp (k) =—i Jpw (5.42)
k . k2 +ie
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7. Por cada vértice o fator

(_ieQe'yu)aﬁ (543)

onde passamos a usar a notacao, mais convencional, de introduzir o sinal da
carga explicitamente. Portanto, a partir daqui, e = |e|, é a carga do positrao
ou do protao e claro que para o eletrao Q). = —1.

8. Por cada momento interno nao fixado por conservacao de energia-momento
(loops) um fator

/ (%4 (5.44)

9. Por cada loop de fermides um sinal (—1).

10. Um fator -1 entre diagramas que diferem por permutacoes impares de linhas
fermiénicas (estatistica de Fermi dos fermioes).

11. O resultado da aplicacao das regras anteriores da —i M, por isso para obter
M multiplique o resultado final por 7.

Comentarios

1. Asregras 9) e 10) sdo um pouco dificeis de explicar sem operadores e teorema
de Wick. A este nivel aparecem mais como uma receita.

2. Para escrever corretamente as linhas fermiénicas devemos notar que elas no
final devem dar um ntmero, isto é uma matriz 1 x 1 no espaco de Dirac. Para
obter isso deve-se usar a regra empirica que se comeca a escrever cada linha
do diagrama pela ponta da seta.

3. Os denominadores dos propagadores tém a mesma forma do que no caso da
teoria escalar ABC'. Os numeradores diferem para eletroes e fotdes (gauge de
Feynman) da maneira indicada.

4. The 7€ in the denominators is here for completeness. It only matters for one
and higher loops diagrams. For tree level we can forget about it, putting
e — 0.
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5.5 Exemplos

Se nos ficarmos por duas particulas no estado final, o nimero de processos em causa
¢ muito reduzido. Na tabela 5.1 estd feito um resumo.

Processo Observagao

y+e =+ y+e Efeito Compton
wo+e —pu +e” Em QED

e +et —e +et Difusao Bhabha
e~ + Nucleo(Z) — e~ + Niucleo(Z) +vy Bremsstrahlung

e +et =+ Aniquilagao de pares
e +e —e +e Difusao Moller
Y+y—e +et Criacao de pares

v+ Nucleo(Z) — Nucleo(Z) +e~ + et Criagao de pares

Table 5.1: Processos simples em QED.

Vamos analisar os trés primeiros casos.

5.5.1 Colisao elastica eletrao-muao

Consideremos primeiro a colisao eldstica eletrao-muao. Embora este processo nao
seja em QED no sentido restrito, o muao é em tudo, exceto na massa, igual ao
eletrao e tem a vantagem de haver s6 um diagrama que se mostra na Fig. 5.3. Com

b1 L
e e
M_: > I
b2 P4

Figure 5.3: Difusao e u~ — e~ u~ em QED.
a cinematica da figura obtemos para a amplitude,

M =i a<p3><z’ew>u<p1>(pl‘f—g;”g)ﬂpn(iev“)u(m)

62

= — ———5u(ps)y"u(p1)u(ps) vuu(p2) (5.45)
(p1 —p3)? g

Para prosseguir e calcular a secgao eficaz, Eq. (2.67), temos de calcular |M]?. Antes

de fazer isso vamos ver mais dois processos e voltaremos entao ao calculo das seccoes

eficazes.
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5.5.2 Colisao elastica eletrao-positrao

Neste processo, conhecido por difusao Bhabha, temos dois diagramas conforme in-
dicado na Fig. 5.4. Temos ainda uma situacao em que existe um sinal menos entre

P . D3
e e
et et
D2 D4

Figure 5.4: Difusao Bhabha e™ + et — e~ + et

os dois diagramas, uma consequéncia da regra 10. A amplitude escreve-se

M= M, + M, (5.46)

onde
M, = —%@(pz)v“u(pl)ﬂ(ps)%v(m), Ms = %ﬂ@s)’v“uwl)@(m)%v(m) (5.47)

onde as variaveis de Mandelstam s,t sao

s=(p1+p2)?, t=(p1—ps). (5.48)

5.5.3 Efeito de Compton

Consideremos finalmente o efeito de Compton. Com a cinematica indicada na
Fig. 5.5, obtemos para a amplitude

ek ekp ek ekp

> > >
> > >

. p . PP . p N ¢ S
Figure 5.5: Diagramas para o efeito de Compton, e +v — e~ + 7.

M= M + My (5.49)
M :M—Z_mzﬂ(ﬂmp o m(p)et (k) (K (5.50)

M T (p— k) S ) (P — § 4 m)yu(p)et (k)" (K') . (5.51)
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5.6 A real calculation: e +e¢™ =~ +pu’"

Let us learn how to do a real calculation. To avoid unnecessary complications we
choose the simplest process, e +et — p~+pu™, that has just one Feynman diagram,
shown in Fig. 5.6. The amplitude for this process is

Figure 5.6: ¢~ + et — u~ + p* scattering.

M =i (pa) e u(pr) 2 ) iy ) (5:52)
= — —T(p2)7"u(py) Tps) 70 (pa) (5.53)

where we have the CM kinematics of Fig. 5.7.

Figure 5.7: CM kinematics

5.6.1 The helicity amplitudes

In the amplitude in Eq.(A.38) we did not show the spin states. We will use the
helicity states basis. We have sum over the the final state spins and take the average
over the initial state (non-polarized beams). For the initial state (in the CM) we
have the four possibilities shown in Fig. 5.8

For the final state (in the CM) we also have four possibilities as shown in Fig. 5.9

Therefore we want to calculate

(M) =7 [MOR P + MO P+ -
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Figure 5.8: Helicity combinations for the initial state. R =1 positive helicity, L =

negative helicity.
A Y e
AR A A

Figure 5.9: Helicity combinations for the final state.

HMEL TP+ ML TP+ -
HMUAB P + MUK + -
FHMUL TP+ ML TP+ -] (5.54)

To simplify matters we take all masses to zero. This is usually a very good approxi-
mation, as the center of mass energy is much higher tham the masses of the paricles.
Then the four momenta are given by,

ple(1707071)7 p2:E<170707_1)
ps = E(1,sin 6,0, cos ), ps = E(1,—sinf,0, — cosb) (5.55)
Now we recall the helicity spinors using the conditions, |p] = E, with E = /s/2.
We have
[ cos (g) i [ —sin (g) i
in () pi¢ 0\ id
uy=VE sm(Q)ee u,=VE 008.(2)06 (5.56)
cos (%) sin (%)
 sin (%) e | | — cos (g) e |
and ) ) ) )
sin (g) cos (g)
— cos (g) e'? sin (g) e'?
'UT:\/E _sin (g) 'U\L:\/E COS (g) (557)
cos (g) e'? sin (g) e'?
Making the substitutions
p:60—0,0—0, Pl —mp—m

p3:0—60,¢6—0, pr:0—=>m—0,0—>7 (5.58)
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we get for the initial sate

1 0 1 0
0 1 0 —1
ur(p1)=VE e uy(p1)=VE ol vr(p2)=VE E v (p2)=VE 0
0 -1 0 —1
(5.59)
and for the final state
cos (%) —sin (%)
(0 0
_JE sin (5) VB cos (5) 5 60
UT(p:s) cos (g) ) u¢<p3) sin (g) ( )
sin (g) — cos (g)
and
cos (2 in (2
sin (g) — cos (g)
v(p)=VE| cos () |7 v (p))=VE sin (2) (5.61)
—sin (g) — cos (g)
In order to organize the calculation we write the LI amplitude as
2
e
M(hh h27 h37 h4) - _? Julvg(hla h2)uju3v4(h37 h4)u (562)

where h; =7, |, and the currents are given by,

Juyvs (R, ho )t = 0(pa, ho) Y u(pr, b))y Juges (s, ha)? = u(ps, b)Y v(pa, ha)  (5.63)

We want to calculate the components of these 4-vectors. It has to be done component
by component. For instance

1
Ju1U2 (T) T)O :(\/E)QUT(p%T)’YO’yOu(plaT) =FE [17 07 _]-7 0] ? =0 (564)
0
Jurn (1, 1) =(VE)*0! (p2, )77 u(p1, 1)
0 0 0 — 1 0
0 0 2 O 0 7
=E0,-1.0,-1 |, . o o [{|=E0.-L0.-1 ]
1 0 0 O 0 )
— 2%E (5.65)

Although this is straightforward, it is a bit boring and with a large possibility of
erros. But we can program the procedure in Mathematica and get the final results
that are quite simple. We get that the only non-zero currents are,



5.6. A real calculation: e +et — = + ut 97
P1
N .
Vs Juros (1, 4) = /5 (0, =1, —i,0) (5.66)
P2
P1
R
A Jure (1, 1) = Vs (0, -1,4,0) (5.67)
P2
p3/
Juzos (1, 4) = /s (0, — cos 0, 1,sin 0) (5.68)
p4\
p3/
Jusva (3, 1) = /s (0, — cos @, —i, sin 0) (5.69)
A
4
Therefore we get
2
ML) =— % [V5(0, =1, =i,0)] - [V/5(0, — cos 6, i,sin )]
2
:e—s(l + cosf) = dra (1 4 cosb) (5.70)
s
Similarly
ML )P = MU NI = (dma)® (1 4 cos§)’ (5.71)
ML AP = MUY = (4ma)? (1 — cos0)? 5.72)
and
(|IMp]?) = 47ra) [2(1 + cos 0)* + 2(1 — cos §)?] (5.73)
= (47?04)2 (1+ cos®0) (5.74)
Finally for the cross section, using Eq. (2.67), we get
0 e (IMP) = (14 cop) (5.7
a9 647r25 cos '
and the total cross section is obtained after integration in the angles to give,
4’
0= (5.76)

The comparison with the experimental result is given in Fig. 5.10
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dor
dcos@

o °f
N 3(8 |
IM(LE - AL __..--""|M{LH—> LAR| @ .
HMIAL— LAIR .~ +|M(AL— AL)?

cos@ cose

Figure 5.10: Solid curve is QED prediction. Dotted curve includes electroweak
corrections. From JADE experiment (Bartel et al. (1985)

5.6.2 Understanding the result

Now that we have obtained the final result we can go back and try to understand
what we got, because that will help us in doing other calculations in a simpler
manner. First we realize that the only non-vanishing amplitudes corerspjnd to
those case where the stotal spin along the axis of the particle-antiparticle pair is +1.
This shown in Fig. 5.11 This can be understood as follows. First the fact that we

u 11,13

N 4
@ ? e 1)

N1

& é: %h,—ﬁ, I
" .

LA= AL 1 cosf +1

Figure 5.11: Non-zero contributions and the spin projections

have spin 1 is due to the fact that a photon with spin 1 is exchanged. On the other
hand, we can express the state with spin 1 and projection +1 along the @ direction,
|1,+1),, as a linear combination of the states along the z axis. The result is

1 1 . 1
11, +1), = 5(1 —cosf)|1,—1), 7 sinf) [1,0), 5(1 +cosf)|1,1), (5.77)

therefore we get easily

ML) o (1, +1[1, 1), = %(1 + cos0) (5.78)
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MO M) o {1111 ~1), = (1 cos) (5.79)

5.6.3 Chirality

We see that (for zero masses) the non-zero interactions do not flip the spin

D i G

Figure 5.12: Non-zero interactions

This is due to a property known as chirality, that is related to the eigenvaleus of
the v5 matrix. Define the projectors?

Pr= %(1 +75) = % E ﬂ P = %(1 —5) = % {_1 _ﬂ (5.81)
PL+Pr=1, P} =Py, P, =Py, PLPp= PP, =0 (5.82)

Then, for the massless case
Pruy = uy, Pruy =0, Pruy =0, Pru; =u, (5.83)
Prvy =0, Proy =y, Ppoy =vy, Proy =0 (5.84)

Therefore for zero masses we have Helicity = Chirality.

5.6.4 Chirality in QED
Define the left and right components of a spinor through

Y= (Pr+ Pp)Yy =1L +9¢r, ¢r=Py, ¢r=Pri (5.85)
Then
G =0+ = (Pt) 2" + (Pet) o = (PR0) 20+ (PRe)'2* (5.80)
= (Pet)' P[7" + (Pry)' P = (Pev))' P’ + (Pr) Prrf” (5.87)
= (1) Pr + (Yr) P =, Pr + 4Py, (5.88)
Therefore for the current term in the QED Lagrangian
Uy = (U Pr 4+ YpPL) v (Y1 + ¥R) (5.89)

2T use L,R for chirality and 7, for helicity
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=YY + Y7 Ur (5.90)

while for the mass term

mpy =m (Y r + Ypibr) (5.91)

Therefore we see that QED current interaction preserves chirality. As in the massless
limit chirality and helicity are the same, it also preserves helicity. Do not forget
that in this identification the positive (negative) helicity anti-particle is left-handed
(right-handed), respectively (see Eq. (5.84))

5.7 How to calculate other processes

Now that we have learned how to calculate the amplitudes and cross section for
a particular process, the question is how can we handle other processes? We just
stay with process with two electrons or positrons in the initial and final states and
keeping all masses at zero.

5.7.1 Bhabha scattering

Let us exemplify how we can extend what we have learned with another process,
e~ +et — e~ + et (Bhabha scattering). For this process we have the two diagrams
of Fig. 5.13

b1 € 6_173 ]él— ]gg
B et et

P2+ et P4 D2 2!
Figure 5.13: Diagrams for Bhabha

Using the fact that, for m, = 0, chirality must be conserved we have only six
possible combinations that we represent schematically in terms of diagrams

—_ 3 —
M4t = ( - § (5.92)
-— 5 -

Mt 14, 1) = > ( (5.93)
ML) = M (5.94)
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/ < <
5.95
M) = >W< IR (5.95)
<

M) = (5.96)

ML) = (5.97)

5.7.2 t-channel currents

To be able to write the amplitudes in the previous diagrams we need, besides the
s-channel results already discussed in Eqgs. (A.18)-(A.21), the non-zero amplitudes
for the t-channel. These can be obtained easily with a simple Mathematica program.
We have in a obvious notation for p; + ps — p3 + p4 processes

Juyus (T, 1) =V/s <COS g, sin g,z sin z cos g) (5.98)
Jugus (35 4) =V/s <COS g, sin g, zsmz cos g) (5.99)
Joyos (T, 1) =V/5 <Cosg,sin g,zsing,cos g) (5.100)
Joros (35 4) =5 <COS g, sin g, —isin g, cos g) (5.101)
Jugus (1, 1) =V <cos g, sin g, isin g, cos g) (5.102)
Juyus (3, 4) =V/s <cos g, —sin g, —isin g, — cos g) (5.103)
Jonos (T, 1) =V/5 <cos g, —sin g, isin g, — cos g) (5.104)
Jonos (35 4) =V/5 <cos g, —sin g, —isin g, — cos g) (5.105)

5.7.3 Final result for Bhabha scattering

The general amplitude for Bhabha scattering can then be written in the form

62 2

e
M(hlu h27 h’37 h4) = _?Julvg(h'h h’2) : JU3U4(h37 h4) + 7Ju1u3<h17 h’3) : Jv2v4(h27 h4)
(5.106)
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Summing the six non-zero helicity amplitudes we get finally

24+ (s+t)? S+ (s+t)?  _(s+1)?
2\ _9 4 2 1

Y ISR TSRS, s 0

1 46/2 2 cos*(0/2 1 2
—9 4 _'_'Ci)s (9/ ) _ COS (9/ ) + cos 0 (5108)

sin(0/2) sin®(6/2) 2
where
t——f(1+c059) ——scoszg u——f(l—(:osﬁ)——ssin2€ (5.109)
T2 h 27 2 a 2 '

5.7.4 u-channel Amplitudes

To be able to calculate all the processes with electrons and positrons we also need
the u-channel amplitudes. These are,

Ty (1, 1) =V/s (smg, cosg, —i cosg,sin g) (5.110)
Juyus(3,4) =V/s (— sin g, cos g, —i cos g, —sin g) (5.111)
Jugus (T, 1) =V/s <— sin g, — CoS g, i cos g, sin g) (5.112)
Jugus (3, 4) =V/s <sing,cosg,icosg, — sin g) (5.113)
oo, (T, 1) =V/5 <— sin g, cos g, i cos g, —sin g) (5.114)
oo, (35 4) =5 <sing,—cosg,icosg,sin g) (5.115)
Jonos (T, 1) =V/5 <sin g, cos g, —1i cos g, —sin g) (5.116)
Toyvs (4, 4) =V/5 (— sin g, — cos g, —1 CcoS g, sin g) (5.117)

5.8 Producao de hadroes em colisoes e~ + e*

5.8.1 Hadronizacao

Na colisao e~ + e' podemos produzir um grande niimero de estados finais: e~ + et
(Bhabha), u= + u*, v + v e em geral qualquer par de fermioes ff. Podemos por-
tanto ter também a producao de pares quark-antiquark, e + et — ¢+ q. Se as
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y4! DPs3

P2y P4

q
Figure 5.14: Difusao e~ +et — ¢+ 7.

energias foram baixas isso ocorre através do diagrama de QED indicado na Fig 5.14
Como os quarks nao sao estados livres (confinamento), quando estao a distancias
da ordem da dimensao dos hadroes (1 fm = 107 m) a interagao forte vai pro-
duzir muitos novos pares ¢q e gluodes que finalmente se combinam para produzir os
hadroes que sao medidos no detetor. Este processo chama-se hadronizacao e esta
representado na Fig. 5.15 Quando estes acontecimentos sao observados nos dete-

)

Jet 1

]
\ 4
J

Jet 2

/

Figure 5.15: Processo de Hadronizacao

tores eles mantém a memoria do acontecimento original e aparecem como dois jatos
de particulas que aparecem em sentidos opostos (back-to-back) e apontando para
as direcoes dos quarks inicias que lhes deram origem, como representado no lado
esquerdo da Fig. 5.16. Por vezes parecem acontecimentos com trés jatos que podem
ser interpretados como resultado da hadronizacao do gluao, um processo de ordem
mais elevada, desde que esse gluao leve uma percentagem significativa da energia,
como representado na Fig. 5.17. De facto a observagao deste acontecimentos sao
uma prova experimental da existéncia dos gludes, os portadores da forca forte na
chamada Cromodinamica Quantica (QCD).

5.8.2 Processo elementar

Apesar de todas as complicacoes anteriores o processo elementar que esta na base
de todas estas consideragoes é um processo simples em QED (desde que as energias
sejam tais que /s < My),

e +et = q+7 (5.118)
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Fig. 82 A typical two-jet event. (Source: ).  Fig. 8.3 A three-jet event. (Source: |. Dorfan,
Dgrfan, SLAC) SLACH

Figure 5.16: Acontecimentos com dois e trés jets.

Figure 5.17: Processo elementar com emissao dum gluao

que corresponde ao diagrama da Fig. 5.14. A amplitude é entao

M= (mjSepz)Q [0(p2)y"u(p1)] [@(ps)y"v(pa)] (5.119)

onde @, ¢ a carga do quark em unidades de e, isto é, Q,, = 2/3, Q; = —1/3. Usando
o truque de Casimir obtemos para a amplitude nao polarizada, isto ¢, somando todos
os spins finais e fazendo a média sobre os spins iniciais,

1Qzet
4 52

(IM[*) = Tr[(P2 — me)y" (b + me) Y 1T (s + mg)7u(Pa — mg)n] - (5.120)

onde s = (p; + p2)?. Usando os teoremas dos tragos podemos obter,

2,4
q

(IMP) =82

52

[(p1 - 3)(p2 - pa) + (P1 - pa)(P2 - P3)

+mZ(ps - pa) + me(p1 - p2) + 2mZm]]

4m?  4m? 4m? 4m?
—Q2t |1+ e 1y (1 - m@) (1 - —q> cos? 9] (5.121)
S S

S S
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onde usamos a cinematica para obter

Vs Vs
7 7(170707_ﬁe)

p3 = \/_( 1, B,sin 6,0, 5,cos8), p \/5

o Jiodme Amy (5.122)

onde S, B, sao as velocidades do eletrao e do quark no referencial do CM, respeti-
vamente. Usando a Eq. (2.67) obtemos

1= (17070766)7 P2 =

(1, —Bysin 0,0, — B, cos )

do
a0 647r256 <‘ |>

2t |1 —4Am?2/s Am?2  4Am? Am? Am?
— Qq q/ 1 + me + q + Me -1 COS2 9
64m2s \| 1 —4m2/s s s s s

(5.123)

A seccao eficaz obtém-se fazendo a integracao final nas varidveis angulares com o

resultado
dma?Q2 |1 —4m2/s 2m? 2m
= 1 <1+ — 5.124
7 3s 1—4mz/s{+ s}{+ s} ( )

Notar nesta equacao o limiar de produgao. A energia no CM tem de ser maior que
duas vezes a massa do quark para a reacao ter lugar, isto é, /s > 2m, assegurando
que as raizes quadradas sdo bem definidas. Quando /s > m.,m, a expressao
simplifica-se enormemente para dar,

4o’ Q?
o= TQq . (5.125)
S

5.8.3 A razao R

Quando comecamos com uma energia do feixe minima para aparecer o primeiro
par de quarks e comecamos a aumentar essa energia vamos passando os diferentes
limiares de producao para as diferentes espécies de leptoes e quarks. Este efeito
pode ser descrito duma forma muito conveniente definindo a razao R,

o(e” + et — hadrons)

R =
oo+ et >+ i)

(5.126)

Se usamos a expressao aproximada na Eq. (5.125) devemos obter

R(vs)=3) _Q; (5.127)
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onde a soma é sobre todos os quarks tais que /s > 2m,. O fator 3 vem porque cada
quark aparece em 3 cores. Assim se estivermos a uma energia onde sé podem ser
produzidos os quarks u, d, s temos

SRORCIEEEE

Acima do limiar de producao do quarks ¢ devemos ter

R=3

2\% 10
R=2+3(=-) =— =3.33 (5.129)
3 3
e acima do limiar do b
10 ~1\* 11
R=—+3|— ) =— =367 5.130
3 + ( 3 ) 3 ( )

1

O = B Wb oAk B oy & @

-

L-TE R R R B Y
T T

o
:
B
|
-5
B
g
B

Figure 5.18: Grafico de R baseado em dados experimentais. Tirado do Griffiths.

Se houve energia suficiente para produzir o quark top tinhamos R = 5. Temos
assim um efeito de escada em que ha medida que a energia aumenta o R vai subindo
a escada.

Como compara isto com a experiéncia? Vemos na Fig. 5.18 o grafico de R
baseado em dados experimentais. Vemos que o andamento em patamares se con-
firma, incluindo o fator 3 da cor. No entanto ha zonas de ressonancias que nao
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sao explicadas pelo argumento acima. Quando a reacao tem a energia exata podem
ser produzidos estados ligados quark-antiquark que aparecem como ressonancias
na figura: p,w,®,,---. Mas se excluirmos estas ressonancias o andamento geral
confirma os calculos e em particular constitui uma demonstracao experimental da
existéncia de tripletos de cor, a base para a construcao da Cromodinamica Quéantica,
a teoria das interacoes fortes. Voltaremos a esta teoria depois de vermos as teorias
de gauge no capitulo 6.
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Problemas capitulo 5

5.1 Considere os processos em QED:
e +et =>y+y, e +e —e +e, y+y—e +et (5.131)
a) Desenhe os diagramas de Feynman para cada um destes processos.
b) Escreva as respetivas amplitudes.

5.2 Utilize as expressoes explicitas dos spinores u e v, Eq. (4.79) e Eq. (4.80) para
mostrar as seguintes propriedades

u(p, s)u(p, s') =v(p, s)v(p, s’) = 2mdsy (5.132)
ul(p, s)u(p, s') = —v'(p, s)v(p,s’) = 2E5.y (5.133)

> ulp,s)ati(p, s)s = (P + m)as (5.134)

S

> v, 5)aT(p, 8)s = (p— M)as (5.135)

S

5.3 Considere o processo p; + ps — ps + ps. Defina as varidaveis de Mandelstam
s=(p1+p2)? t=(p1—ps)’, u=(p1 —pa)° (5.136)
Mostre que satisfazem a relagao
s+t+u=mi+m;+m;+m] (5.137)
isto é, s6 duas delas sao independentes.

5.4 Evaluate the differential cross section for Bhabha scattering: e~ +et — e™ +e™.
Do not forget that there is a minus sign between the two diagrams.

5.5 Evaluate the differential cross section for e +e~ — e~ +e~, Moller scattering.
Do not forget that there is a minus sign between the two diagrams.

5.6 Para entender a Eq. (5.34), veja o Complemento 4.1 de Introducao a Teoria de
Campo [3].



Chapter 6

Gauge Invariance

Aqui seguimos as secgoes 10.1 a 10.2 do Griffiths [2] e o capitulo 2 do meu texto
FIE [6].

6.1 Lagrangeanos em mecéanica classica

Em mecanica classica a equagao fundamental é a lei de Newton,

dv

m (6.1)

F=mid=

Se um sistema for conservativo entao a forga pode ser obtida duma funcao potencial,
U(r), através da relacao 5

F=-VU (6.2)

e portanto as equacoes do movimento escrevem-se

dv -
m— = —VU . 6.3
pm (6.3)
A mesma dinamica pode ser obtida num formalismo alternativo, designado por
formalismo lagrangeano. Ai comeca-se por definir o lagrangeano (ou funcao de

Lagrange) através da relacao

L=T-U (6.4)
onde T é a energia cinética,
1
T = quﬂ (6.5)

e U a energia potencial. As equagbes da dinamica resultam de exigir que a agao
definida como o integral do lagrangeano,

ty
5= / it (6.6)
t;

109
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seja estacionéria (0.5 = 0) para a trajetéria da particula. Este requisito conduz as
chamadas equagoes de Euler-Lagrange, que se escrevem

d oL 0L
— (6.7)
para um sistema com n coordenadas ¢;, ¢ = 1,2,...n e onde se definiu
0q;
li = : 6.8
6 =3 (6.8)
Aplicando a um problema a trés dimensoes obtemos
oL
oL
= _—V,U 6.10
or, Y (6.10)

e a Eq. (6.7) conduz a mesma Eq. (6.3).

A este nivel parece uma complicacao desnecessaria. No entanto, os lagrangeanos
sao muito tuteis por duas razoes. Primeiro porque alguns problemas sao mesmo mais
faceis de resolver usando este formalismo (por exemplo péndulos acoplados), e em
segundo lugar porque as simetrias conduzem naturalmente a leis de conservagao. De
facto ja discutimos no capitulo 3 esta relacao. Por exemplo, se L nao depender das
coordenadas, a Eq. (6.7) imediatamente nos diz que o momento linear é conservado.

6.2 Lagrangeanos em teoria de campo

Os lagrangeanos em teoria de campo relativista tém uma importancia fundamental.
Isto deve-se fundamentalmente a importancia que as simetrias tém na descricdao
das interacoes fundamentais da Natureza e essa simetrias sao implementadas duma
maneira muito mais simples nos lagrangeanos. Em mecanica classica as variaveis
dependem do tempo, z;(t), enquanto que em teoria de campo lidamos com campos
que dependem do ponto do espago tempo x* = (¢, Z), por exemplo para um campo
escalar, ¢(x).

Nao vamos aqui fazer uma deducao da passagem de sistemas com um nimero
finito de graus de liberdade para a situagao em teoria do campo onde temos infinitos
graus de liberdade. Vamos s6 dar o resultado sobre a forma de dicionério, conforme
indicado na Tabela 6.1. E fdcil de verificar que para o campo real de Klein-Gordon
a seguinte densidade Lagrangeana

1 1
L= 50,00") — §m2¢2 (6.11)
reproduz a equacao de Klein-Gordon,

(O+m*)p=0. (6.12)
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Sistemas Finitos | Teoria do Campo
graus liberdade

t xt

q ¢(z)

q ()

— [La.d) | 5= [ do£.0,0

4o oL _ |, b oc_
dtdq  9q "0(0,0) 99

Table 6.1: Dicionario para lagrangeanos em teoria de campo.

Para o campo de Dirac temos que tratar o spinor e o seu adjunto como graus
de liberdade independentes (tal como acontece no campo escalar complexo, ver
problema 6.4). Assim ¢é facil de ver que a seguinte densidade Lagrangeana

£ = i O — i

conduz a equagao de Dirac. De facto As equagoes de Euler-Lagrange sao, para o
caso do campo de Dirac,

oL oL oL oL
K —— =0, F——m—-—==0 6.13
d(0r)) o 0 (0m)) O (6.13)
Do lagrangeano, Eq. (6.13), obtemos
oL oL
= — 0, — =1 “8 - 6.14
e portanto
("0, —m) =0, (6.15)

como queriamos mostrar. A densidade Lagrangeana de Dirac tem uma propriedade
notavel. E invariante para as transformacoes

()= @) 5 D) =gee (6.16)

com « constante. Isto corresponde a redefinir a fase da funcao de onda, que certa-
mente ¢é arbitraria. Veremos na secgao seguinte as implicagoes que esta observacao
tera.

Antes de terminar consideremos mais dois exemplos, o caso dum campo de spin
1 com massa e o caso do fotao, spin 1 sem massa.

Exemplo 6.1 Considere o lagrangeano de Proca para uma particula de spin 1 com

massa,

1 1
L=—FuwF" + émQAMA“ (6.17)



112 Chapter 6. Gauge Invariance

Onde
F. = 0,A, — 0,A, (6.18)
Vamos deduzir as equagoes de Euler-Lagrange. Obtemos
oL
— = —F" 6.1
20, 4y) (6.19)
= m2AY 2
94 m (6.20)
e portanto as equacoes de movimento sao
0 F" +mPAY =0 (6.21)

que foi a equacao de movimento que usamos no capitulo anterior quando dis-
cutimos o bosao vetorial intermédio.

Exemplo 6.2 Considere o lagrangeano de Mazxwell com intera¢ao com uma cor-
rente exterior,
1
L= _ZFWFW - J, A" (6.22)

Obtemos facilmente as equacgoes de Maxwell,

D™ = J¥ . (6.23)

6.2.1 Comments on the Dirac Lagrangian
The Dirac Lagrangian, B B

£ = i7" Oy — mi (6.24)
has the following important properties. First it is a scalar under Lorentz Transfor-
mations

¥ = e, psi'() = SP(x), P(a') = P(x)S~! (6.25)
In particular this means that,

e 1) is a scalar under Lorentz transformations

P'(a') = P()STISP(x) = Y)Y (x) (6.26)
e As under Lorentz transformations
Py (2') = at, )y () (6.27)

is a vector (transforms like the coordinates) and 0,is also a vector, then the
Lorentz scalar product of two vectors is a scalar

The second property is that it is a number, 1 x 1 matrix, in Dirac space. For
instance,

10 0 O Uy
Byota) = (o105, 05.01) o o O o | |02 = el = sl P
00 0 —1| |
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6.3 Invariancia de gauge. O eletromagnetismo

Nas transformagoes consideradas na seccao anterior o parametro « era constante.
A invariancia global queria entao dizer que a escolha das fases era arbitraria e que
se escolhéssemos as fases doutra maneira ao mesmo tempo em todos os pontos do
espaco-tempo a teoria seria idéntica. Dissemos no capitulo 3 que a existéncia destas
invariancias implicava que houvesse quantidades conservadas no tempo.

Posta a questao nestes termos, a pergunta que surge naturalmente é saber se ha
teorias em que a escolha das convencoes das fases pode ser feita localmente, isto é,
diferente para cada ponto do espaco-tempo. Em principio, estas teorias se puderem
ser formuladas, deverao ser mais relevantes para a Fisica pois parece-nos logico que
dois experimentadores em laboratorios diferentes possam fazer escolhas diferentes
das convengoes e obter os mesmos resultados fisicos. Queremos portanto teorias em
que o lagrangeano seja invariante debaixo de transformacoes de simetria interna mas
que dependem do ponto do espaco tempo.

Estas teorias existem e sao as denominadas teorias com invariancia padrao ou
teorias de gauge na designacao inglesa. Usaremos esta tltima designacao por ser a
mais corrente entre os fisicos. Pedir que uma teoria possua invariancia local é uma
condicao muito restritiva. De facto se tivermos uma teoria que tenha uma dada
invariancia global, normalmente nao serd possivel torna-la localmente invariante sem
adicionar mais qualquer coisa. Essa qualquer coisa é o conceito de forca traduzido
em teoria quantica dos campos por um campo que € trocado entre as particulas que
interagem. Consideremos como exemplo o caso do campo de Dirac. O lagrangeano
¢ dado na Eq. (6.13),

L =i —m)y (6.28)
Esta teoria é invariante quando efetuamos transformacoes de fase constantes como
na Eq. (6.16). Vamos ver o que se passa quando as transformagoes sao locais, isto é,
a escolha de fase é independente em cada ponto do espago-tempo, e para simplificar
vamos considerar transformacoes infinitesimais®,

0 =ia(z)y ; 5 = —ia(z)p (6.29)
Temos entao
0L = —ia(x) (i — m)y + ia(x) V(i@ — m)p — Py ()
— T Bal) (6.30)

Portanto o lagrangeano deixa de ser invariante. E facil de ver que o problema estd
ligado ao facto de 9,7 nao se transformar como 1. Assim introduzimos o conceito
de derivada covariante D, tal que numa transformacdo de gauge, Eq. (6.29), se
transforme como os campos, isto é

O(Dpy) = i) Dy (6.31)

!Para transformagoes continuas (grupos de Lie) o que se passa para transformacoes infinitesimais
também é verdade para transformacoes finitas. Ver problema 6.1
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Definimos a derivada covariante pela relacao
D, =0, +ieA, (6.32)

e vamos ver que transformacoes deve ter o campo vetorial A, para satisfazer a
Eq. (6.34). Obtemos sucessivamente,

0(Dyp) =0(ieA, )P + D, (5¢)
=ied A, + 0, (ia(x)Y) + ie A, (ia(x)y)
=io(x) Dy + 1ed A + i0,a(z)y (6.33)

Agora comparando a Eq. (6.33) com a Eq. (6.31), obtemos a lei de transformagao
do campo vetorial A,, dada por

5A, = L 9,a(x) (6.34)
e

Esta lei de transformagao é exatamente uma transformacao de gauge do eletro-
magnetismo se A, for interpretado como o campo do fotao. Assim vemos que o
campo vetorial A, representa a forca de que tinhamos falado anteriormente que as-
segura que podemos escolher a fase de maneira diferente em diferentes pontos do
espaco tempo. A introducao do campo A, forga a introdugao de novos termos no
lagrangeano, em particular os termos de energia cinética? para esse campo. A tnica
combinagao quadratica nas primeiras derivadas do campo A, que ¢ invariante para
a Eq. (6.34) é o tensor de Maxwell,

F,, =0,A,—0,A, (6.35)
De facto usando 6.34 em 6.35 obtemos trivialmente
0F,, =0 (6.36)

Por outro lado termos de massa da forma A*A, nao sao invariantes exigindo que o
fotao nao tenha massa. Portanto o lagrangeano

| o
Lopp == 7 Fu " + (iD= m)y (6.37)
=Liivre + ‘Cinteracgéo (6.38)
onde ]
'Clivre = _ZF;WFMV + @Z)(Z@ - m)z/) (6.39)
€
Linteracgéo = —epyp A (6.40)

é invariante para as transformagoes de fase locais, Eqs. (6.29) e (6.34). Diz-se que é
uma teoria com invariancia de gauge. O lagrangeano 6.38 descreve a interacao dos
eletrdes com os fotoes. E chamada eletrodinamica quantica (QED). Para aplicagao
posterior recordemos aqui os passos que nos levaram até ela.

2Isto é os termos quadraticos nos campos.
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i) Tinhamos uma teoria que era invariante para transformagoes globais. Neste caso
o grupo de transformagdes era abeliano, multiplicagao por uma fase, U(1).

ii) O requisito que a invariancia se mantivesse quando as transformagies fossem
locais levou-nos a introducao dum novo campo, o fotao A,, com transformagoes
univocamente dadas por essa condi¢do. Fisicamente € o fotao que assequra que
as diversas escolhas de fase sao consistentes.

iii) Foi necessdrio introduzir um novo termo no lagrangeano para nos dar a propagagao
dos fotoes livres. Fste termo deve possuir invariancia de gauge.

6.4 Teorias de Yang-Mills

Os mesmos passos que nos levaram a QED podem ser dados quando o grupo de
transformacoes das fases é nao abeliano. Neste caso dizemos que temos uma teoria
nao abeliana com invariancia de gauge ou teoria de Yang-Mills [13], embora este
nome se devesse s6 aplicar ao caso em que o grupo é SU(2). Como alguns conceitos
tém que ser generalizados vamos ver os passos em detalhe.

Comecemos pelo lagrangeano para campos fermiénicos generalizando QED. Seja

L=V(id —m)¥ (6.41)
onde ¥ é um vetor coluna
U
U= 1/? (6.42)
n

num espaco vetorial de dimensao n, onde atua uma representacao do grupo nao
abeliano GG
OV =i (2)QV, a=1,2,...m (6.43)

Q% sao m matrizes hermiticas n x n que obedecem as relacoes de comutacao de G,
[Q°, Q] =ifoeQ (6.44)

sendo %€ as constantes de estrutura de GG. Desta relacdo resulta que m é a dimensao
da representacao adjunta de GG, pois esse é também o ntimero de geradores do grupo
que obedecem a uma relagao semelhante a Eq. (6.44).

O lagrangeano 6.41 nao ¢ invariante sob a acao das transformagoes 6.43. Para o
tornar invariante introduzimos a derivada covariante, generalizando a Eq. (6.32),

0y — D,V = (9, +igAQ") W (6.45)

onde A}, sio m campos vetoriais, que vao desempenhar um papel andlogo ao do fotao
no eletromagnetismo, e que sao designados por campos de gauge. As matrizes Q*



116 Chapter 6. Gauge Invariance

sao as apropriadas para a representacao de ¥ de dimensao n. A lei de transformagcao
de Af, ¢ obtida pelo requisito de que D,V se transforme como V. Para a calcular
introduzimos a notagao compacta

aqy (6.46)
AsQe (6.47)

|
)

S
Il

n

onde g e A, sdo matrizes nxn e fungoes de (). Entdo 6.43 escreve-se simplesmente
W=ieV (6.48)

Calculemos entao a variagao de D, V. Obtemos
6(D, W) =0,(69) +1ig A, (0¥) +ig (0A,) ¥ (6.49)
=ig OV +i(0,eV)—gA, eV +ig(dA,) ¥ (6.50)

Nos queremos que

(DY) =ie D,V (6.51)
=ied,V—geA V¥ (6.52)

Comparando as Egs. (6.50) e (6.52) obtemos
, 1
0A, =i [g, A;J — gaug (6.53)

que é a transformacao dos campos de gauge escrita numa forma matricial. Em
termos das componentes A, a equacao 6.53 escreve-se
SA® = bca bAc 18 a 6.54
w _f € 1% - ; Ng ( . )
Notar que no caso do grupo ser abeliano tanto a Eq. (6.53) como a Eq. (6.54) se
reduzem a expressao valida numa teoria abeliana como QED, Eq. (6.34) (nesse caso
m=1).
A derivada covariante, Eq. (6.45) tem algumas propriedades importantes para o
seguimento e que vamos aqui indicar.

i) A derivada covariante pode ser escrita na forma
. 0P
H jea

para um campo arbitrario ®, fermionico ou bosénico. Esta expressao permite-
nos escrever a derivada covariante de qualquer campo, ou fungoes de campos,
desde que se saibamos as suas propriedades de transformacao.

D, =09,8+g A (6.55)
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ii) A derivada dum produto pode ser facilmente calculada a partir de

o(¢p) = (09)¢ + $d1p (6.56)

Entao a Eq. (6.55) implica
Dy(¢) = (Duop) ¥+ ¢ Dy (6.57)

iii) O comutador de duas derivadas covariantes pode ser facilmente calculado. De
facto nao é zero, nem mesmo para um grupo abeliano. Obtemos

(DuD, — D,D,)¥ =(0, +ig A,)(0, +ig A,) T — (< v)  (6.58)
=ig (8,4, — A, +ig [A,,A]) ¥ (6.59)

Portanto
(D, D)) ¥ =ig F,,¥ (6.60)

onde I, = F};, Q% é definido por

E;w = 8M AI/ - 81/ AN + Zg [Aﬂ?Ay] (661)

Vemos assim que F,, ¢ a generalizagao para o caso nao abeliano do tensor
de Maxwell. Podemos verificar que se transforma duma forma covariante (nao é
invariante) para as transformagoes dos campos de gauge, Eq. (6.53),

5(F,,) =0, (z e, 4,] ; ayg) 0, (z e A] - ; aug)

—9[le A A)] —il0.e, Al —g A, e, A)])] —i[A, 0.
e P (6.62)

Contrariamente ao caso abeliano, I, nao é invariante. De facto transforma-se como
um vetor num espago de dimensao m (a dimensao do grupo), isto é

SF;, = —f*e"Fy, (6.63)

onde
Fi, = 0,A% —0,A% — g fbcaAZAg (6.64)

A lei de transformacao, Eq. (6.63), permite mostrar que a generalizacgdo do la-

grangeano de Maxwell

1 a aurv
Ly =~ Fp, P (6.65)
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é invariante para as transformacoes de gauge 6.53. Juntando todas as pecas, con-
cluimos que a generalizacao do lagrangeano 6.41 que possui invariancia de gauge
local é

s (4 1 a auv
L=W(iP—m)V — F F (6.66)

Antes de acabarmos esta seccao vamos fazer alguns comentarios sobre o que
acabamos de ver e as suas aplica¢oes. Primeiro que tudo o lagrangeano na Eq. (6.66)
descreve a teoria fisica para uma das interacoes fundamentais da Natureza, quando
o grupo G é SU(3). E a chamada Cromodinamica Quantica (QCD) que descreve as
interacoes fortes. Nessa teoria os campos de matéria sao os quarks que se encontram
na representagao fundamental do grupo (tripletos de SU(3)) e os campos de gauge
sao os gludes que se encontram na representacao adjunta de SU(3) que é aquela que
tem a mesma dimensao que o grupo (8 para SU(3)). Outra observacao tem que ver
com a massa para os campos de gauge. Um termo de massa para os campos de

gauge teria a forma
1

Linassa = 5 m*ALA™ (6.67)
e é facil de ver que as transformacgoes na Eq. (6.54) nado deixam o lagrangeano
na Eq. (6.67) invariante. Assim o fotao e os gludes aparecem naturalmente como
particulas sem massa. Contudo para as interacoes fracas este facto levanta problemas
pois nds sabemos que devido ao seu curto alcance, os portadores da forca fraca devem
ter massa. Este problema que persistiu na fisica de particulas durante varias décadas
so foi resolvido com a quebra espontanea da simetria e o mecanismo de Higgs que
veremos no capitulo seguinte. Finalmente um comentério sobre o caso do grupo G
nao ser simples, por exemplo

G = SU(2) x U(1) (6.68)

Neste caso a generalizacao da Eq. (6.66) obtém-se do modo seguinte. Para os campos
de matéria o lagrangeano tem a mesma forma mas a derivada covariante, Eq. (6.45) é
agora uma soma sobre todos os campos de gauge com uma constante de acoplamento
por cada grupo fator. O lagrangeano para os campos de gauge é simplesmente a
soma de lagrangeanos do tipo da Eq. (6.65) para cada grupo fator.

Para dar um exemplo concreto vamos considerar o grupo G' = SU(2) x U(1) que
como veremos mais a frente vai ser precisamente o caso do modelo standard das
interagoes eletrofracas. Neste caso o lagrangeano sera,

1

_ 1
L= T(ip—m)¥; — Wi W — 2B, B (6.69)
f

onde a soma ¢é sobre todos os fermides da teoria. Os campos de gauge introduzidos
sao convencionalmente designados por W¢ para SU(2) e B, para U(1), com os
tensores do campo dados por

We, = 0,W) —o,Wy —g frWIWS (6.70)
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B, = 0,B, — 8,B, (6.71)

A derivada covariante tem agora uma contribuicao de cada campo de gauge com
uma constante de acoplamento diferente. Assim temos,

DU = (9, + z’gwg% +ig'V B,)U (6.72)

onde Q* = % para SU(2) e Y, designada por hipercarga, uma matriz proporcional
a matriz identidade para o grupo U(1). Voltaremos a este assunto no capitulo 9.

6.5 Regras de Feynman para a teoria de gauge

Consideremos uma teoria de gauge simples descrita pelo lagrangeano da Eq. (6.66).
Vamos aqui enunciar as regras de Feynman para essa teoria sem demonstragao. O
objetivo é comparar com QED para ver as semelhancas e diferencas. De facto essas
regras sé sao suficientes para calcular em ordem mais baixa de teoria de perturbacoes,
mas a quantizagao das teorias de gauge nao abelianas estd muito para além deste
curso elementar (ver o meu texto Advanced Quantum Field Theory [14]).

6.5.1 Propagadores

Comecemos pelos propagadores. Aqui nao ha nada de novo, para além do facto que

agora temos m campos de gauge. A estrutura dos termos quadraticos é a mesma

que a teoria de Dirac e de Maxwell e portanto obtemos?®,

[1, & ANNNANNAN V, b —i0ab % (6.73)
i(p+my)

— S (6.74)
p my

6.5.2 Vértices

Os vértices vém dos termos com trés ou mais campos no lagrangeano. Da Eq. (6.66)
obtemos

1 _
Lint = g0 AL AT — L g? fO0° 1AL AT AP — g QAL (6.75)

3Tecnicamente na gauge de Feynman. Para mais detalhes sobre a escolha de gauges ver a
Ref. [14].
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o que conduz a interacoes com trées e quatro campos de gauge, que nao existiam em
QED, para além da generalizacao da interacao entre fermioes e campos de gauge.
As regras de Feynman estao descritas nas figuras seguintes.

Notar que para grupos abelianos as constantes de estrutura, f% = 0, e as
interacoes triplas e quarticas desaparecem, mantendo-se somente a interagoes entre
os fermides e o campo de gauge, como em QED.

Interacoes triplas de campos de gauge

p,C
Ips —gf g"(p1 — p2)? + ¢ (D2 — p3)* 6.76)
P2 .
S wm 97 (ps — )"
W, a v,b
Interacoes quarticas de campos de gauge
o,d p,C
p} ’/pg —292 feabfecd(f]upguo - g,uogup>
p}’ \p2 _'_feacfedb(guogpv - g,ul/gpo) (677>
m,a v, b +feadfebc(gm/gpa - gupgua)]
Interacoes de fermioes com campos de gauge
K, a
Tp:a
—i gyMQ0.
P i gy (6.78)
“h
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Problemas capitulo 6

6.1 Mostre que o lagrangeano de QED, Eq. (6.38), é invariante para transformacoes
finitas,

/ ia(x / 1
Y = @)y, A=A, — gauoz(x) (6.79)

6.2 Mostre que o lagrangeano
1 a rrauv
Lyy = _ZF’“’F (6.80)

¢é invariante para as transformacoes

a Cca, C 1 a
SAL = —fre eb AC — p 0, (6.81)
6.3 Para o grupo das rotagoes num espaco a n dimensoes, O(n), os % n(n — 1)
geradores independentes sao dados por
com L;; = —Lj;. Considere agora o caso de O(3).
a) Identifique
Ji=1Lay ; Jo=Lsn ; J3y= L (6.83)
Mostre que os J; tém as seguintes relagoes de comutacgao
b) Um vetor de Ej transforma-se como
V=l y (6.85)

Para uma transformacao infinitesimal encontre a lei de transformagao

SV = (6.86)
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c) Verifique que esta lei para uma rota¢ao em torno do eixo dos zz d& o resultado
conhecido

SVi =0V,
5V =— 0V,
§V5 =0 (6.87)

d) Mostre que para transformagoes infinitesimais se tem

o(ViVi) =0 (6.88)

e) Considere agora transformagoes finitas

V=l (6.89)

Mostre que
VTV =vTy (6.90)
6.4 Considere o lagrangeano seguinte
L=0,0"0"p—m’¢*¢
a) Verifique que as equagoes de movimento sao as equagoes de Klein-Gordon.
b) Verifique que o lagrangeano é invariante para as transformagoes
¢ =e " ¢ : o = constante

c¢) Considere a acgao definida para campos reais, ¢;, i = 1,2. Mostre que se a
acao

S = / d*zL(¢i, 0,0;)
¢é invariante para uma transformagao

O = ¢y —icNy; &,

onde ¢ ¢ infinitesimal e A;; sao constantes, entao existe uma corrente conser-
vada, isto é

9,J" =0
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onde

oL
TS U e
J i\ij (’9((%@) ?;

Este resultado é conhecido pelo nome de teorema de Noether .

d) Aplique este resultado ao lagrangeano dado. Para isso faga

o+ oo
V2 V2

b1 Pp = —i (6.91)

e) Mostre que se & = a(z) o lagrangeano
L= (0,+ ieAuY ¢* (0, —ieA,) ¢ — m2¢*¢5
é invariante para as transformacoes

¢/ _ efiea(:v) (b

se A, se transformar de forma apropriada. Qual? Comente.
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Chapter 7

Weak Interactions: from Fermi
Model to the V-A Theory

Seguimos aqui as secgoes 7.1 a 7.4 do livro do Bettini [15] e as secgoes 4.1 e 4.5 do
meu livro FIE [6].

7.1 A teoria de Fermi
A teoria das interagoes fracas comecou com a teoria de Fermi para o decaimento f.
n—ptetv (7.1)

Na altura eram conhecidos o protao, o neutrao, o eletrao e o neutrino que foi precisa-
mente introduzido para que a conservacao da energia fosse satisfeita. Para explicar
o decaimento 7.1 Fermi introduziu o seguinte lagrangeano

Ga — _
Ly = 7’% Dy Yatin V1P, + hoc. (7.2)

que corresponde ao diagrama de Feynman da Fig. 7.1. Com este lagrangeano pode-se

Y

€

b
n /‘/e
\'\V

Figure 7.1: Decaimento 3 do neutrao

125
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calcular a largura do decaimento. Obtemos para a amplitude

M= % ()" u(p) (k) a0 (g2) (7.3)

De facto nao podemos descrever os nucledes por ondas planas, mas temos que usar
fungoes de onda nucleares. Isto resulta nalguma complicacao em que nao vamos
aqui entrar [16]. Com algumas aproximagoes obtemos para o espectro de energia do
eletrao emitido

ar G
N(E FE?2 —m2 E(A - E)? 4
(B) = o =~ /EF i E(A~ B) (74
onde F é a energia do eletrao e
A =m, —m, (7.5)

O espectro de energias esta representado na Fig. 7.2

dN/dE

1.0
0.8;
0.6;
04!

0.2}

0.0i““““““““ E(MeV)
0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Figure 7.2: Espectro de energias do eletrao no decaimento 3. As unidades sao
arbitarias

Para a largura total vem entao

2G2
/ VE? —m? E(A - E)?
=3.6x 107 G’ﬁ todas as grandezas em MeV (7.6)
Conhecendo o tempo de vida média do neutrao obtinha-se um valor para G
Gp~14x10°GeV 2 (7.7)

Notar que o valor de Gz ¢ ajustado para se obter o valor de I'. O sucesso da teoria
estava em prever um espectro N(E) em acordo com o que era na altura medido.
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7.2 A teoria V-A

7.2.1 Introducao

Depois do sucesso da teoria de Fermi, procurou-se estender o método a outros de-
caimentos radioativos. Para isso foi importante notar que o lagrangeano 7.2 se pode

escrever na forma o
MB ga
7 Jy Jea +hc. (7.8)

onde J&' e J sao as correntes definidas por

Lg=

Jg = Ee’ya% ) Jg = EpVawn (7'9>

Estas correntes sao semelhantes a corrente eletromagnética em QED. Como vimos
no capitulo 4, (ver a Ref. [3] para mais detalhes) estas correntes tém um carédcter
vetorial, isto é, numa transformacao de Lorentz transformam-se como um vetor.
O lagrangeano assim construido é portanto um escalar de Lorentz. Mas em 1936
Gamow e Teller [17] mostraram que a Eq. (7.2) ndo é dnica e que o lagrangeano
escalar mais geral deveria ser uma mistura da seguinte forma

L = cybn bty S xS
+21, V"YU YNt VxV
+esth, 0P, o Oapthy TxT
+eaV Y Vs tn Ve sthy A XA
+esU,5Un VeVt PxP

e os coeficientes da combinacao linear s6 podem ser determinados pela experiéncia.
Na Eq. (7.10) estao indicadas as propriedades de transformagcao para transformagoes
de Lorentz dos diferentes termos. Gamow e Teller mostraram que no limite nao
relativista se obtém

SS, VvV — AJ=0 (7.10)
AATT — AJ=0,%1 (7.11)
Portanto, enquanto que a descrigdo de Fermi (V' x V) poderia explicar transi¢oes
com AJ = 0, alguma parte de A x A ouT x T deverd estar presente para explicar as

transi¢oes com |AJ| = 1. Um grande trabalho experimental foi entao empreendido
para determinar os coeficientes c¢;.

7.2.2 Violacao de paridade nas interacoes fracas

Todo o trabalho anterior foi feito tendo como hipdtese de base que a Paridade era
conservada nas interacoes fracas, tal como o é no eletromagnetismo. Contudo, como
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vimos no capitulo 3, em 1956 Lee e Yang [18] mostraram que esta ideia devia ser
abandonada para explicar o chamado 7 — 6 puzzle. Este consistia em compreender
porque é que os dois decaimentos

0 K" —rtrd
T KT atrta (7.12)

podiam ocorrer simultaneamente quando as paridades dos dois estados finais eram
diferentes, isto é

P(rtn®) =+1 P(rtrtr™) = -1 (7.13)

Isto poderia acontecer se a Paridade nao fosse conservada nas interagoes fracas.
Eles propuseram entao um conjunto de experiéncias para testar esta ideia, e nos
dois anos seguintes foi mostrado que de facto assim é, em particular na experiéncia
de Wu et al., [19]. Assim a construcao de Gamow e Teller tem que ser modificada
para incluir, por exemplo, termos da forma V' x A,

@ﬂawn Ee')/oﬂ/ﬂz)u (714)

Era preciso recomecar do inicio e comparar com a experiéncia de novo.

7.2.3 Neutrinos esquerdos e a corrente lepténica

Nesta busca experimental que levou a descoberta da violacao da Paridade nas in-
teragoes fracas uma descoberta importante que foi feita diz respeito aos neutrinos,
nomeadamente que eles tém helicidade negativa. Como o projetor da helicidade
negativa é

1
P, = 2'75 (7.15)
isto quer dizer que
wu - PL,QZ)V (716)
Como consequéncia disto a corrente leptonica para o eletrao devera ser
Je =0y (L= 75)w, (7.17)

o que também foi confirmado experimentalmente. Convém aqui notar que para uma
particula qualquer com massa, como o eletrao, se pode sempre escrever

we = PLwe + PRwe (718>

Entao a estrutura da corrente leptonica mostra que s6 a componente esquerda do
eletrao participa na interagao. De facto

we’yaPLwV :@e’yapgwl/ = EePRVQPLT/}u
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=l PLy°y* Py, = (Pribe) v Prib, (7.19)

Se tivermos uma interacao geral da forma V — A

Line = 0" (gv — gays)V (7.20)
e se introduzirmos
Y =1+ ¢r (7.21)

obtemos

Lint =0, + )" (9v — gas) (VL + ¥r)
=" (9v — 9avs)¥L + Uy (g9v — 9avs)Ur (7.22)

pois os termos cruzados sao nulos. Mostremos isso para um deles. Obtemos

Vv (gv — gavs)Ur =" PLy’y* (gv — gavs) Pry)
= Pry*(gv — gays) Pri

=y"(gv — gavs) PrPri
—0 (7.23)

onde se usaram as propriedades de ortogonalidade dos projetores P, e Pgr. Isto quer
dizer que uma corrente vetorial ou vetorial axial conserva a helicidade. Por outras
palavras quer também dizer que pode ser construida para particulas que tenham sé
uma helicidade, como ¢é o caso dos neutrinos. O mesmo nao se passa para o termo
de massa. O termo de massa usual de Dirac é

Lmassa = — m@i/}
=—m (Y, +v¢g) WL+ ¢r)
= mELwR - m@RwL (7.24)

pois

Ypbr =(Py) Py = ¢ Py’ Prap = 19" PrPryp
—0 (7.25)

e de igual modo para ¥ p1r. Como conclusao, o neutrino nao podera ter um termo
de massa do tipo acima indicado!.

'De facto ha a possibilidade de ter termos de massa do tipo de Majorana, que nio serao
discutidos aqui.
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Y

vV,
e
A -
»
\\Ve

Figure 7.3: Decaimento do muao.

7.2.4 A interacao corrente-corrente de Feynman e Gell-Mann

Fazendo a sintese de todo o trabalho iniciado com a teoria de Fermi, em 1958 Feyn-
man e Gell-Mann [20] propuseram que as interagdes fracas deveriam ser descritas

pelo lagrangeano

L= % J JH (7.26)

onde

JH = 0" 4 (7.27)

sendo ¢* e h* as partes leptonica e hadrénica dessa corrente. Os resultados experi-
mentais mostraram que a estrutura da corrente lepténica deveria ser do tipo V — A,
isto é

(4 =y (1 =75)w. + 1,7 (1= 75)thy, + 07" (1= 75)¢b, (7.28)

Quando a teoria foi proposta nao existia o 7. Mas experimentalmente foi verificado
que a estrutura para o 7 era a mesma e que a intensidade relativa das trés partes da
corrente era igual. Este resultado é conhecido por universalidade da corrente fraca
lepténica. A constante Gg que aparece em 7.26 é de facto ligeiramente diferente de
G da teoria de Fermi. O seu valor podia ser determinando calculando o decaimento
do muao descrito pelo diagrama da Fig. 7.3 e que nao tem as complicacoes da fisica
hadrénica referidas a propésito do decaimento do neutrao.
A amplitude que resulta de 7.26 é

M = ZE ()" (1 = 25)uo) a(k)(1 = 7)ol (7.20)

e um célculo simples (ver por exemplo a Ref. [3]) d& (desprezando m.),

2,5
GFmH

19273

(™ = e very) = (7.30)

donde se conclui que
Gr=1.166 x 107° GeV 2 (7.31)
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A parte hadrénica da corrente fraca, h®, serd estudada mais adiante. Vejamos
aqui com um pouco mais de detalhe a corrente lepténica. Para isso notemos primeiro
que podemos escrever

0% =29 (e)y*Yr(ve) + 20 (WYL (V) + 20 ()7 Yr (vr) (7.32)

isto é, a corrente escreve-se completamente em termos das componentes esquerdas
dos campos. Definimos agora um isospin esquerdo para os leptoes, agrupando o
leptao carregado e o seu neutrino num dubleto da forma

xL<e>z(’j;)L ; xL<u>z(”;)L ; xL<T>z(”;)L (7.33)

Entao a corrente lepténica escreve-se

£ = 2 [Xe(e7°77Xa(e) + Xa ()71 Xe () + Xu ()77 X (7)] (7.34)
onde
Xo(e) = [ve , é} (7.35)
e expressoes semelhantes para os outros leptoes, e onde definimos
T = <(1) 8) = % (rt —it?) (7.36)
Notar que

() -0, o

Somos assim tentados a definir uma corrente de isospin esquerdo através de
7o 1 o)
i =5 m(e)v TXL(6)+“‘} (7.38)

Entao se introduzirmos a notagao

it i

VEemos que

=2v2(57)° (7.40)
e que

et =2v2 (51)° (7.41)

Embora estejamos a introduzir um formalismo adaptado a SUL(2) o lagrangeano
na Eq. (7.26) nao é invariante para esse grupo pois falta o termo? jiLJz“ . Dito de

2De facto considerando sé a parte do eletrdao e seu neutrino obtemos

GF —, \ o — — Gr | 1a. 20 -
Liep = —= Xp(e)y* 7 Xp(e) Xp(e)VaT Xr(e) = —= (j1%ILa + J1"I1a)

V2 V2
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outro modo, todos os resultados experimentais conhecidos até a década de sessenta
indicavam que a corrente fraca era carregada pois AQ # 0. Um termo como jiLJi“
que faria a Eq. (7.26) invariante para transformagoes de SU(2), implicaria a ex-
isténcia de correntes fracas neutras, o que so viria a ser descoberto mais tarde.
Vemos assim que a parte lepténica do lagrangeano de Feynman e Gell-Mann sugeria
j& que o grupo de simetria fosse SUL(2) e a descoberta das correntes neutras veio
confirmé-lo, como discutiremos no capitulo 9.

7.3 As interacoes fracas dos hadroes

7.3.1 Universalidade e a teoria de Cabibbo

As interacoes fracas dos hadrées s@o um pouco mais complicadas. Parte dessa
complicacao resulta, claro, das proprias interacoes fortes e da sua propriedade de
confinamento, que quer dizer que a teoria fundamental é simples de escrever em
termos dos quarks mas que estes nao sao particulas livres, sé aparecendo na natureza
como estados ligados. Assim todos os calculos de interacoes com hadroes sao muito
dificeis. Noés apresentaremos primeiro os resultados em termos das correntes dos
hadroes, mas depois traduziremos esses resultados para o lagrangeano ao nivel dos
quarks.

Do ponto de vista das interacoes fracas, ha dois tipos principais de correntes
hadrénicas. O primeiro é relevante para o decaimento 5 do neutrao representado na
Fig. 7.1. Dizemos que este decaimento corresponde a AS = 0, isto é nao ha variagao
do nimero quantico estranheza (é zero para todas as particulas envolvidas). H4 no
entanto outro tipo de decaimentos em que AS = 41, como por exemplo

A—=pt+e+Te (7.42)

representado na Fig. 7.4. A parte da corrente lepténica é igual, mas a parte

b

A° e

Y
\

Figure 7.4: O decaimento A — p+ e + 7..

hadrénica tem agora AS = 1 (A = uds). Além disso, a parte hadrénica também
é carregada, tal como para o decaimento do neutrao. Os resultados experimentais
podem ser resumidos da forma seguinte

h, = gvh{? + gsh(! (7.43)
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onde tanto a parte AS = 0, hflo), como a parte AS =1, hf}), tém a forma V — A,
isto é

(0) —y/(0) _ 4(0)
WO =v© — A

1%
R (7.44)

Consideragoes de simetria relativas ao grupo SU(3) para as interagoes fortes dos
quarks u, d e s, levaram Cabibbo em 1963 [21] a propor que

g +gi=1 (7.45)

o que foi verificado experimentalmente. Em vez de gy e gg, € mais normal introduzir
um angulo designado por angulo de Cabibbo, tal que

gy = cos b, ; gs = sin b, (7.46)
Experimentalmente verifica-se que
sind, ~ 0.22 (7.47)

Em resumo o facto essencial é que ha uma diferenca de intensidade entre a
corrente lepténica e as duas partes da corrente hadrénica. Mais concretamente
se tomarmos a corrente lepténica como referéncia temos a situagao descrita na
Tabela 7.1 o que mostra que a universalidade é menos perfeita no sector hadrénico.

Corrente | Intensidade
Ly 1
h((lo) cos 6.
h&l) sin 6,

Table 7.1: Intensidade relativa das correntes fracas leptonica e hadrénica.

Estes factos permitem-nos descrever agora as correntes hadrénicas ao nivel dos
quarks. A corrente hadrénica tem entao a forma seguinte

h* = cos 0.1p, Y (1 — y5)tba + sin Ob, v (1 — v5)1bs - (7.48)

A ideia é que a interacao que transforma um neutrao

n = (udd) ; Qn = ; — =0 (7.49)

num protao

p = (uud) : Qp = =1 (7.50)
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U > U
d \ , [d

u
d

Y

(&
>
\\ﬁe

Figure 7.5: Decaimento n — p + e + 7, em termos de quarks.

deve ser aquela que leva um quark d — u (AQ = 1) e em termos de quarks o
decaimento [ seria representado nesta aproximacao pela Fig. 7.5 Claro que o confi-
namento torna esta descricao demasiado simplista, mas a hipdtese é que a estrutura
da teoria ao nivel do lagrangeano em termos de quarks esta correta. Nao nos preocu-
pando mais com as complicagoes das interacoes fortes, vejamos melhor a estrutura
em termos dos campos dos quarks. Como o u e d diferem duma unidade de carga,
as correntes hg]) e h&l) sao correntes carregadas, tal como acontecia para a corrente
lepténica. Por outro lado sao também correntes esquerdas. Vejamos se é possivel
dar-lhes uma forma onde aparegam sinais do grupo SUp(2). Para isso observemos
que

h® =cos 0. uy*(1 — 7v5)d + sin 0. uy*(1 — 7s5)s
=uy*(1 — v;5)(d cos b, + ssinf..) (7.51)
onde passamos a representar os campos pelo seu nome, isto é, por exemplo para o

quark u, u = 1,. Se olharmos para a equacao anterior somos levados a introduzir
um dubleto de quarks da forma

U _fu
QL= <d cosf, + ssin QC)L - <dC)L (7.52)
onde
d. = dcosf. + ssinb, (7.53)
Entao a corrente pode ser escrita na forma
h* =2Q,77Qy (7.54)
onde . )
0 1 T 4T
+ _ _
TN = <0 0) = 5 (7.55)

Na Eq. (7.52) o indice L quer dizer

PLU
QL= < P, dc) : (7.56)
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Mais uma vez para que o lagrangeano (7.26) tenha invariancia para SUp(2) falta
a componente neutra B
R = 2v/2Q,7°7° QL (7.57)
7.3.2 O mecanismo de GIM e a descoberta do charm

Como vimos a teoria de Cabibbo para as correntes carregadas permite escrever a
corrente hadrénica carregada através de

hr =207.7QL ; Q. = (;ﬁLL ) (7.58)

onde o sinal + em h} quer dizer que a corrente aumenta a carga por uma unidade,
isto é

AQ = Q(u) — Q(d) = +1 (7.59)
De igual modo podemos introduzir a corrente que diminui a carga por uma unidade,
he =2Qp7%.7 Q1 (7.60)
e portanto o lagrangeano para a parte hadrénica serd?
Gr Gr , _
Lpad =—= hoh® = — h h**
had \/5 \/5 «
G
="L (hLh'e + n2h*) (7.61)

V2

onde S A
hy, = QrYaT QL ; 1=1,2 (7.62)
Tal como para o sector lepténico somos levados a pensar se nao falta o termo

h3 h3* para ter o lagrangeano (7.61) invariante para SUL(2). Ora a corrente h3
escreve-se

hi :©L7a73QL

:ﬂLfYauL - chfyach (76?))

Esta corrente tem A(Q = 0 e é portanto uma corrente neutra. A questao é entao
saber se existem correntes neutras na parte hadrénica das interagoes fracas. Exper-
imentalmente verificou-se que sim, mas s6 com AS = 0, isto é, ndao havia, ou eram
extremamente suprimidas, as correntes neutras com mudanca de estranheza. Isto
poe um problema & interpretacio acima pois o termo d.;y*d.;, contém partes com

AS # 0. De facto

ECLWO‘ch = cos? QCELWO‘dL + sin? 0.5,7"sy

3Estamos a considerar neste ponto que hé sé os quarks u,d,s. Mais & frente veremos como
aparecem 0s outros.
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+ sin 6, cos 0, (dy*sp, + 5.y*dL) (7.64)

e o 1dltimo termo tem AS # 0. Portanto se quisermos insistir na simetria SUL(2)
com a consequente introdugao de h3, temos que resolver este problema. Em 1970,
Glashow, Iliopoulos e Maiani [22] resolveram esta questao duma forma muito el-
egante. Para isso postularam a existéncia dum segundo dubleto de SUL(2) onde
apareceria um novo quark de carga ) = 2/3, designado por charm e a combinagao
ortogonal a d. designada agora por s,

S. = —sinf,. + scosb, : Q= —3 (7.65)
Designemos esse dubleto por
a-(") (7.66)
ScL
Entao a corrente neutra completa devera ser
ho, =Qr1am’ QL + Q77 Ql
=dYadr +S17YaSL (7.67)

pois os termos cruzados na Eq. (7.64) cancelam agora exatamente. A este mecanismo
dé-se o nome de mecanismo de GIM. Na altura em que o quark c foi proposto nao
havia ainda evidéncia experimental para ele. Este facto foi atribuido por GIM a ele
dever ser relativamente pesado. E para crédito de GIM que eles nao sé propuseram
o quark ¢ como também forneceram uma estimativa para a sua massa. O argumento
é o seguinte. Tomemos o decaimento

KY — utu~ (7.68)

E um decaimento com corrente neutra e AS # 0 pelo que nao deveria existir de
acordo com o mecanismo de GIM. Na realidade nao é assim e experimentalmente
verifica-se que existe, embora seja extremamente raro. De facto

T(K} = ptp”)
['(K? — tudo)

Como ¢ que isto se enquadra no que dissemos acima? Muito simplesmente o mecan-
ismo de GIM proibe interagdes de corrente neutra com AS # 0 somente ao nivel
arvore. Em ordem superior tais processos poderao existir. Assim para este processo
podemos temos os dois diagramas da Fig. (7.6). Comparando os acoplamentos nos
vértices o diagrama com o quark w tem uma amplitude

BR(K) — utp™) = =(63+£1.1) x107? (7.69)

M, o sinf,cosb, (7.70)
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w w _
—— —>— H
K° K?
u A + c A
- < '
w* w*

Figure 7.6: Diagramas para K9 — pu~.

enquanto que o diagrama com o quark ¢ tem a amplitude
M, < —sin 6. cosf, (7.71)

Tudo o mais é igual exceto a massa dos quarks. Se m, = m, os dois diagramas
cancelariam exatamente dando uma contribuigao zero em conflito com a Eq. (7.69).
Se m, > m, o segundo diagrama serd muito pequeno (nao esquecer a massa no
denominador do propagador do quark) e GIM calcularam que a contribuicao do
primeiro diagrama era demasiado grande para comparar com o valor observado
experimentalmente. Para satisfazer o valor experimental a massa do quark ¢ deveria
estar num intervalo nao muito largo. Eles encontraram

1 GeV <m,. < 3 GeV (7.72)
em comparac¢ao com o valor hoje aceite
me = 1.4 GeV (7.73)

Mais uma vez a via da simetria obtinha resultados importantes. Com o mecanismo
de GIM ¢é possivel promover a simetria da parte hadronica do lagrangeano fraco ao
grupo SUL(2).

7.4 A hipdétese do bosao vetorial intermédio

Como vimos a teoria de Fermi foi motivada pela analogia com QED. Mas essa
analogia é imperfeita pois nao ha o andlogo do fotao, o portador da interagao
eletromagnética. Assim, desde muito cedo apareceu a ideia de que deveria exis-
tir o andlogo do fotao para as interacoes fracas. Esse campo, designado por W,
deveria ser também vetorial e carregado, pois as correntes consideradas até entao
eram carregadas. Na linguagem dos diagramas de Feynman, deviamos ter para o
decaimento do muao o diagrama da Fig. (7.7) e as interagoes fracas seriam entao
mediadas pelo W da mesma maneira que as interacgoes eletromagnéticas sao medi-
adas pelo fotdo. Ao W foi dado na altura o nome de Bosao Vetorial Intermédio
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Figure 7.7: Decaimento do muao com bosao vetorial intermédio.

ou IVB atendendo as iniciais em inglés. A ideia seria entao que o lagrangeano na

Eq. (7.26) seria substituido por um outro do tipo
Loeak = GuJ W + h.c.

(7.74)

onde g,, € agora uma constante de acoplamento sem dimensoes. Para tornar a teoria
completa precisamos de saber o seu propagador. Para isso necessitamos da equagao
de onda para particulas de spin 1 com massa. Essa equagao, designada por equacao

de Proca e escreve-se

(@+m*)WH — oH9,W" = J"
O propagador é entao a fungao de Green solucao da equacao
[(EI +m?) g — 8“8”} G (x —2') =ig"d*(x — 2')
Passando para o espaco dos momentos obtemos
[(—kz +m?)g" + k“k”] G (k) = ig"*

que tem como solucao (ver Problema 4.2)

Entao o elemento de matriz para o decaimento do =~ sera da forma
M =g2J],G I,

e portanto se k? < m? devemos ter

Se g ~ e entao
mw ~ e\/Gp ~ 90 GeV

(7.75)

(7.76)

(7.77)

(7.78)

(7.79)

(7.80)

(7.81)

o que justificaria a aproximacao acima. Veremos mais a frente, no quadro do Modelo

Standard, qual a relagao exata entre Gp, g, € my .
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7.5 Problemas com a teoria corrente-corrente

7.5.1 Violacao da unitariedade na interacao de Fermi

Apresentamos nas seccoes anteriores uma teoria que descreve toda a fenomenologia
conhecida das interacoes fracas em finais da década de sessenta. Contudo a teoria
apresenta uma série de dificuldades que passamos a rever brevemente. Comecemos
pela interagao pontual de 4 fermides de Fermi (modificada por Feynman e Gell-
Mann). Consideremos o processo

w(p1) +Vu(p2) = € (p3) + Velpa) (7.82)

descrito neste modelo pelo diagrama da Fig. (7.8). Como os problemas que vamos

L e
N\ A
2 N
v, Ve
Figure 7.8: Diagrama para p~ +7, — e + V..

exibir ocorrem para /s > m., m,, vamos desprezar essas massas. Entao

M z% 0(p2) 7" (1 — ys5)u(p1) W(ps)vu(1 — 75)v(pa)

:4G72F 0(p2)y" Pru(pr) W(ps) v, Prv(pa) (7.83)

Como os antineutrinos tém helicidade positiva ha s6 uma possibilidade de helicidades
nao nula,

M Z% (p2, D ulpr, 4) wps, )0 (pa; 1)
_4Gr .
-7 Jurws (4 1) Tugos (45 1)
_4Gr 140 _ cosf, —i,si
- $(0,—1,4,0) - v/s5(0, — cos 0, —i, sin )
_4Gr s(1+ cos ) (7.84)

V2
onde usamos as Egs. (A.19) e (A.21). Portanto

1
(IM*) =5 > IM? = 4G5> (1 + cosh)? . (7.85)

spins
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No limite em que se desprezam as massas obtemos para a seccao eficaz diferencial

do G3.

o) 647‘(‘2 (IM?) = 1602 s(1 + cosf)? (7.86)
A seccao eficaz total serd entao
GQ
o= 3—; s (7.87)

Mas por outro lado, a seccao eficaz de difusao pode-se escrever na forma geral

47

o= > @I+ ISP (7.88)

onde k é o momento no centro de massa e f; é a onda parcial correspondente ao
momento angular J. Pode-se mostrar em geral, usando argumentos de unitariedade
ou, o que é o mesmo, de conservacao de probabilidade, que

fr=€"% sind, (7.89)

e portanto
|fl <1 (7.90)

donde se obtém

4r(2J4+1)  167(2J +1)
- k? B s
o que mostra que o; decresce com s. Mas pode-se mostrar que este processo corre-
sponde a J = 1 (ver problema 4.4) e para a secgao eficaz nao polarizada deveremos
ter

(7.91)

0J

24
c< " (7.92)
S

o que entra em conflito com a Eq. (7.87) para
Vs> 1.5 x 10° GeV (7.93)

A dificuldade com a teoria pontual pode ser relacionada com o facto da constante
G r ter dimensoes. De facto

[Grl = M2 (7.94)
o (0] = L? = M2 (7.95)

e portanto a energias acima das massas dos leptoes um argumento puramente di-
mensional da

o~G%s (7.96)

dado que a seccao eficaz deverd ser proporcional a G%. Isto foi exatamente o que
encontramos.
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7.5.2 Violacao de unitariedade no modelo IVB

O argumento anterior podia levar-nos a pensar que a dificuldade desapareceria no
modelo com o bosao vetorial intermédio (IVB). Isto porque af

2

Iw

e poderia acontecer que a muita alta energia

2
o~ T (7.98)

s
como acontece, por exemplo no processo et +e~ — pt+p~ em QED. Vamos mostrar
que embora o comportamento seja melhor no modelo IVB, ainda nao resolve todos
os problemas. Voltemos ao processo v, + 1~ — U, + €~ que agora se representa na

Fig. (7.9).

H e
W
Vu ve
Figure 7.9:
A amplitude é agora
k.k,
—Yuv + 77;:—2
M = g5 D(p2)r" (1 = v5)ulpr) —z—— = W@y (1 = )v(a) (7.99)
w

Poder-se-ia pensar que os fatores de momento no numerador do propagador do W
iriam piorar o comportamento para valores elevados da energia no centro de massa.
Tal nao é verdade, pois uma vez utilizada a equacao de Dirac, esses termos vao
ser proporcionais a massa dos leptoes que desprezamos no limite das altas energias.
Entao para /s > my obtemos

2
Jw — _
M= == 0(p2)7" (1 = 5)ulpr) @)y (1 = 75)v(a2) (7.100)
o que comparado com a Eq. (7.83) mostra que

g2
Gp — 2 (7.101)

S



142Chapter 7. Weak Interactions: from Fermi Model to the V-A Theory

Entao o cédlculo da seccao eficaz da

2
o, +p —Tete )~ g?w (7.102)

o que estda de acordo com a unitariedade. Como dissemos atras, embora deixe de
haver problema para este processo, outros ha em que os problemas persistem. Para
vermos isso consideremos o processo

e +et =Wt wo (7.103)
no quadro do modelo IVB. Temos entao o diagrama da Fig. (7.10). A amplitude é
e —>— /NN W

YV,

et —e— W

Figure 7.10: Colisao e~ +et — W+ + W™,

proporcional a

M ~ giet (g1, )€ (g2, A2) T(p2)y" (1 — 7s5) % Y1 —ys)u(pr)  (7.104)

No limite /s > m., my pode-se mostra que obtemos

M2 ~ nf’b—f sf(6) (7.105)

o que mostra que temos novamente o mesmo problema que na teoria pontual de
Fermi, como se vé comparando com a Eq. (7.85). Um estudo mais detalhado mostra
que o problema estd na polarizacao longitudinal dos W’s. Notar que o processo
semelhante

e +et > v+7y (7.106)

em QED nao tem qualquer problema. Podemos assim suspeitar que a invariancia de
gauge de QED, relacionada com a massa zero do fotao, e a auséncia de polarizacao
longitudinal, deve ser a chave do problema.
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Problemas capitulo 7

7.1 Mostre que da equacgao de Dirac se obtém para as componentes ¢, e ¥r

iy = mig
iv“@,ﬂ/}R = m@/)L (7107)
Comente este resultado.

7.2 Resolva a Eq. (7.77) para encontrar o propagador duma particula de spin 1
com massa. Para isso faca

Gh (k) = g™ A(K*) + k"k” B(K?) (7.108)
e determine as funcoes invariantes A(k?) e B(k?).

7.3 Considere o processo v, +pu~ — V. +e~ descrito na seccao 7.5.1. Mostre que no
referencial do centro de massa o momento angular é J = 1. Explique entao porque
é que

M (14 cosb) (7.109)

7.4 Considere o processo v, + e~ — v, + u~. Mostre que
a) A seccao eficaz diferencial é

d 2
% = % s (7.110)
b) A seccao eficaz total é dada por
2
;= CFs (7.111)
T

c¢) Mostre que no C.M. temos s6 J = 0. Use esse facto para extrair um limite a
partir do qual a unitariedade é violada.
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Chapter 8

Spontaneous Symmetry Breaking;
Higgs Mechanism

Aqui seguimos as secgoes 10.7 a 10.9 do Griffiths [2] e o capitulo 3 do meu texto
FIE [6].

8.1 Introducao

Vamos agora considerar o problema da quebra de simetria. A maior parte das
simetrias observadas na Natureza nao sao exatas. Por exemplo, o Isospin nao é uma
simetria exata da Natureza pois o protao e o neutrao nao tem a mesma massa. Uma
maneira de estudar em teoria quantica dos campos teorias com quebra de simetria
é introduzir no lagrangeano termos com coeficientes pequenos que explicitamente
realizem a quebra. Nés aqui vamos estar interessados noutro tipo de quebra de
simetria, dita espontanea, em que o lagrangeano é simétrico sob a acao dum grupo
de transformagbes mas o estado base (de menor energia) nao é.

Para vermos aquilo em que estamos interessados vamos comecar pelo exemplo
mais simples, uma teoria com um campo escalar complexo com auto-interacao e
invariante para o grupo U(1). O lagrangeano mais geral invariante de Lorentz e
renormalizdvel! é entao

L=0,0"0"¢ — 1i*¢"d — N(¢"9)?
=0,0"0") =V (¢°9) (8.1)

O lagrangeano na Eq. (8.1) descreve um campo escalar complexo ou dois campos
escalares reais. Queremos estudar o espectro de massa da teoria. Normalmente, o

'Em termos muito simples pode dizer-se que uma teoria é renormalizdvel se nenhum dos termos
que constituem o lagrangeano tiver dimensao, em termos de massa, superior a quatro. Para esta
contagem uma derivada conta como uma massa, um campo escalar também como uma massa e um
campo fermiénico com dimensao de % em termos de massa. Para mais detalhes ver as Refs. [3,14].

145
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espectro de massa ve-se analisando os termos quadraticos da teoria. Mas isto contém
o pressuposto que o estado base (energia minima) corresponde a configuragao em
que os campos sao nulos. Para campos escalares, pode suceder que o estado de
energia minima corresponda a uma configuracao em que

¢ = v = constante # 0 (8.2)

Neste caso as particulas sao associadas com oscilagoes de ¢ em torno do valor do
minimo, v. Se escrevermos

¢(r) = v + x(x) (8.3)

as massas devem ser lidas da parte de lagrangeano quadratico em x. Vejamos para
a teoria descrita na Eq. (8.1) quais sao os estados de energia minima. A densidade
hamiltoniana é (ver problema 8.1),

H=0¢"d+(9¢%) - (0p) +V (8.4)

Como os dois primeiros termos sao definidos positivos e a energia deve ser limitada
por baixo, o parametro A na Eq. (8.1) deve ser positivo. O sinal do parametro p? é
deixado arbitrario. O minimo da energia corresponde a um valor constante para ¢
que minimize o potencial V. Este é dado por

V=126 ¢+ A (¢"0)” (8:5)
e as equacoes de minimizacao sao
v, o
90 —p(® + 2)|¢[%) = 0
av % 2 2\
5 =6* (12 + 2)\|¢]?) = 0 (8.6)

Temos portanto duas possibilidades:

a) u? >0

Neste caso o minimo é para ¢ = 0. Temos a situagao descrita na Fig. 8.1. A
teoria descreve um isodubleto escalar complexo de massa m = /2.

b) u? <0

Neste caso o potencial tem a forma da Fig. 8.2, e o minimo corresponde ao

valor
2

o0 = o] =~ =’ 8.7)

Consideremos o caso b). Uma maneira possivel de vermos o espectro de massa da
teoria seria introduzir a condi¢ao de minimo na Eq. (8.3) e depois fazer a substituigao
no lagrangeano da Eq. (8.1). Contudo esta ndo é a forma mais facil de proceder
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V(p)

Figure 8.1: Potencial cldssico para p? > 0.

V(p)

N VA

Figure 8.2: Potencial cldssico para p? < 0.

neste caso. Como a condi¢do do minimo é que |¢| = v, é mais conveniente fazer a
seguinte redefinicao do campo complexo ¢:

o(z) = evt@ (v + %) (8.8)

com & e o campos escalares reais. Esta parametrizagdo corresponde a escrever o
campo complexo na forma

6= e | (59
Entao
OO = "J5p O O evm ) 9,0
Pt = L e ¢ + e VW grg (8.10)

V2v
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e portanto

V20 v
—u? (v+¢\/?)2—)\<v+$\/?)4

2
:% 0,0 0o + % 0,6 O"E + % 0,6 "¢ <\/§vcr n %) (8.11)

L= (i 0,6 ¢+ e vt a,p) (LQ o ¢+ evmt 8"0)

2 4
— (U2 +V2v0 + %) —A <U4 + 2v2030 + 3v/20%0% + V2v0® + UZ)

Usando a condi¢ao do minimo podemos escrever, conservando somente até aos ter-
mos quadraticos,

1
2
+ termos de ordem superior (8.12)

1 1
L =5 oyo 0"o + B 9,& O"¢ — = (—2p*) o® + constante

O lagrangeano da Eq. (8.12) descreve portanto dois campos escalares reais, &
e o, um com massa m, = y/—2 p? e outro com massa zero, me = 0. Este facto
pode ser interpretado facilmente. Em primeiro lugar, notemos que o potencial V' é
no plano complexo do campo ¢ um potencial tipo fundo de garrafa de champanhe.
Com a parametrizagao da Eq. (8.8) o campo o refere-se as oscilagoes radiais e £ as
oscilagoes angulares. Ora enquanto que o potencial tem curvatura na direcao radial,
na dire¢ao angular o potencial é plano. Nao custa energia rodar ao longo do vale no
fundo da garrafa como indicado na Fig. 8.3. Assim as excitagoes radiais tém massa

A

Figure 8.3: Representacao do potencial quando u? < 0.

e as angulares nao. O aparecimento de particulas sem massa é uma caracteristica
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geral destes fenémenos de quebra espontanea de simetria e é designado por teorema
de Goldstone. Na seccao seguinte faremos uma demonstracao geral do teorema.
Contudo antes de acabarmos esta seccao vamos dar outros exemplos simples.

O segundo exemplo que vamos considerar é de facto o mesmo exemplo noutra
linguagem. Se escrevermos o campo ¢ em termos das partes real e imaginaria

¢ = % (p+im) (8.13)

obtemos para o lagrangeano na Eq. (8.1)

1 1
L= 5 Oup oMp+ 5 O O —V(p® + 7°) (8.14)

onde 1 ]

V= 3 u? (p2—|—ﬂ'2)—|—1 )\(p2—|-7r2)2 (8.15)
Este lagrangeano continua a ter uma invariancia. De facto é invariante para o grupo
das rotagdes no plano, O(2). Este grupo tem a mesma algebra que U(1). E o grupo
abeliano das rotacoes em torno dum eixo de simetria. As transformacoes podem

escrever-se 9 9
o [ cos sin )
<7r’) - (— sin 0 cose) (w) (8.16)

Para analisarmos a quebra de simetria temos de ver onde ocorre o minimo. As
equacoes sao

av_ _ 2 2 2
o =0=p [+ (p*+7°)]
av_ _ 2 2 2
o =0 =7 [)*+ X (p* +77)] (8.17)

Novamente podemos ter as duas situacoes das Figs. 8.1 e 8.2. No caso em que
1% < 0, o minimo absoluto ocorre na circunferéncia

/ 2 2 _“2_

Para vermos o espectro tomemos os eixos no plano p — 7 de tal forma que

(0= 2 =0 ¢ )y =0 (5.19)

r=p—uv (8.20)
e escrevemos o lagrangeano na Eq. (8.12) em termos de r e 7. Obtemos

1 1 1
L= ) Oyr O'r + 3 O Om + pPr® — Mo r(r* + 7%) — 1 A(r? 4 72)? (8.21)

Entao definimos
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Obtivemos novamente um campo sem massa, 7, enquanto que o campo r tem
massa m, = \/—2u?. Para vermos que nao ha perda de generalidade na escolha
da Eq. (8.19) ver o problema 8.1.

Finalmente, como tltimo exemplo, consideremos uma teoria novamente com um
campo escalar complexo com auto-interacao mas em que a interacao € invariante
para transformacoes de isospin descrito pelo grupo SU(2), e o campo encontra-se na
representacao dubleto desse grupo. O lagrangeano mais geral, invariante de Lorentz,
invariante para o transformagoes do grupo e renormalizavel é entao

L =0,0'0"¢ — p*pld — A(0'0)?

=0,610"6 — V(¢'0) (8.22)
onde
1+ i
o1\ _
0= <¢J0r) — | ¢ \—l{%@ (8:23)

V2

O lagrangeano da Eq. (8.22) descreve portanto 4 campos escalares reais. Queremos
estudar o espectro de massa da teoria. O estado base vai corresponder ao minimo do
potencial. Estamos interessados na situacao em que hé quebra espontanea de sime-
tria, isto é o vicuo (estado base) ndo tem a mesma simetria que o lagrangeano. Isto
acontece quando ocorre a situagao da Fig. 8.2. Neste caso o potencial é minimizado,
para u? < 0, quando

ol = _% =2 (8.24)

Podemos sempre escolher um referencial de isospin onde o estado de energia
minima se possa escrever

Omin = constante = (2) (8.25)

O campo ¢(x) pode portanto escrever-se

0
o) = (1) +xt2) (5.26)
Para parametrizar convenientemente as pequenas oscilagoes x(x), notemos que em
cada ponto = podemos sempre escolher um referencial de isospin onde ¢(z) tenha a
forma

0

¢'(z) = (v i) (8.27)
iRV

Este referencial serd ligado ao referencial definido pela Eq. (8.25) através duma
transformagao de SU(2), diferente para cada z,

Ulz) = e™0"® (8.28)
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Podemos portanto escrever nesse referencial?

0
p(z) = ") o a(x) (8.29)
V2
e
0 0
_ ir960%() _
x(x)=e .- a(r) <v) (8.30)
V2
Para pequenas oscilagoes temos
v(6? +16')
X@)=| o . (8.31)

V2

As pequenas oscilagbes em torno do estado base sdo parametrizadas por quatro
campos escalares reais, % e 0. O espectro de massa é lido dos termos quadraticos
nesses campos. Substituindo a Eq. (8.29) no lagrangeano da Eq. (8.22) obtemos

1
L =5 D0 0o + v*0,0" O"0° + 1*o” + constante
+ termos de ordem superior
1 1 . - «
=5 o,0 0"o + 3 9,0" 0" + p*o® + constante
+ termos de ordem superior (8.32)

onde
My =/ —2 pu? (8.33)

e redefinimos os campos 6* para que o termo cinético tenha a normalizacao canodnica.
0° = /200" (8.34)

Temos portanto trés particulas de massa zero e uma com massa /—2 p?. O aparec-
imento de particulas de massa zero, designadas por bosoes de Nambu-Goldstone, é
uma consequéncia do teorema de Goldstone que veremos na seccao seguinte.

8.2 O teorema de Goldstone

Comecemos entao pelo enunciado do teorema.

2Comparar a forma da Eq. (8.29) com a da Eq. (8.8). A explicagao da Eq. (8.8) pode ser feita
exatamente da mesma forma, sé que agora o grupo seria U(1) e nao SU(2).
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Teorema 8.1 Seja uma teoria invariante sob a acdo dum grupo de trans-
formagoes G, com n geradores. Se houver uma quebra espontanea da sime-
tria, de tal forma que o vdcuo (estado base) seja invariante somente sob a
acdo de G' com m geradores (G' C G), entdo aparecerdo particulas de spin
zero sem massa em numero igual ao dos geradores de G que nao deizam o
vdcuo invariante, isto €, hd n-m bosoes de Nambu-Goldstone.

Vemos portanto que o teorema nao so6 nos diz que ha particulas sem massa mas
também nos diz o seu ntimero. Nos dois primeiros exemplos anteriores tinhamos os
grupos U(1) e O(2) com 1 gerador, e o vicuo ficou sem simetria alguma e portanto o
nimero de bosoes de Nambu-Goldstone era igual ao ntimero de geradores daqueles
grupos, isto é um gerador. O terceiro exemplo requer um pouco mais de atencao.
Isto porque embora tivéssemos s6 falado do grupo SU(2), de facto a simetria do
lagrangeano na Eq. (8.22) é maior do que SU(2) pois também é invariante para
transformacoes de fase das duas componentes do dubleto ao mesmo tempo, isto é

¢ = e (8.35)

Este grupo é o grupo U(1), e é claro que as suas transformagdes comutam com as
de SU(2). Isto quer dizer que a invariancia total do lagrangeano ¢ SU(2) x U(1). O
numero de geradores é entao 341 = 4, o que quer dizer, de acordo com o teorema de
Goldstone, que o vicuo, Eq. (8.25), ainda deve ser invariante para algum subgrupo
abeliano de SU(2) x U(1). Isto é de facto verdade pois a combinacao

1+73
2

Q= (8.36)

deixa invariante o vacuo 8.25. De facto

e (-G ()0
s ()= () .

Este modelo sera a base do modelo standard das interagoes eletrofracas, e o gerador
que nao ¢ quebrado sera interpretado como a carga elétrica.

E conveniente, antes de apresentarmos a demonstragao geral do teorema, vermos
outro caso em que nem toda a simetria é quebrada. Seja uma teoria com um tripleto
de campos escalares ¢' com i = 1,2,3. Com estes campos podemos construir um
lagrangeano invariante para rotagoes no espaco de simetria interna, isto ¢ invariante
para O(3). O lagrangeano é

e portanto

1 . . 1 . 1 o
L=3 00 06" =5 i — 7 A (')’ (8.39)
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Com a experiéncia adquirida até aqui é facil de ver que se u? < 0 o potencial tem
um minimo se

2
v = -L (8.40)

Esta condigao nao define a direcao da quebra de simetria. Escolhemos um referencial
no qual é a componente 3 que desenvolve um valor de expecta¢do no vacuo (vev).
Isto quer que podemos escrever

0
(¢)=10 (8.41)

O grupo de simetria original O(3) tem % x 3 x (3 — 1) = 3 geradores. O facto
novo que aparece neste exemplo é que o vacuo ainda tem um grupo de simetria nao
trivial. Este é o subgrupo de O(3) que nao mistura a componente 3 com as outras.
E claro que é O(2) com 2 X 2x (2—1) =1 gerador. De acordo com o teorema de
Goldstone devemos ter 3 —1 = 2 bosoes de Nambu-Goldstone. Vamos ver como isso
ocorre. Para isso convém recordar um pouco de teoria de grupos (ver problema 6.3).
Sejam L;; = —L;; os 3 geradores de O(3) e [;; os do subgrupo O(2), isto é l;; = L;;
para i,j # 3 (é de facto sé um gerador, l12). Sejam k; = L;3,i = 1,2 os restantes
geradores de O(3). Em geral podemos escrever

(Lij) = —1 (601 — 6:101) (8.42)
e portanto os geradores k; sao
(k)i = (Lig) = —1 (03031 — 6:1031) (8.43)
Entao k; atuando no vetor coluna v; = vd;3 da
(k) = v(ki) iz = v(ki)j3 = —ivd;; (8.44)
Entao se definirmos o e &, i = 1,2 por
0
¢ = eCi@ki/v 0 (8.45)
v+ o(x)

vemos que a ordem mais baixa é equivalente a subtrair o valor de expectacao para
definir os novos campos. De facto em ordem mais baixa

¢~ 0 +i&i(x)kiJv = 0 + | &
v+o v+ o 0
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0 &1
=0 +|& (8.46)
v o

Em termos destes campos o lagrangeano escreve-se
1 1 1, , 1 ,
£:§8M08“0+§8u§i8“&—§u(v+a) —Z)\(v+a)

+ termos de ordem superior (8.47)

Observamos novamente que o campo o tem massa —2u? e que hd dois campos &;
e &, com massa nula. Isto é precisamente o que diz o teorema de Goldstone. Este
exemplo generaliza-se facilmente ao caso do grupo O(n). Entao o nimero de bosoes
de Nambu-Goldstone é, para o caso duma quebra de simetria do grupo O(n) para o
seu subgrupo O(n — 1)

#Bosoes de Goldstone =#Geradores de O(n) — #Geradores de O(n — 1)

1 1
zaxnx(n—l)—ax(n—l)x(n—Q)

=n—1 (8.48)

o que se reduz ao resultado anterior para o caso de O(3).
Voltemos entao ao teorema de Goldstone [23,24] para efetuar a sua demonstragao.

Dem.

Comecemos por escrever o lagrangeano em termos de n campos escalares reais
®i, que formam um vetor com n componentes,

b1
P2

6= (8.49)

O
Isto é sempre possivel, pois uma representacao complexa pode sempre ser tor-

nada real a custa de duplicar a dimensao do espaco vetorial. Entao o la-
grangeano escreve-se

L=1 0,0 0% - V(9 (3.50)

onde V(¢) é um polindmio em ¢ que é invariante sob a agdo de algum grupo
G. Este tem n geradores Q)* e os campos ¢ transformam-se de acordo com

5 = ie* Q% (8.51)
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Como a representacao € real entdo, i2% deve ser uma matriz real, e Q% uma
matriz imagindria pura. Como os Q* sao matrizes hermiticas, entdo também
devem ser antissimétricas (comparar com o exemplo de O(3)), pois

0° — (Qa)T _ (Qa*)T _ _QT (8.52)

V' € invariante sob a acdo de G e portanto devemos ter

oV oV .
Como os parametros € sao arbitrdrios, obtemos n equacoes
ov .
@Qijgbj =0 ; a=1,2,....n (8.54)
Diferenciemos agora a equacgao anterior. Obtemos
0*V oV
Qo+ —08 =0 8.55
a¢18¢k Z]¢j+8¢i ik ( )
Agora calculemos a Eq. (8.55) no valor ¢ = v que minimiza V| isto é
oV
=0 (8.56)
8¢z p=v
O resultado é entao P21
Qv =0 8.57
agblak . i5 U3 ( )
Por outro lado se expandirmos V' em redor do minimo devemos ter
1
V= 3 fj(gf) —0);(¢ — v); + termos de ordem superior (8.58)
Daqui se conclui que
o?V
= M} 8.59
0605, |,_, = M (8.59)

onde M7, ¢ a matriz de massa (quadrada). Entdo
M2Q% v, = 0 (8.60)

Seja agora G' o subgrupo de dimensao m de G que permanece como uma
simetria do vdcuo. O que isto quer dizer é que se Q% for um gerador de G’
entao

Q% =0 (8.61)

e a Eq. (8.60) nao contém qualquer informagao sobre a massa. Pelo contrd-
rio, para cada um dos (n-m) vetores Q*v que ndo sao zero, entao a Eq. (8.60)
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diz-nos que M? tem wm valor préprio zero. Se estes vetores Q% ndo nulos
formarem a base dum espacgo vetorial de dimensdo (n-m), mostramos que hd
(n-m) bosdes de Goldstone na teoria. Demonstremos entdo este ultimo ponto.
Para isso definimos

A = (Q%, Q) = (v, Q°Q"v) (8.62)
onde a ultima igualdade resulta de Q* ser hermitico. Entao
A — A% = (v, [Q%, Q] v) =i f*" (v, Q%) =0 (8.63)

e a ultima igualdade resulta do facto das matrizes Q* serem antissimétricas.
Seja agora A a matriz (n—m) x (n—m) obtida de A por restricio dos valores
de a e b para os quais Q% # 0. Entao A é uma matriz simétrica e pode ser
diagonalizada. Seja O a matriz (n —m) x (n —m) que diagonaliza A, isto é

A/ab — (OAOT)ab _ (OGCQC’U, ObdeU) (864)

Mas O%Q # 0, e os elementos diagonais de A’ sio todos positivos e o espaco
gerado por O®Q° e portanto por Q° tem dimensao (n-m). Entdo os Q% que
nao aniquilam o vdcuo sao independentes, o que completa a demonstracao de
que M? tem (n-m) valores préprios nulos.

8.3 O mecanismo de Higgs

Chegados aqui, podemos perguntar porque é que estivemos a estudar em tanto de-
talhe teorias com quebra espontanea de simetria, pois & primeira vista o problema
de necessitarmos de particulas com massa para descrever as interagoes fracas nao
parece ser resolvido com estas teorias, pois a quebra de simetria da origem a novas
particulas sem massa e os bosoes de gauge dessas teorias nao podem ter termos de
massa no lagrangeano, pois nao sao invariantes de gauge. A razao é que se tiver-
mos uma teoria com invariancia de gauge local e o fenémeno de quebra espontanea
de simetria, entao os bosoes de Nambu-Goldstone nao aparecem e é possivel dar
massa aos bosoes vetoriais dessa teoria. Este fenémeno é conhecido pelo nome de
mecanismo de Higgs, que passamos a explicar.

Nao vamos apresentar uma demonstracao geral mas sim dar dois exemplos. Va-
mos comegar pelo caso do campo escalar carregado com invariancia de gauge local

£ = (Do) (D"6) — 16"0 — N&"0)* — § Fyu™ (8.65)

onde a derivada covariante é

D, = 0, +ieA, (8.66)

Por construgao o lagrangeano é invariante para as transformagoes de gauge locais

¢(z) = ¢'(x) = ) ¢(x)
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Au(r) = Al (z) = Au(x) — é 0,€() (8.67)

Se u* > 0, a Eq. (8.65) é simplesmente o lagrangeano da eletrodinamica escalar [3].
Se p? < 0 devemos ter o mecanismo de quebra espontanea de simetria e temos que
analisar o espectro com mais cuidado. Em particular temos que encontrar o vacuo
da teoria (estado base). Este serda dado pelos valores (¢) e (A,) que minimizem a
energia. A invariancia de Lorentz do vacuo requer que

(A,) =0 (8.68)
mas o campo escalar ¢ devera ter um valor nao nulo

2

(¢) =v= _57 >0 (8.69)

Em vez de fazermos a mudanca de variavel ¢(x) — v+ x(x), vamos parametrizar ¢
exponencialmente, isto é

é(z) = ' v <v n %) (8.70)

Como vimos o campo &(x) estd associado com a quebra espontanea da simetria. Na
auséncia do campo de gauge A,, concluimos que £ nao tinha massa. Vamos ver
agora que isso nao é verdade para uma teoria de gauge. Substituindo a Eq. (8.70)
na Eq. (8.65), obtemos

1 1 1
‘C = - Z FMVFMV + 5 aMO' 8“0' + 5 auf 8“6 + GQUQAMAM

+V2veA,0"¢ + p*o? + termos de ordem superior (8.71)

Da equagao anterior resulta que o campo o tem massa —2u?, mas os campos A, e £
estao misturados ao nivel dos termos quadraticos. Assim a leitura do espectro nao
¢é imediata. A maneira mais facil de resolver esta situacao é aproveitar a invariancia
de gauge local do lagrangeano da Eq. (8.65). Se escolhermos para parametro da
transformacao de gauge

_ &)
e(x) = V20 (8.72)
entao
o(x) = ¢/ (x) = ¢ VEg(a) = v + %)
Au(r) = A (z) + L g (8.73)
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Como o lagrangeano ¢ invariante para estas transformagoes devemos ter

L(9, Ay) =L(¢, A,)

1 , .
=3 [(GM —ieA)) (vV2v + 0)} [(8“ + ieA™) (V2v + o)
1 2 1 41
—3 T (\/év + cr) v A (\/iv + cr) 1 O (8.74)
onde
F,=0,A,-0,A, (8.75)
Agora o novo lagrangeano na Eq. (8.74) pode ser expandido facilmente. Obtemos
1 / imx 1 n 2.2 A1 Al 1 2 Al Alu \/_
LZ_ZFMVF +56M0'80'+6’UAMA +§eAMA o (2V2v + o)
1 1
~3 o?(6M0? + %) — V2 vo® — 1 Aot (8.76)

Nesta gauge nao hé, para os termos quadraticos, mistura entre os diferentes campos
e portanto o espectro pode ser lido diretamente,

My = /602 + 2 = /=22

ma = V2ev (8.77)

e o campo & desapareceu completamente da teoria. Esta gauge, onde o espectro
pode ser lido facilmente, é designada por gauge unitdria®. Para onde foi o campo £?
Para percebermos a resposta, facamos primeiro uma contagem de graus de liberdade.
No lagrangeano original, Eq. (8.65), temos dois campos escalares reais e um campo
vetorial sem massa, portanto outros dois graus de liberdade. No total temos quatro
graus de liberdade. No lagrangeano redefinido, Eq. (8.76), temos s6 um campo
escalar real, correspondendo a um grau de liberdade, mas temos um campo vetorial
com massa, correspondendo a trés graus de liberdade. A soma é de novo quatro.
Portanto a interpretacao é que o grau de liberdade associado ao £ corresponde a
polarizacao longitudinal do campo vetorial. Vemos assim, que contrariamente ao
que diz o teorema de Goldstone, nao s6 nao ha bosoes de Nambu-Goldstone, mas
além disso campos vetoriais podem adquirir massa no processo. Este fenémeno
designa-se por mecanismo de Higgs. Com a atribuicao do prémio Nobel de 2013 a
comunidade passou a chamar mecanismo de Brout-Englert-Higgs embora na verdade
tenha sido descoberto independentemente por varias pessoas [26-28|.

O exemplo anterior é bastante simples e mostra o essencial do mecanismo de
Higgs mas é demasiado simples para ser 1til na fisica de particulas. Isto porque o
campo A, nao pode ser interpretado como o fotao, pois sabemos que este nao tem

3Pode-se mostrar [25] que a gauge unitaria, onde é facil de ler o espectro, existe sempre.
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massa®. Para considerarmos um modelo mais realista, (de facto a base do modelo
standard das interagoes eletrofracas), consideremos a teoria de gauge construida
sobre o modelo invariante para SU(2) x U(1) dada pelo lagrangeano da Eq. (8.22).
A versao com invariancia de gauge local escreve-se

L= (D,0) (D)~ V(6'6) — 3 Wi, W™ — L BuB™  (878)

onde V' é dado por

V(6'0) = n616 + A ('9)° (8.79)
e onde introduzimos os campos W, (a = 1,2,3) e B, correspondentes a SU(2) e a
U(1), respetivamente. Os tensores do campo sao entao

Ws, = 0,W5 — 0,W; — ge™ W W (8.80)

By, = 0,B, — 9,B, (8.81)

A derivada covariante é para este caso
— . aTa - ! ]'
Do=(0,+ ngu? +ig Bu§ ) (8.82)

onde 7% sao as matrizes de Pauli e o fator % no terceiro termo da Eq. (8.82) foi
introduzido por conveniéncia (podemos sempre redefinir a constante g’). Note-se
que como o grupo é um produto de 2 fatores, ha uma constante de acoplamento
para cada grupo fator, g e ¢’. O passo seguinte na analise deste modelo é encontrar
o estado base ou vacuo. Devido aos requisitos de invariancia de Lorentz s6 o campo
escalar pode ter um valor constante diferente de zero e minimizar a energia. Esta
serd a situacao quando p? < 0.

Vejamos entao qual o espectro de massa neste caso. Escolhemos os eixos de

isospin tais que
(9) = (O) (8.83)

onde como anteriormente

V2 = —g—A (8.84)

Com a experiéncia do exemplo anterior podemos escolher uma gauge, designada por

gauge unitdria, onde
0
¢(r) = <v n i) (8.85)

V2

4Este exemplo é 1til em supercondutividade onde o efeito de Meissner pode ser interpretado
como o fotao adquirindo uma massa. Na verdade as ideias que deram origem ao mecanismo vieram
da fisica da matéria condensada.
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Entao substituindo a Eq. (8.85) na Eq. (8.78), e conservando s6 os termos quadréticos,
obtemos para os diferentes termos,

1 1 1
(DH(bT) (D*¢) =3 oo 0o + (vQ + 5 o’ + \/iva) b q* (ijlﬂ + Wiw%)}
1 1
+ (v2 + D) o® + \/ﬁva) [Z (gWi —¢'B,) (W™ — g’BM)}

1 1 2 1 1 2 2
=3 0,0 Mo+ 1 (gv)* (W, W™ + WIW?)

+ i v? (ng’ — g'BM) (gW?’“ — g'B“)

+ termos de ordem superior

1
V(¢*¢) =constante + 3 (—2p?)o? + termos de ordem superior

1
1 Wa, W =0, W3 — 0,W, + termos de ordem superior

1 174
—1 BuwB" =0,B, - 0,B,

(8.86)

Vejamos entao o espectro da teoria. Na parte dos campos escalares obtemos,
como anteriormente, sé6 um campo escalar real com massa

My = \/ =242 (8.87)

Como a Eq. (8.86) tem produtos cruzados de Wi e B, para determinar o espectro
de massa dos bosoes de gauge temos que diagonalizar a matriz de massa

1 2 P/
M2 _ - 2 g a9 888
2 v [_ggl g/2 ( )

7’ . 2 ~ 1 2 2 /2 . 7 .
Os valores préprios de M? sao 0 e 5 v*(g° + g”*). Se designarmos o vetor préprio de
massa nula por A, e outro por Z,, podemos escrever

A, =sin HWVV;‘;S + cos by B,
(8.89)

Z, = cos QWWEL’ — sin 0w B,

O angulo Oy ¢é determinado pelo requerimento que A, seja o vetor préprio de massa
nula, isto é

L o ¢ —gd||sinbw]| _
5 v {_gg, 72 | [cosér —0 (8.90)
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donde resulta

g*sin Oy — gg' cos Oy = 0 (8.91)
ou seja
g/
tanfy = = (8.92)
g
A parte livre (quadrética nos campos) do lagrangeano escreve-se entao
1 " 1 oy 9
Lijyre = ) (Ouo) (0"0) — 2 (—2p7) o
Loy s 1 (1 59 111
_ZWMVWM+§ <§gv WMWM
L oo sow 1 (1 59 2 1172
—ZWWW“ +§ <§gv w, w
1~ -, 111
-7 Zy 21 +§ [5 U2<g2_'_gl2):| A
1 -~
2 ApA (8.93)

onde definimos as partes quadraticas dos tensores dos campos de gauge,
Wﬁf = 8MW,/1’2 — 8,,Wﬁ’2, Zyw =02, — 0,2, A, =0,A,—0,A, (894)

Vemos portanto que na presenca de campos de gauge, o fenémeno da quebra espontanea
de simetria nao conduz a campos escalares sem massa. O espectro de massa é o
seguinte. Um campo escalar, o, com massa m, = /—2u% como antes. Dois cam-

pos vetoriais com massa My = @/% g%v2%, um campo vetorial com massa M, =

,/% v2(g2 + ¢"2) e um campo vetorial sem massa®. Vemos assim, que 3 dos campos

de gauge adquiriram massa devido ao fenémeno de quebra espontanea de simetria.
Este fenomeno é designado por mecanismo de Higgs. Repare-se que a contagem do
numero de graus de liberdade esta certa, pois um campo vetorial massivo tem 3
polarizacoes enquanto que se nao tiver massa tem sé duas. Assim se explica o desa-
parecimento dos trés escalares da teoria. Em linguagem pictérica, diz-se que foram
comidos pelos campos de gauge que entao ficaram com massas. Este mecanismo
tornou possivel aplicar as teorias com invariancia de gauge as interagoes fracas pois
passou a ser possivel dar massa aos portadores da forca fraca. Note-se ainda que
um dos campos de gauge nao adquiriu massa tornando-se portanto um candidato
para ser o fotao. Isto deve-se ao facto da simetria nao ter sido toda quebrada, ha
ainda uma simetria residual U(1), isto é

5Com as convencoes das Eqs. (8.83) e (8.85) temos v = v2My, /g ~ 174 GeV. Se tivéssemos
introduzido o factor 1/v/2 na Eq.(8.85) viria v = 2My /g ~ 246 GeV.
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SU(2) x U(1) — U(1) (8.95)

que, como veremos no capitulo dedicado ao modelo standard, correspondera ao
eletromagnetismo. O outro facto fundamental sobre o mecanismo de Higgs, é que
uma teoria com invariancia de gauge local, com quebra espontanea de simetria é
renormalizavel, enquanto que uma teoria de campos vetoriais com massa o nao é.
O modelo que temos vindo a descrever corresponde de facto ao modelo de Glashow-
Weinberg-Salam para as interacoes fracas e eletromagnéticas, que descreveremos em
maior detalhe no capitulo 9.
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Problemas capitulo 8

8.1 Considere o lagrangeano dedinido pela Eq. (8.14) com quebra espontanea de
simetria, isto é, u? < 0. Entdo escolha o vécuo

(p) = vcosb ; (my =wvsind (8.96)
Faca a redefinigao
p=vcosf+p
7 =vsinf + 7’ (8.97)

e analize o espectro da teoria.
8.2 Reproduza os passos que levaram a Eq. (8.86).

8.3 Verifique que obtém os termos quadraticos nos campos indicados na Eq. (8.93).
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Chapter 9

The Electroweak Standard Model:
SU(2)r, xUy (1)

Aqui seguimos o capitulo 5 do meu texto FIE [6]. A matéria estd também coberta
no capitulo 9 do Griffiths [2].

9.1 Introducao

Vamos neste capitulo aplicar as ideias das teorias de gauge com quebra espontanea
de simetria as interacgoes fracas de quarks e leptoes. Consideraremos o modelo es-
pecifico associado aos nomes de Glashow [29], Weinberg [30] e Salam [31], que devido
ao seu sucesso experimental se veio a tornar conhecido como o modelo standard das
interacoes eletrofracas. Contudo antes de entrarmos em detalhes, tentemos respon-
der a trés questoes:

i) Porqué uma teoria de gauge com quebra espontanea de simetria?
ii) Qual o grupo de simetria relevante?
iii) Quais as representagoes a escolher?

Comecemos pela primeira. Ha varias razoes. Talvez a mais importante resulte do
estudo da fenomenologia das interacoes fracas, onde aparecia claro que estas deviam
ser mediadas por uma particula de spin 1 (campo vetorial) e que esta particula
devia ter massa devido ao curto alcance das interagoes fracas (ver discussao no
capitulo 7). Ora, depois de muito trabalho teérico mostrou-se que as tnicas teorias
consistentes, isto é, renormalizdveis e unitdrias, com particulas de spin 1 com massa
eram precisamente as teorias de gauge com quebra espontanea de simetria. Uma
evidéncia adicional vem da existéncia duma universalidade de intensidades entre as
interagoes de leptoes e quarks se descontarmos a rotagao de Cabibbo, efeito que,
como veremos, nao provém do sector de gauge da teoria, mas sim do sector das
massas. Uma tal universalidade seria precisamente o que seria de esperar duma
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teoria de gauge, onde uma constante g, desempenhasse um papel semelhante a
carga elétrica em QED.

As outras duas questoes podem ser respondidas em simultaneo. Vimos que a
estrutura das correntes fracas sugeria a ideia dum grupo de isospin fraco SUL(2)
para as componentes esquerdas que participam na corrente carregada. Dai resultava
que as componentes esquerdas deviam ser agrupados num dubleto. As componentes
direitas dos campos carregados deveriam ser entao singletos de SUL(2) para nao
participarem na interacao fraca das correntes carregadas. Poderia o grupo ser entao
s6 SUL(2)? Pensando um pouco logo se conclui que ndo. A razao prende-se com
o facto da estrutura das correntes de SUL(2) ser V — A. Entdo a componente 3
(neutra) também teria essa estrutura e nao poderia ser identificada com a corrente
eletromagnética que, como sabemos, tem acoplamento vetorial ao fotao. Portanto o
bosao Wg nao pode ser o fotdo. Assim surgiu a ideia de alargar o grupo da forma
minima com um produto por um grupo Abeliano obtendo-se portanto SU(2) x U(1).
Como vimos no capitulo 8, havia neste caso dois bosoes ij e B, que se misturavam
para dar um campo com massa a que chamdmos Z, e outro, sem massa, designado
por A, e que, como veremos no seguimento, se identificard com o fotao.

Este modelo prevé portanto, para além da corrente eletromagnética a existéncia
de correntes fracas neutras, o que foi verificado experimentalmente. Os resulta-
dos experimentais mostram que a Natureza escolheu a hipdtese mais simples. Nas
secgoes seguintes descreveremos os varios aspetos do modelo.

9.2 O sector de gauge

O sector de gauge e de Higgs do modelo standard é aquele que ja descrevemos no
final da seccao 8.3. Vamos aqui apenas resumir os resultados. Consideremos entao a
teoria de gauge para SUL(2) x Uy (1) com invariancia local. O lagrangeano escreve-se

1 1
L= (D) (D"9) = V(90) — 7 Wi, W™ — = By, B" (9.1)

onde V' é dado por

V(6'0) = 1?6'o + A (676)° (92)
e onde introduzimos os campos W, (a = 1,2,3) e B, correspondentes a SUL(2) e
a Uy (1), respetivamente. Os tensores do campo sdo entao

Wi, =0,Wi— W — geWiWy (9.3)

B, = 0,B, — 8,B, (9.4)

A derivada covariante é para este caso

T 1
D, = <8M + lgWu? + "9/3;6 ) o (9.5)
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onde 7% sao as matrizes de Pauli. Depois do mecanismo da quebra espontanea de
simetria vimos que a parte livre do lagrangeano se podia escrever

(0,0) (00) — = (~22%) o

Llivre =
livre 9

N | —

1~1~1MV 1 1 2,2 1 1p
_ZWMVW +§ <§gv WMW

1~2~2uu 1 1 2,2 2 21
_ZWMVW +§ <§gv WMW

1 -~ = 1 |1
- = Zu,Z" + 3 [5 v?(g? +g’2)} zZ, 7"

I

1
-1 A, AP (9.6)

onde introduzimos os campos A, e 7, através das relacoes

A, =sin HWW::’ + cos by B,,
(9.7)

Z, = cosOwW? —sinfy B,

O angulo fy foi determinado pelo requerimento que A, seja o vetor préprio de

massa nula e obtivemos ,

tan Oy = % (9.8)

Do lagrangeano na Eq. (9.6) resulta que temos um campo escalar com massa o,
que passaremos a designar por H. E o bosao de Higgs e a sua massa é dada por

Além disso existem dois campos vetoriais Wj’Q com massa

/1
Mwl7w2 = 5 92U2 (910)

e outro campo vetorial Z, com massa

M, = v2(g% + g?) (9.11)

1
2
Em vez dos campos WJ’Q ¢é usual introduzir um campo vetorial complexo Wf através
das relagoes

_ 1 . .
Wuzﬁ(wjﬂwj) . W= (Wj—zwj) (9.12)

1
V2
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Entao a massa deste campo sera

1

Comparando a Eq. (9.13) com a Eq. (9.11) e usando a defini¢ao 9.8 obtemos uma
relagao importante entre as massas do W e do Z

MW = MZ COS QW (914)
Finalmente o outro campo vetorial A, nao tem massa
My=0 (9.15)

Vemos assim que o campo A, deve ser identificado com o fotao. Esta identificacao
permite eliminar uma das constantes g e ¢’ (ou equivalentemente g e ) em termos
da carga elétrica que corresponde ao gerador conservado
1 + 73

2

Para isso escrevemos a derivada covariante em termos dos campos fisicos, isto é,

Q=

(9.16)

a 1
D, = <au + z’gwg% +ig'Bus ) ¢

. g [/
=0, +i—=W rt+——=W r
{ SVOR V2
+igsin O QA, + icosgew (% _ sin? HWQ)} ¢ (9.17)
o que permite identificar
gsinfy =e (9.18)

Como a carga elétrica é conhecida o tinico parametro a determinar é o angulo 6y .

9.3 As interacoes fracas dos leptoes

A beleza das teorias de gauge é que as interagdes dos campos de matéria com os
bosoes de gauge ficam completamente determinadas pela invariancia de gauge. Vi-
mos isso ja para o caso da interagao com os campos de Higgs e o mesmo se passa
para os fermioes. De facto no final do capitulo 6, ja dissemos que forma devia ter o
lagrangeano de qualquer fermiao para a teoria SUp(2) x Uy (1). Este era dado pela
Eq. (6.69), da qual reproduzimos aqui a parte dos fermides (os campos de gauge ja
foram discutidos na secgao anterior). Obtemos

L= T(ip—m)¥,; (9.19)
f
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onde
D,V = (8u + igWﬁQ“ + ig’YBH)\I! (9.20)

onde as matrizes €)% sao as apropriadas para a representacao em que os fermioes
se encontrem. Temos portanto, antes de escrever as interacoes, descobrir quais as

representacoes de SUL(2) x Uy (1) em que se encontram os diferentes fermioes!.

9.3.1 As representacoes e nimeros quanticos

Os leptoes conhecidos distribuem-se por 3 familias com propriedades idénticas s
diferindo na sua massa. FEsta repeticao que se verifica experimentalmente nao é
explicada pela teoria, mas introduzida para estar de acordo com a fenomenologia
conhecida. No seguimento falaremos somente da familia do eletrao (o eletrao e o
seu neutrino), mas tudo o que dissermos e aplica as familias do muao e do tau.
Como vimos no capitulo 7, as correntes carregadas que medeiam a interacao
fraca (troca do Wj) sao exatamente V — A, ou seja, nelas tomam parte somente
a componente de helicidade esquerda dos leptoes carregados. Para se obter isto é
necessario tratar de forma diferente as duas helicidades das particulas carregadas.
Assim e tendo em conta que o grupo que emerge da fenomenologia ¢ SUL(2) x Uy (1),
distribuimos o eletrao e o seu neutrino pelas seguintes representagoes de SUp(2), dito

1sospin fraco
_1_’7/5 Ve Vel . _1+75
EL = 5 <€) (eL) ) ER = 5 € (921)

Portanto as componentes de helicidade esquerda do eletrao e do seu neutrino formam
um dubleto de SU(2), enquanto que a componente de helicidade direita do eletrao
é um singleto do isospin fraco. A escolha na Eq. (9.21) determina as transformagoes

de SUL(2)

a

5EL = 7€” T— EL
2
dep =0 (9.22)

Falta-nos entao determinar as transformagoes sob a acdo do grupo Uy (1). Estas
serao em geral

5t = z% Y, ¢ (9.23)

onde ¢ é qualquer componente de helicidade dos leptoes, isto é ¢ = e, er, Ve, €
Y, é um numero, designado por hipercarga fraca diferente, em principio, para cada

INao fizemos uma grande discussdo deste ponto para os campos de Higgs, pois admitimos &
partida que eles estavam em dubletos como tinha sido sugerido na discussao do mecanismo de
Higgs no capitulo 8.
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helicidade do leptao. Notar que isto exclui logo termos de massa para os leptoes,
pois estes sao da forma

Lmassa = —m (ZLER + ZREL) (924)

e portanto nao seriam invariantes nem para SUp(2), pois nao é um singleto, nem
para Uy (1) se as hipercargas fracas de ¢} e (g forem diferentes. O valor Y nao é
arbitrario pois o fotao deve acoplar com a corrente eletromagnética. Assim, usando
as Egs. (9.19) e (9.20), vemos que para uma dada helicidade do leptao ¢ devemos
ter a seguinte interagao

_ 1
Lint = — 04" {ngT?’ +5 g’BMY} ¢

_ 1 1
= — fy* {Au <gsin9w T + ég’cosﬁw Y) + 2, <gcos€w T3 — ég’sinﬁw Y)] l

=Ty, {A“e <T3 + %Y) NNy [T3 — sin® Gy, <T3 + %Yﬂ } ¢ (9.25)

cos Oy

onde T3 é o valor numérico do isospin fraco?, (ver Tabela 9.1), para o leptao /.
Comparando a Eq. (9.25) com o que deviamos ter para a corrente eletromagnética,

LD — Qe A, (9.26)

int

onde e = |e| e portanto @ é o valor da carga da particula em unidades da carga do
protao, obtemos entao

1
Q="T°+ 5V (9.27)

o que determina Y.

€r €R VL
T3 —1/2| 0 | +1/2
Y -1 | -2] -1
Q -1 | -1 0

Table 9.1: Numeros quanticos para os leptoes.

Esta tabela implica a seguinte forma para as derivadas covariantes,

/

T e .G
D,E; = <(’9M + ngWM — Z§Bu) Er,

. . 7 7 . . 3 .
2Mais rigorosamente é o valor préprio da matriz T3 = 5 no dubleto Ep, e zero no singleto eg.
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3
= |0, + Wit +W,m7) +ieQA, +i J (T— — sin? Oy Q) Zﬂ} E;

cosBy \ 2

2
V2
D,er = (0, —ig'B,)er = (0, —ieA, +ietan Oy Z,) ep

(9.28)

Das expressoes anteriores é facil obter as interagoes dos leptoes com os campos de
gauge, as chamadas correntes fracas carregada e neutra. O lagrangeano dos leptoes
no limite em que as massas dos leptoes sao nulas é

Lieptoes = 1B L) B 4 i€} eg + termos iguais para o yu e para o 7. (9.29)

Usando a Eq. (9.28) podemos escrever os termos de interagao

g _ g _ _
Lint = — —=TA"(1 —v5)e W — 2=y (1 —v5)v. W 9.30
mt 2\/5 Y ( 75) " 2\/5 Y ( 75) I ( )
— m To v (1 — 75)ve — ey*(1 — 4sin? Oy —’75)6] Zy (9.31)
— (—e)ere Ay (9.32)
_ 9 — 1= + 9 _ 1= _
~ 5 Uyt 5 eW. — 7 ey 5 Ve w, (9.33)
1 1
-9 [ﬁe fy“( - - - 75> Ve (9.34)
cos Oy 4 4
—~ —~—
9y 94
1 1
+ Ev“( ( ~ 1 + sin® HW) - ( - Z) 75> e] Z, —eQ.e'e A, (9.35)
9y 9%

O termo proporcional a A, representa a interacao eletromagnética como descrita em
QED. Daremos alguns exemplos das outras interacoes mediadas por VVui e Z,.

9.3.2 As correntes carregadas

Do lagrangeano de interacao na Eq. (9.35) concluimos que os vértices relevantes sao
os indicados na Fig. (9.1).

Ve € —
Wi 9wl = Wi 9 1=
e \/§ 2 14 2 2

Figure 9.1: Vértices da corrente carregada.
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Um exemplo tipico é o decaimento do muao
o —e +U.+u, (9.36)

que, como vimos, corresponde ao diagrama da Fig. (9.2). O célculo deste processo

Figure 9.2: Decaimento do muao.

no limite das baixas energias da uma amplitude

2
g — « —
M= (7,070 = )] [Era(1 = 35w (9.37)
8My,
que coincide com a amplitude do modelo fenomenolégico das interagoes fracas de
Feynman e Gell-Mann, descrito no capitulo 7, se identificarmos

2
Gr_ g (9.38)

Vi 8

onde Gy é a constante de Fermi. Isto permite obter uma estimativa de massa do
W. De facto usando a Eq. (9.18) obtemos

2 2
9 e 1

__ 9 _
Y UANRGE  4V2GEsin® Oy

GeV

2
- <\/7%ZF) sin210W - (3s7if2(0}veyv> (9:39)
Para o presente valor sin®fy, =~ 0.23 obtemos
My, ~ 78 GeV (9.40)
Este valor estd um pouco abaixo do valor experimental atualmente aceite
My =80.37 £0.17 GeV (9.41)

A diferenca estd no facto de que a Eq. (9.39) é somente vélida na aproximagao
de Born (nivel arvore). Com a introducdo das corregoes radiativas ela passa-se a
escrever

1 1
M2 = (22 42
W <\/§GF) sin? Oy 1 — Ar (942)
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onde Ar encerra as correcoes de ordem superior. Atualmente o valor para Ar é
Ar = 0.06 (9.43)

o que faz subir My, para o valor para o indicado na Eq. (9.41). Uma maneira de
entender estas corregoes é dizer que a intensidade da interacao eletromagnética a
escala da massa do Z é maior que no limite de baixa energia onde o é medida. Mais

precisamente
o 1

(1—Ar) 1288

a(My) = (9.44)

9.3.3 As correntes neutras

E usual escrever a interacao do Z° Eq. (9.35), numa forma aplicavel a qualquer
fermiao f. Para isso escrevemos

L4, =

int —

P [ﬁev“(gﬁ — g4Ys)Ve + V' (gy — gavs)e| ZH

+ termos iguais para os outros leptoes

_ 9 - f f
=~ s Ef V" (97 — 9475) 0 2y (9.45)
onde
1 , 1
gl =T —Q'si*bw 1 gi=T] (9.46)

O lagrangeano na Eq. (9.45) d4 entao origem ao vértice da Fig. (9.3). Um exemplo

0
Zy ig

(gl — ghs)

cos Oy

Figure 9.3: Vértices da corrente neutra
tipico é a difusao elastica
v,+e—uv,+e (9.47)
a que corresponde o diagrama da Fig. (9.4). A amplitude para baixas energias é

g2

~ dcos? by M2 [v’”a(l - 75)%] [5%(96 - gi%)@] (9.48)

Usando a Eq. (9.14) conclui-se que

M3, = M2 cos® Oy (9.49)
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e e

Figure 9.4: Diagrama para o processo v, +e — v, + e.

e portanto as Egs. (9.39) e (9.49) permitem escrever a Eq. (9.48) na forma

M =V2Gx [ﬁu(l — 75)1/4 [é%(g‘e/ — gz%)e] (9.50)
Foi a descoberta experimental do processo na Eq. (9.47) e também do processo
Vet+e—>v.+e (9.51)

mediados pela corrente neutra que constituiram a primeira validagao, antes da ex-
periéncias do LEP, do modelo de Glashow-Weinberg-Salam.

9.4 A introducao dos quarks

As interacoes fracas dos hadroes podem ser explicitadas a partir das interacoes fracas
dos quarks que sao os seus constituintes. Nos faremos as seguintes hipdteses:

i) Os quarks aparecem em diferentes sabores. Experimentalmente necessitam-se de
6: u,d, s, c,b, et.

ii) Para cada sabor os quarks aparecem em 8 cores distintas, mas os hadroes sao
singletos de cor.

ii1) As correntes eletromagnéticas e fracas sao singletos de cor e atuam somente no
espaco dos sabores.

Uma vez expostas as nossas hipdéteses, que incorporam o que é conhecido experi-
mentalmente, vamos agora especificar as propriedades de transformacao dos quarks,
de helicidades esquerda e direita, sob a agdo do grupo SU(2) x U(1). Para isso
damos os valores de T3 e Y na Tabela 9.2. Nesta tabela d. e s. sao as seguintes
misturas de d e s

(9.52)

S, = —sinf.d + cosf.s

{ d. = cosf.d+ sinf.s

onde 6. é o angulo de Cabibbo, conforme introduzido na seccao 7.3.1. De facto
estamos aqui a simplificar. Com a introducao dos quarks b e ¢, a matriz de rotacao
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Uy, de.r, cr, Sel UR dr CR SR t b

T3 1/2 | —=1/2|1/2| =1/2| 0 0 0 0 |1/2]|—-1/2
1/3 1/311/3 1/314/3 | —=2/3|4/3|-2/3|4/3|-2/3
Q 2/3|-1/3|2/3|-1/3|2/3|-1/3|2/3|-1/3|2/3|—-1/3

}.<

Table 9.2: Numeros quanticos dos quarks.

2 x 2 entre d e s deve ser generalizada para uma matriz de rotagao 3 X 3 no espago
d, s e b, a chamada matriz de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa(CKM) [21,32]. Isto
seré explicado mais a frente quando falarmos das massas dos quarks. Em primeira
aproximacao é contudo verdade que o efeito dominante é a rotagao de Cabibbo, isto
é, consideramos so a mistura entre d e s. Dentro desta aproximacao as representagoes
de SUL(2) sao

U c t
< ) ; ( ) ; ( ) ; UR, dRa CR, SR, tR) bR (953)
de L Se L b L

Usando a Eq. (9.28) como analogia e os valores da Tabela 9.2, é ficil escrever o
lagrangeano de interagao
ki — = —
£t = — Lyl - 45)d. Wy — =L dy (1 - s u W,

nt 2\/5 2\/5

2 1 =
+ (§eﬂfy“u —3e dcfy“dc) A,

g 1 1-
— = — —deYtder | Z
cos Oy <2 Ly UL = 5 el L) n

2 1 -
+ tan Oy, <§eﬂ7“u — ge dcvudc) Zy

u —c u —t
+ (dc o sc) + (dc o b) (9-54)

O que Se escreve na forma

Lquarks

uarks _ _ % [m“(l —75)de + " (1 = 75)s0 + 19" (1 — %>b] W,

g [5 — T _
— | A" (1 = 5)u+ 5 (1 — ys)e + by (1 — y5)t | W
2\/5[ (L= y5)u+ 3 (1 = 5)e + by %)]

2 2 2 _ 1- 1
+ —uy*u + —eyte + = tyHt — = dyHd — = SyHs —
e[guvu 3070 37 3 Y 3373
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Y
cos Oy

> et — 9hs) 2, (9.55)
f=quarks

com g{; e gf; dados pela Eq. (9.46). Notar que a interacao mediada pela corrente
carregada tem exatamente a forma encontrada fenomenologicamente por Cabibbo
para os acoplamentos semi-leptonicos AS = 0,1. Por outro lado a corrente neutra
obedece a regra de selecao AS = 0, isto é, o mecanismo de GIM esta incorporado
no modelo.

O lagrangeano da Eq. (9.55) descreve portanto as interagoes fracas e eletro-
magnéticas dos quarks, isto é as correspondentes ao grupo de simetria SU(2) x U(1).
As interacoes fortes sao explicadas pela teoria de gauge da cor, isto a Cromodinamica
Quantica (QCD). Esta é a teoria de gauge do grupo SU(3)¢or- De acordo com as
nossas hipéteses os geradores de SU(3)¢or devem comutar com os de SUL(2) x Uy (1).
Portanto o grupo fenomenoldgico que descreve as interagoes fracas, eletromagnéticas
e fortes é

G =SU3)cor x SU(2)p, x U(1)y (9.56)

9.5 A massa dos Leptoes

Como as transformagoes do grupo SU(2) xU(1), (ver as Egs. (9.22) e (9.23)), tratam
de forma diferente as duas helicidades, um termo de massa para os leptoes nao é
invariante sob a acegao de SU(2) x U(1). De facto

Lmassa electrio = — Me €€ =
= —me (€rer +2rer) (9.57)
e numa transformacao de U(1), por exemplo, obtemos

Oy Lmassa electrio = _meég (erer —erer) #0 (9.58)
A maneira de resolver esta dificuldade é exigir que antes da quebra espontanea de
simetria os leptoes nao tenham massa e que seja o préprio mecanismo de quebra de
simetria que dé origem a massa. Isto é possivel mediante novas interagoes a juntar ao
lagrangeano entre os leptoes e os escalares, ditos campos de Higgs. Para formarmos
termos de massa para os leptoes carregados, temos portanto de construir primeiro
um termo no lagrangeano que seja invariante para SUL(2) x Uy(1). Facamos isso
primeiro para o eletrao. Com o dubleto E, e o dubleto de Higgs ¢ podemos formar
um singleto de SUL(2). Por outro lado

Y(E;) = —1

Y(p) =+1 (9.59)
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pelo que um termo de forma E} ¢ é singleto de SUL(2) e tem hipercarga fraca
Y(El¢) =Y(E}) +Y(¢) = +2 (9.60)

Mas Ezqﬁ nao é invariante de Lorentz, pois falta um spinor de helicidade direita.
Notando que
Y(eg) = =2 (9.61)

concluimos que o lagrangeano invariante de Lorentz e invariante para SUp(2) x U(1)
é

LYukawa = _feEL(b er + h.c. (962)
onde f, é uma constante de acoplamento sem dimensoes. Para vermos que este
lagrangeano da massa ao eletrao, notemos que quando se da o fenémeno de quebra

espontanea de simetria temos
0
¢:<>+-~- (9.63)

pelo que obtemos (tomamos f, real)

LYukawa fe (eReL) : (9.64)

donde se conclui que
fo="le — 28 %107 (9.65)

v
A introdugao do muao e do tau é agora trivial. Ha contudo um detalhe que vale a
pena explicar. O lagrangeano mais geral que d4 massa aos leptoes carregados é

Lyukawa = Z f@] (i)per(s) (9.66)
i,j=1
onde usamos a notacao
e(l)=e; e2)=p; e3)=r (9.67)

Em geral a matriz f;; nao é diagonal. Para encontrarmos os estados fisicos
terfamos de diagonalizar a matriz de massa e rodar os campos das interagoes para
os campos fisicos. Contudo, se os neutrinos nao tiverem massa é sempre possivel
redefinir os campos dos neutrinos e acabar com novos campos que sao diagonais
tanto na matriz de massa como nos termos de interacao. Portanto podemos desde
logo escrever 9.66 na forma diagonal

3
Ly = = Y i Bu(i}o enli) (9.68)

Para este argumento é essencial que os neutrinos nao tenham massa. Como ver-
emos no capitulo 10 nao é possivel utilizar o mesmo argumento para os quarks
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resultando dai a matriz de Cabibbo (ou mais geralmente a matriz de Cabibbo-
Kobayashi-Maskawa (CKM)). Hoje sabe-se que, embora muito pequena (menor que
1 eV), os neutrinos tém massa. Para explicar a massa dos neutrinos é preciso gen-
eralizar o modelo standard. Nessas generalizacoes aparece entao o equivalente a
matriz CKM. Nés neste curso introdutério vamos continuar a considerar que os
neutrinos nao tém massa o que é uma aproximacao muito boa para as experiéncias
nos aceleradores.

9.6 Simple Examples

9.6.1 Decay Z — ff

After this introduction and knowing all the Feynman rules needed for tree level
calculations in the electroweak sector of the standard model we are in conditions of
giving a first example. Consider then the decay of the Z boson,

AR (9.69)

where f is any standard model fermion with the exception of the top quark, because
this particle has a mass m; ~ 172.9 GeV [33] and therefore m; > M, which means
that the Z boson can not decay in tf. The Feynman diagram is given in Fig. 9.5.

f

f
Figure 9.5: Z decay into f.
Applying the Feynman rules we get for the amplitude
M = gz el N) T(ws)* (g = g45) v(pa) (9.70)

where we have defined the shorthand notation,

g

92 = o (9.71)
The decay width is given by the general formula,
4
r :/ (IMJ?) 2m)*6* (k = ps — pa) [ | % 32E (9.72)

=3
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In order to simplify matters and also because it is a very good approximation,
(Mz > my), we will neglect all the fermion masses. In the rest frame of the Z° we

get easily
ar 1 1

dQ 6472 My
and we only need to evaluate the square of the amplitude averaged over spins and
polarizations. We will neglect the fermion masses and use the techniques of the
helicity amplitudes explained in Chapter 5. The Z boson is a spin 1 particle with
mass, and therefore has three polarizations. Two of these, called transversal polar-
izations, correspond to the polarization states of the photon (S, = +1 or h = £1)
and the third one, called longitudinal polarization, corresponds to S, = 0. In the
rest frame of the Z the polarization vectors for these three cases can be written as

(M) (9.73)

1
e =——=(0,1,4,0), S,=+1, h=+1
+ \/5( )
1
e :—2(0, 1,—i,0), S,=—1, h=-1
e =(0,0,0,1), S.=0, h=0 (9.74)

On the other hand we can write

gl — ghs = (95 —~ gfm) (P, + Pg)
=(g, + gh)Pr + (9] — ¢%)Pr = g PL + g} Pr (9.75)

with
gl=gl+dh =9l -7l (9.76)

As in the massless limit chirality equals helicity, this means that we can have only
two possible helicity combinations,

Ps3

7

Juzos(1,4) = /s (0, — cos @, i,sin ) (9.77)
A

b
p3/

Juzos (4, 1) = /5 (0, — cos 0, —i, sin 6) (9.78)
p4\

We therefore obtain (/s = M)

M(+;T7 i,) =gz g}f% €4 Ju3v4(Ta i,) =9z g}f% MZ% (1 + cos 0) (979)
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M= 14) =070 € (1. 4) = 02 0 My— (1= cos) (9.80)
M(L; 1, L) =92 9% €1+ Jugos(1, 1) = g2 g% Mzsin6 (9.81)
M) =g20] - T (b1) = —g70 My (1—con0) (082
M(=1.1) =gz291 € Jugos(}. 1) = =92 91 Mz% (1+ cost) (9.83)
M(L; 1 1) =929} €L+ Jugos (1. 1) = 92 91 Mzsin6 (9.84)

These angular distributions are shown in Fig. 9.6 for the case of the P operator in
Eq. (9.75). These angular distributions can be easily understood using the results

M

Y

».
L

cos 6 T -1 cos 6 1

g

-1 cos6
Figure 9.6: Angular distributions for the Py case.

of Problem 9.1 for eigenstates of spin 1 in an arbitrary direction. Choosing, without
loss of generality the plane ¢ = 0, we have in the basis where S, is diagonal

(1 + cos0) %sin@ 1(1 = cosb)
1,1y =| J5sin@ |, [1,0),=| —cosf |, |l,=1),= | —5sinf | (9.85)
2(1 —cosb) —% sin 0 2(1 4 cos0)

we immediately see how the eigenstates of spin 1 along the z axis project into the
state |1, 1), with coefficients proportional to (1 + cos§), sin @ and (1 — cos ) for the
states |1,1),,|1,0), and |1,—1)_, respectively.

Therefore we get for the sum over spins,

(M%) :% > IMP? (9.86)

spins
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= (MO P + IM= 1, D + MUz, 1P

HM LD+ M= LD+ ML L 1)
2

=397 (gﬁ;z + gf)

4 g ? 2| f2 f2
= [ —— M [ ] .
3 (cos QW) z |9v" 1 9a (9.87)

For the total width we get (the integration in dS) gives 4)

My 9 ’
r=—~2 12+ g%?] .
127 (cos 9W> 9v"+ 94 (9.88)

This result is normally presented in terms of the Fermi constant,

Ge_ ¢ _ (g \ 1 (9.89)
V2 8MZ  \cosby ) 8M?2 '

where we have used the standard model relation for the W and Z masses,

My, = My cos Oy, (9.90)

Therefore we get

2G M3
T = 12+ 42 9.91
3\/57_‘_ 9y 9ga ( )

which gives, for example for electrons®

['(Z —ete) ~83.4 MeV (9.92)
that can be compared with the PDG [33] value

['(Z —ete)=Tyz xBr(Z —ete)
= (2.4952 4 0.0023) x 10® x (3.363 + 0.004) x 10> MeV
= (83.914 4 0.127) MeV . (9.93)

9.6.2 Scattering e v, — p v,

As a second example we consider the e"”, — p~ 7, scattering in the CM. It will
be instructive to see how the W cures some of the problems of the current-current
theory. To simplify, and in order to be able to apply the helicity techniques, we
will assume that /s is such that we can neglect all the fermion masses but not the
W mass and width. In lowest order in perturbation theory we have the Feynman
diagram of Fig. 9.7. The amplitude is given by,

3Notice that this just the lowest order calculation. The reason why the result is so good is that
some higher order corrections are already incorporated in Gp.
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Figure 9.7: scattering e" v, — " 7,,.

duqv

g\’ - ~ G + _
; g — Ml V5 HY MSV _ Vl Y5
=i 9.94
M Z(\/i) o2 ) Ry Ty Y T Ve (999

where ¢ = p; + po and 'y, is the decay width of the W. Using the fact that we are
neglecting the fermion masses the term in the numerator of the W boson propagator
proportional to the momenta vanishes after application of the Dirac equation. For
instance,

Bpr () = T(p2) G + o) ()
= D2 () + 0(p2) 5 ()
o (9.95)

where we have used piu(p;) = 0 and v(p2)ps = 0. Making use of the relation
Gr/vV?2 = g*/8MZ,, we further simplify the expression

G M3 _ _
M= = o i TP (L= 20 T(s)r* (1 = )0 ()
w
4G M,

- V2 s — M2 +,L-MWFWE(PZ)VMPLU(Pl)ﬂ(pg)v“PLv(,m) : (9.96)
W

From the structure of Eq. (9.96) we immediately see that the only non-zero helicities
are those shown in Fig. 9.8 Therefore we get only one helicity combination,

e f

Ve Vp

Figure 9.8: Helicities for e" vV, — u™v,.

AGr M2,

Julvz (\1/7 T) : Ju3v4 (\1/7 T)
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4Gr Miy V5(0,—1,7,0) - v/5(0 0, —i,sin )
= — S —1.17 . S — COS —1,S1n

\/5 S _ MI%/ + ZMWPW ) VAR Y ) )

AGp M2,

NG S—M5V+iMWFWS( + cosf) (9.97)

where we have used the usual kinematics

b= %(170707 1)7 b2 = §<170707 _1>7 (998>
p3 = %(Lsinﬁ,o,cos 0), ps= %(1,51119,0, —cos ) (9.99)

Now we obtain

1
(IMP) =S| M( T LD

My,
(s — M{)? + M3 TS,

=4G>, s%(1 + cos 6)? (9.100)

We get therefore for the differential cross section in the CM frame

do 1 9
a0 :647T28 <|M| >
s

= 1 9)? 101
1672 (s — 3%, + a5 r3, (L T eos?) (6.101)

After integration over the angles we get finally,

1k M

T3 (s— M)A ML,

(9.102)

We can see that we have two regimes. For m.,m, < /s < My the cross section
grows like

_1GEs
3
However for values of /s ~ My, the W propagator begins to be important and
unitarity is not violated. For /s > My, we have

g

(9.103)

_ 1GEMy,
3 7s

o (9.104)
In Fig. 9.9 we show this behavior. In the left panel, for m.,m, < /s < My,
the cross section grows like s and this would violate unitarity. The W propagator
corrects for this and restores unitarity as shown on the right panel. Notice the
different scales on the two situations. The standard model has the correct asymptotic
behavior.
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0 10 20 30 40 50 0 100 200 300 400 500
s'2 (GeV) s'2 (GeV)

Figure 9.9: o(e” v, — " 7,). Left panel: Behavior of Eq. (9.103). Right panel: The
exact result, Eq. (9.104). Notice the different scales.
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Problemas capitulo 9

9.1 Considere as matrizes de spin 1 na representacao em que .S, é diagonal,

010 L Jo =i o 10 0
10 1|,8=h—]|i 0 —i|,S=hrl00 0 (9.105)
010 V21g i o 00 -1

1

Sy =h
V2

a) Verify that these matrices obey the correct commutation relation for spin and
angular momenta,

[Sz,Sy] =ihS. + permutations . (9.106)

b) Consider now spin 1 in an abitrary direction 77 = (sin € cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 0).
Show that the eigenvalues of the matrix

cosf /2sin fe~i® 0
S-ii=h |2sinfe? 0 V2sinfe ™ (9.107)
0 +/2sinfe —cosf

are 1,0, —1 and the corresponding eigenvectors are,

2(1+ cosf)e™ —5 sinfe” "
11, D)4 = 5 sind | 11,0) 9.4y = 1—6?89 | (9.108)
%(1 — cos f)et® — 5 sm fe'

1(1 = cosf)e™
11, =1) .4 = — 5 sind (9.109)

1(1+ cosf)e'

9.2 Consider the elastic scattering

Ve+e —U.+et (9.110)
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a) Consider only the W diagram first. Show that in the limit that m, < /s <
My we have

MO = S (1= 26)ofp) WL -l (911)

b) Consider now the Z diagram. Show that

w _ GGr L, 11
M) = NG (7)Y (1 —vs)v(7) u(e’)y,(2sin” Oy 5 +2 vs)u(e) (9.112)

ans therefore

i , N
M =M@ + M® = — L 5(7)y"(1 - 95)0(@) T(e')7,(Cy — Cars)ule)
2/ 272
(9.113)
with ) .
Cy = 2sin? bws i Ca=3 (9.114)

This process allows to distinguish between a V' —a pure theory (Cy = Cy = 1)
from teh standard model. The experimenat results confirm the neutral current
structure of the standard model.

c) Neglecting the fermion masses, determine the non-vanishing helicity ampli-
tudes for both channels.

9.3 Consider the process v, + e — v, + e, that occurs via neutral current.

a) Show that the amplitude is

Gp _ _ / '
M = —272 a(v)Y*(1 = vs5)u(v) u(e)y,(Cy — Chys)ule) (9.115)
with
;1 .2 ;1
CV:§ —2sin“ 0y ; C4 = B (9.116)

while for a theory without neutral currents one would have

Cl =% =0 (9.117)

b) Neglecting the fermion masses, determine the non-vanishing helicity ampli-
tudes for this process.



Problemas 187

9.4 Considere os dois decaimentos do Z°

AR (9.118)
7% = eet . (9.119)
Mostre que . B
% ~ 92 (9.120)
9.5 Desprezando as massas de todos os fermides mostre que
BR(Z" = ¢ et) = N ?Ze ) 549 (9.121)

onde I'z = T'(Z° — tudo).

9.6 Considere o processo ete™ — v T,.
a) Quais os diagramas que contribuem para esse processo ?
b) Escreva a amplitude correspondente ao diagrama dominante para /s ~ M,.
¢) Mostre que para /s ~ My temos

olete”™ = v.v,)
olete” — efe)

~ 2 (9.122)

9.7 Considere o decaimento W~ — e~ 7,.

a) Calcule a velocidade do eletrao no referencial em que o W esta em repouso.
b) Escreva a expressao para a amplitude do processo.
c¢) Desprezando a massa do eletrao calcule a largura do decaimento. Compare
com o resultado experimental I'(W~ — e~ 7.) = 229 MeV.
9.8 Calcule o branching ratio BR(W~ — e v) definido por

BR(W™ — e v)

B - V) =
RW™ = e7v) (W= — tudo)

(9.123)

onde '(W~ — tudo) = 'y = 2.0 GeV.

9.9 Quando se desprezam as massas dos leptoes e se considera que a energia no
CM, /s, é muito inferior as massas do bosdes W e Z, as secgoes eficazes para os
processos da tabela seguinte
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Processo Ai

Vyte —u + e 1

Vete —pu +v, %

vute Sute o= 3—32 (90" + g4%) (97" + 94%) + 297949794
v,te —v,t+e

p+et - v, +7,

Ve +€ — Ve + e

podem-se escrever na forma
0; = % G% s

Mostre que isto é verdade, verificando os valores dados na tabela e preenchendo as
entradas que faltam.



Chapter 10

CP Violation and the
Cabibbo-Kobayashi-Maskawa
Matrix

10.1 A massa dos quarks

No capitulo anterior vimos como obter a massa dos leptoes considerando que os
neutrinos nao tém massa, o que é uma boa aproximagao para 0s pProcessos em que
estamos aqui interessados.

Consideremos agora o problema de massa dos quarks. O problema é mais compli-
cado por duas razoes. Uma que tem que ver com a impossibilidade de diagonalizar
simultaneamente as matrizes de massa e as interagoes como foi afirmado atras e
sera discutido mais a frente. A outra é mais técnica. Para percebermos o problema
consideremos os quarks da primeira familia

L= (uL) ; UuR,dp. (10.1)
dr,
Se considerarmos uma interagao da forma
Lyukawa = —hd @Lﬁb dr +h.c. (10.2)

depois da quebra espontanea de simetria

= (S) (10.3)

Lyukawa = —hav (dpdg + drdy) + -+ -, (10.4)

isto é, um termo de massa para o quark d, mas nao para o quark u. E facil de ver
que para o termos envolvendo dr temos

obtemos

Y (Q,6ds) = —% 1o % o, (10.5)

189
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0 que assegura a invariancia teste termos para SUp(2) x Uy (1), enquanto que para
upr temos,

Y(Q,pug) = —%+1+§:+2, (10.6)

mostrando que o termo (Q¢ ur) nao é invariante para SUL(2) x Uy (1). Como resolver
este problema? Felizmente a solucao nao é muito dificil. Numa transformacao de
SUL(2) x Uy (1) o dubleto transforma-se da forma seguinte

a

5 — i»s“%gb SUL(2)
5¢ = i%(b Uy(1). (10.7)
Consideremos agora o dubleto ¢ definido por
—imo = () o= (10.8)

Vejamos agora como se transforma ¢. Para SUL(2)

55) =ity (09") =iy <—ie“ T;* gb*)

1
=e'Ty T 5 o*. (10.9)
Usando agora a identidade
To T Ty = —7%, (10.10)
obtemos
S =—¢ % Ty ¢F = i€e” % (112 ")
:z’e“%é, (10.11)

isto é, transforma-se exatamente como ¢. Mas numa transformagao de Uy (1) obte-
mos

06 =iry (60)" = ims (+i50)

= =i (i ¢") = —i5 ¢, (10.12)

0 que mostra que <;~5 tem hipercarga fraca igual a —1. Entao um termo

Lyukawa = — hu @LQEUR + h.c.
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:—huv(ﬂLuR+ERuL)+--- s (1013)
¢ invariante para SUL(2) x Uy (1), pois

Y(@L$u3> R (10.14)

3 3
e dd massa ao quark u. Precisamos portanto de ¢ para dar massa aos quarks com
T3 = —1/2 e de ¢ para dar massa aos quarks com Ty = +1/2. Notar que se trata
do mesmo dubleto, a construcao de qg destina-se a obter uma hipercarga oposta a
do ¢. Noutras teorias, como em supersimetria ou nos modelos com dois dubletos de
Higgs, este problema ¢é resolvido usando mais do que um dubleto com hipercargas
diferentes.
O termo mais geral que d&4 massa aos quarks é portanto

Lyukawa = — Y hai Q. (1) dr(j) — Z hais Q (D)o ur(j) (10.15)

0,

numa notagao 6bvia. Vemos assim que ha uma matriz de massa para os quarks de
baixo, e outra para os quarks de cima. E possivel diagonalizar estas matrizes e passar
o efeito para os termos de interacao. Os termos de corrente neutra continuarao
diagonais, mas nos termos de corrente carregada tal nao acontecerd. De facto a
corrente neutra liga os quarks de cima com os quarks de cima e os de baixo com
os baixo, e portanto teremos sempre termos diagonais se usarmos a unitariedade
das matrizes. Isso ndo acontece para as correntes carregadas pois elas misturam os
quarks de cima com os de baixo que sao diagonalizados de maneira diferente. O
resultado é uma matriz de mistura, que convencionalmente se coloca nos quarks de
baixo, a chamada matriz de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa [21,32]. Como héa trés
familias de quarks trata-se duma matriz 3 x 3 unitaria. Para vermos o mecanismo,
consideremos primeiro o modelo s6 com duas familias de quarks deixando para uma
secgao seguinte o estudo do caso geral. Entao o lagrangeano de massa dos quarks
pode ser escrito

Linassa = — Ry 0T U — hyovTc — hgyv d, d. — hysv 5, S,
— haiov (dese +5ede) | (10.16)

onde se usou a liberdade referida atras para escrever os quarks u e ¢ diretamente na
forma diagonal. Olhemos para a matriz dos quarks de baixo. Escrevemos

_ haiv  hgov d.
plown — —@ ) (" . (10.17)
haiov  haov Sc

Agora o angulo de Cabibbo pode ser facilmente compreendido. De facto do ponto
de vista das interagoes fortes, a matriz de massa deve ser diagonal nos quarks d e s.
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Entao se introduzirmos

d cosf. sinf, d
( ) _ , (10.18)
Se —sinf, cosé, S
na Eq. (10.17) obtemos

cdown — _ (G 3) (m” m”) (d), (10.19)

M2y M2 S
onde
miy = €08 0.(hg cos 0. — hqiasinf,.) — sin O.(hgio cos b, — hgg sinf,.)
mis = sin O.(hg cos b, — hgiasinf,) + cos 0.(hg12 cos 0, — hgo sin6,.)
ma1 = + o8 0.(hgi2 cos 0. + hgy sin 0.) — sin 0.(hgs cos 6, + hg2 sin 6..)
Mag = sin O.(hgio cos 0, + hgy sin 6,) + cos 0. (hgo cos 6, + hgiasinf,.) . (10.20)

Como queremos que a matriz seja diagonal,

- (mqg O d
Eg?;géla:_(d 3) ((]d ms) (S)’ (10.21)

devemos impor as condicoes mis = mo; = 0 € my; = Mg, Mag = my,. A condicao
mis = Mo; = 0 tem como solucao

2h
tan(26,) = ﬁ (10.22)

isto é relaciona os parametros do lagrangeano com o angulo de Cabibbo. E usual
em vez de usar os parametros hy;; e hgj;, usar os valores experimentais das massas
dos quarks e os elementos da matriz de rotacao, isto é os angulos. Esta para o caso
de trés familias de quarks é a matriz CKM que vamos escrever com mais detalhe
numa secgao seguinte.

10.2 Violacao de CP no sistema K" — K"

10.2.1 A simetria CP

Como vimos as interagoes fracas nao sao invariantes para a transformacgao de pari-
dade P. Por exemplo no decaimento

™ = uty,, (10.23)
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os muoes tém sempre a helicidade esquerda. Também nao sao invariantes para a
operagao de conjugacgao de carga (transforma particula em antiparticula), porque
entao a reagao

T = WUy, (10.24)

viria sempre com muoes esquerdos e de facto eles tém helicidade direita. No entanto
o produto das duas transformacoes, CP, parece ser uma boa simetria pois transforma
o antimuao esquerdo num muao direito que parece ser o que observamos.

Gell-Mann e Pais mostraram que a invariancia de CP tinha implicacoes estran-
has para os kaoes neutros. Eles observaram que o K° com estranheza +1 pode-se
transformar na sua antiparticula KO com estranheza —1 através dos diagramas de
segunda ordem representados na Fig. 10.1.

d U S d W s

> > > —— ——
w W uy AU

< < < —— ——
S u d 5 W d

. . I —0 P .
Figure 10.1: Diagramas para a oscilacio K°-K . Ha ainda os diagramas com u
trocado com c e t através da mistura na matriz CKM.

. fe —0
Como resultado, as particulas que observamos no laboratério nao sao o K°, K

mas alguma linear combinacao dos dois. Podemos formar estados préprios de CP
da forma seguinte. Como os kaoes sao pseudo-escalares devemos ter

PIK") =~ |K%), P[E")=-[K"). (10.25)
Por outro lado sob a acao da conjugacao de carga temos,
C|K" =[K"), C[R")=|K"). (10.26)
e obtemos portanto
cPKY)y =~ [K"), cP[E")=-|K). (10.27)

Podemos portanto formar estados proprios de CP, corretamente normalizados, através

de
_ 1 0\ _ |70 _ b 0 70
K1) = (1K) ‘K ). 1K) = > (SE ‘K )) . (10.28)
com os valores proprios de CP

CP|K) = |K)), COP|Ky) = —|K) . (10.29)
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Se admitirmos que CP é conservado nas interacoes fracas, entao K; s6 pode

decair num estado com CP = +1 e K9 num estado com CP = —1. Os kaodes
decaem em dois ou trés pioes. O estado de dois pices tem P = +1 e C = +1
enquanto o estado fundamental de trés pioes tem P = —1 mas também C' = +1.

Em conclusao, devemos ter
Ky —2r, Ky —3m. (10.30)

O decaimento em dois pides é mais rapido pois o espaco de fase é maior. Portanto,
se comecarmos com um feixe de K°

1
7

a componente K decaira rapidamente e ficard somente um feixe quase puro de Kj.
Esta previsao foi confirmada experimentalmente, com

|K%) = —= (K1) + | Ka)) (10.31)

71 =0895x10""s, 7 =511x10"%s. (10.32)

Notar que K; e K5 nao sao antiparticulas um do outro mas antes as suas proprias

antiparticulas com C' = —1 para K; e C' = +1 para K,. Tém mesmo uma diferenca
de massa,

my —my = 3.48 x 107 % eV. (10.33)

Em resumo, os kaoes sao produzidos nas interacoes fortes em estados préprios da
-0 , . ~ .
estranheza, Ky e K mas decaem através das interagoes fracas em estado proprios

de CP, K1 € KQ.

10.2.2 Violacao de CP no sistema K" — K°

Os kaoes neutros sao um laboratério perfeito para testarmos se as interagoes fra-
cas sao de facto invariantes para o produto C'P. Usando um feixe suficientemente
longo sabemos que temos s6 kades do tipo que tém um tempo de vida longa. Se
observarmos que estes decaem em 27w sabemos que CP é violada. Esta experiéncia,
descrita na Fig. 10.2, foi feita por Christenson, Cronin, Fitch e Turlay [34], em 1964
e eles descobriram uma fracao de 1 em 500 que decaiam em 27. O produto CP nao
é conservado nas interagoes fracas e o kaao que tem um tempo de vida longo nao é
um estado perfeito de CP, deve ter uma pequena mistura de K;. Designamos esse
estado por K7,

[Ke) =~ (e ) 1)) (10.34)

1+ |e|?

De igual modo podemos definir o estado ortogonal que é predominantemente K; e
decai rapidamente por

1K) = %H (1K) + € |2)) (10.35)
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Figure 10.2: Experiéncia de Cronin e Fitch

O parametro € mede o desvio do estado K em relagao ao estado de CP, isto é, mede
a violacao de CP no sistema K° — K% Para a determinacao experimental, é usual
definir a razao das amplitudes
B ig— _ M(Kp — ntnT)
Ni— = |n4-|e = T
M(Kg — mtm—)

(10.36)

Obtemos entao

, D(Kp—ntnm)
1= I'"Kg — 7tm)
O valor experimental atual é € = 2.24 x 1073.

A experiéncia de Cronin-Fitch, como veio a ser conhecida depois da atribuigao
do prémio Nobel a este dois fisicos em 1980, destruiu a ultima esperanca para uma
simetria exata que envolvesse a Paridade!. Mas as coisas ficaram ainda piores quando
se olhou para os decaimentos semi-leptonicos do K. De facto, cerca de 41% das
vezes o K, decai semilepténicamente nos canais,

2 = ns (10.37)

a) K -7t +e +0 b)) Kp =71 +e +uv.. (10.38)

Agora notemos que a operagao de CP leva o estado final em a) para o estado final
em b) e vice-versa. Entao se K, fosse um estado préprio de CP, os dois decaimentos
deviam ocorrer exatamente com as mesmas probabilidades. Experimentalmente
verificou-se que isso nao acontecia, e que o decaimento do K em positrao (ou
leptao carregado positivamente) ocorria mais frequentemente, com uma diferenca
fracional, ¢, definida por

5, = N(KL — 7T7l+]/l) — N(KL — 7T+l7?1) ~33x 1073’ (1039)

N(Kp — 7= lty) + N(K, — ntl~7))

onde [ = e, u. Ha assim uma distingao absoluta entre matéria e anti-matéria. Pode-
mos dizer que o positrao é o leptao que ocorre mais frequentemente no decaimento do
K. De facto esta distingao entre matéria e anti-matéria é mais profunda e permite
pensar em compreender porque somos feitos de matéria e nao de anti-matéria.

Tsto ndo é rigorosamente verdade, pois acredita-se que o teorema TCP seja vélido e que o
produto das trés transformacoes seja uma invariancia da teoria quéntica.
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10.2.3 Violacao de CP noutros sistemas

Embora o sistema dos mesoes K° tenha sido, durante mais de 30 anos, o tinico
sistema a evidenciar a violacao de CP, tal nao era de esperar do ponto de vista
tedrico, como serd explicado na seccao seguinte. No ano 2000 a situacao mudou
drasticamente pois foi observada pelas colaboragoes BaBar no SLAC (Stanford,
Estados Unidos) e Belle no KEK (Japao), pela primeira vez a violagao de CP no
sistema dos mesdes B° (db). Essa violacdo de CP foi observada, medindo a assimetria

T(B® = J/p — Kg) —T(B’ — J/i — Kg)

A=
T(B° — J/¢ — Kg) + T(B" — J/i — Kg)

= 0.679 = 0.020 (10.40)

que seria zero se CP fosse conservada. O resultado de ~ 70% para esta assimetria
mostra que a violagao de CP ¢é intrinsecamente grande. Perceberemos na seccao
seguinte por que razao em muitos casos os resultados experimentais sao pequenos.
Estes resultados sao muito importantes pois ajudam a determinar os parametros da
mistura dos quarks, descritos pela matriz CKM como veremos na seccao seguinte.
A importancia destas medidas justifica que no LHC, presentemente em operacao no
CERN, haja uma experiéncia dedicada a fisica dos mesoes B, a colaboracao LHCb,
que tem produzido resultados notdveis que ajudam a nossa compreensao da fisica
da mistura dos quarks.

Finalmente, ¢ de esperar também resultados para os mesoes D° (cuz). Contudo as
previsoes tedricas do modelo standard sao pequenas para este sistema. Os resultados
de LHCb nao indicam, até ao momento, qualquer indicagao de violacao de CP nos

mesoes D°. Certamente que este assunto ficard resolvido com mais dados na nova
fase do LHC.

10.3 Violacao de CP e a matriz CKM

10.3.1 A matriz CKM

A generalizagdo da matriz de Cabibbo para o caso de trés geracoes de quarks é a
matriz de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa [21,32] que passamos a explicar. Comece-
mos por recordar as partes do lagrangeano do modelo standard em que aparecem os

quarks. Escrevemos
L= ,CCC + ENC + LYukawa (1041)

quarks quarks quarks

onde os diferentes lagrangeanos, corrente carregada, corrente neutra e de Yukawa,
Sa0,

,CCC _

quarks — _QL\;? [Eﬁ“(l - ’75)“;] WM_ (1042)

Tl — ~ gt — 9
|:U i (1 75)dz] Wu 2\/5

2_ 1_ _
LN =e {— wiy g — 3 d’w“dé} A, — —L (gl = ghs)dZ,  (10.43)

quarks 3 coS HW
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Llee — _pd @, dy, — hQpPuk, +hec. (10.44)
onde os indices i,j = 1,2,3 sdo de familia (ou geragao), isto é, por exemplo,

d; = (d',s,V) e & = ity®* como anteriormente. A notagao u,d, quer dizer que
estes estados nao sao os estados de massas mas aqueles que resultam da escrita das
derivadas covariantes. Para simplificar escrevemos ainda ¢} = (u}, d;)-

27 7

Quando se da a quebra espontanea de simetria, substituimos

o — m (10.45)

e obtemos a partir do lagrangeano de Yukawa o lagrangeano de massa para os quarks,

massa — 'y MYy, — u'p M"uy + h.c. (10.46)

quarks

d d z ~ > > e
onde Ml-j’u = hijfuv e passamos a usar uma notacao matricial no espaco das familias.
Em geral as matrizes M%"* sao matrizes arbitrdrias complexas. Nao sendo estas
matrizes diagonais, os quarks u/, d, nao sao os estados préprios de massa. Para os

(ARt}
obter temos de diagonalizar as matrizes de massa, o que é sempre possivel. Na
verdade uma matriz arbitraria complexa é diagonalizada através de duas matrizes

unitarias diferentes a esquerda e direita. Isto quer dizer que devemos ter,
UM UL = diag(my, me,my),  ULMCUST = diag(mg, ms, mp) . (10.47)
Isto é equivalente a rodar os estados de acordo com
dp =Uld,, dr=Usdy, up=Urd;,, ugr="Upupy. (10.48)

Depois de diagonalizar as matrizes de massa, temos de aplicar a rotagao inversa nos
lagrangeanos de interacgao, isto é

L =UMdy,  dy=Uldg, uh =Ufuy, uy=Ulug. (10.49)

Olhemos primeiro para a corrente neutra. Um termo genérico é da forma, tomando
os quarks down como exemplo,

EL’)/Md,L + ER’}/Md/R = EL’}/MdL + ER’}/MdR s (1050)
onde usamos USUS = U }%Ujd; = 1 devido a unitariedade das matrizes. Para os

quarks u obtemos resultados semelhantes. Assim vemos que para as correntes neu-
tras o resultado final em termos dos estados de massa é o mesmo que na Eq. (10.43),
basta fazer ¢ — ¢. No entanto para as correntes carregadas tal ndao vai ser possivel
pois elas misturam quarks do tipo v com quarks do tipo d. Talvez a maneira mais
simples de ver isto é pensar no dubleto

et
| ulL] [LUL] UUT[ 7 ] :
= = = 0.5]—
@ ld’L Uftd,] — F UpUfdy, (10.51)
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o que mostra o nao alinhamento entre a diagonalizacao das matrizes de massa e as
interacoes. Para ver a consequéncia escrevemos os termos relevantes do lagrangeano
das correntes carregadas, Eq. (10.42). Obtemos

g
‘Cquarks - ﬁ (U/L’Y“d/ WJF + d/LfY“uLW ) (1052)
= i (ULVHVCKMdLW —|—dL"}/ VCKMULW ) (1053)
V2
onde se definiu
Vexw = URUR (10.54)

Como as matrizes de diagonalizagao sao diferentes, a Voxn # 1.

10.3.2 Contagem de parametros na matriz CKM

Como vimos, a matriz de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa [21,32] liga os estados préprios
de sabor com os estados proprios de massa. Tradicionalmente esta mistura é descrita

nos quarks do tipo down, isto é com T = —1/2 e que se costuma escrever na forma,
d Vud Vus Vub
S/ = ‘/cd ‘/cs ‘/cb S . (1055)
v Via Vis Vi b

Esta matriz é uma matriz 3 x 3 e unitaria pela maneira como foi construida. Em
geral uma matriz complexa N x N terd 2N? parametros reais. Contudo as condicoes
de unitariedade VVT = 1 impdem N? condicoes reduzindo o ntimero de parametros
independentes a N2. No entanto podemos ainda absorver 2N — 1 fases nos cam-
pos dos 2N quarks deixando uma fase global arbitraria. Isto reduz o ntmero de
parametros para

N?— (2N —1) = (N — 1), (10.56)

Destes, N(N — 1)/2 correspondem a angulos, (para N = 2 temos s6 um angulo o

angulo de Cabibbo) e portanto os outros parametros devem ser fases num nimero

dado por

N(N-1) (N-1)(N-2)
2 2

# fases = (N — 1) — (10.57)
Vemos assim que para ter uma fase complexa, necessaria para explicar a violacao
de CP, precisamos de N = 3. Este argumento foi apresentado antes da descoberta
da terceira familia. Obtemos portanto para N = 3, trés angulos e uma fase inde-
pendentes, e portanto 4 parametros fisicos.
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10.3.3 Parametrizacoes da matriz CKM

Ha varias parametrizagoes da matriz CKM. As duas mais utilizadas sao a do PDG e
de Wolfenstein. A parametrizacao do PDG usa rotagoes em trés planos, escrevendo

1 0 0 C13 0 813671'5 C12 s1o O
Vekm = |0 o3 893 0 1 0 —S12 ¢z 0
0 —S923 (a3 —813€i(S 0013 0 0 1
C12€C13 $12€13 s13e~ "
= | —S12€23 — 012523813626 C12C23 — 8128238136i5 $23C13 | (10-58)
S12523 — 012023313€i(S —C12523 — 812023313€i6 C23C13

onde s;; = sinf;;, ¢;; = cosf;;e § é uma fase responsavel pela violacao de CP no
modelo standard. Como s13 <K So3 K S12 < 1 é conveniente definir esta hierarquia
numa forma explicita, ainda que aproximada. E o que faz a parametrizacao de
Wolfenstein, onde

1—A?/2 A AX3(p —in)
- 1—)%/2 AN? + 0O\ (10.59)
AN(1—p—in) —AN 1

A correspondéncia entre as duas parametrizagoes é
S19 = )\, S93 = A)\Q, 813626 = A)\g(p -+ ZT]) . (1060)
Os valores experimentais atuais sao aproximadamente,

A~0223, A~0811, p=~0.131, n~0.345 (10.61)
S12= A2 0.223,  $93~0.041, s13~0.003, &~1.2079=69.2°.  (10.62)

Notar que os efeitos de CP sao pequenos, nao por a fase ser pequena, mas por vir
multiplicada por s;3 que é um nimero muito pequeno. Uma ideia melhor da hier-
arquia na matriz CKM, pode ser obtida se considerarmos os médulos dos elementos
(tomamos o valor central, sem considerar os erros, ver PDG [33] para resultados
mais precisos)

0.97427 0.22534 0.00351

Vexkm = 0.22520 0.97344  0.0412 | . (10.63)
0.00867 0.0404 0.999146

Vemos que os elementos sao cada vez mais pequenos a medida que nos afastamos
da diagonal e também da esquerda para a direita. Esta observacao estda na base da
parametrizacao de Wolfenstein.
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10.3.4 Confrontado a experiéncia com a matriz CKM

Neste momento todos os resultados experimentais conhecidos podem ser explica-
dos com a matriz CKM, definida na seccao anterior. Em particular os proces-
sos com violagdo de CP, tanto no setor dos mesdes K = (ds) mas também nos
mesdes D° = (cut) e B® = (db), sdo descritos corretamente pela matriz CKM. Neste
curso elementar nao prosseguiremos com os detalhes desta verificagao. Na Fig. 10.3
mostramos o resumo dos resultados recentes nos varios processos. Vemos que héd um
acordo completo entre todos os dados experimentais e os parametros da matriz CKM
que sao assim obtidos duma maneira consistente. Notar em particular o vértice do
triangulo que mostra esse acordo. Nos eixos estao os parametros de Wolfenstein p e
1 modificados ligeiramente. Ver PDG para uma discussao mais detalhada do porqué
desta modificagao bem como do significado dos angulos «, 5 e 7.

1.5 L L | T T T g [ T T T 1T T T 1 T T 1
: excluded area has CL > 0.95 | % :
- Y ¢! i
1.0 — o —
, 2 Amg&Am, ]
0.5 — |
I= 0.0 — —
-0.5 — —
-1.0 — & —
= fi Y y ; sol.w/cos2B<0 —
- Summer 12 5 (excl.atCL>0.95) —
_1 .5 i | I | | | | | | I | | L1 11 | I I | | I ]

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

p

Figure 10.3: Resultados experimentais em confronto com a matriz CKM. Tirado da
péagina da colaboragao CKM-fitter.
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Problemas capitulo 10

10.1 Verifique que obtém a Eq. (10.20) e que as condi¢oes mis = may; = 0 conduzem
a Eq. (10.22).

10.2 Mostrar que se obtém a matriz da parametrizacao do PDG, multiplicando as
trés matrizes na Eq. (10.58).

10.3 Mostrar que a matriz CKM na representagao do PDG, Eq. (10.58), é unitéria.

10.4 Mostrar que a matriz CKM na representagao de Wolfenstein Eq. (10.59), é
unitaria até a ordem indicada.
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Appendix A

How to do Calculations in Particle
Physics

A.1 Introduction

In particle physics most of the experimental results are either cross sections or decay
widths. So it is very important do learn how to go from theory (the Lagrangian) to
these quantities to be able to compare with the experiment.

In this course we have learned how to do these calculations in some cases. As
these are dispersed in various chapters it might be useful to collect here all the
information. We follow the conventions, methods and notation of Chapters 2, 4, 7
and 9 and of the recommended book for this course by Mark Thomson [1].

A.2 Fermi Golden Rule

The decay rates and cross sections are given in Eq. (2.29) for the decays

n

r- L S/IM\ (26 (p ZPZ H %)32]9 (A1)
Jj=

and in Eq. (2.55) for the cross section

o= M (2r) 6 (pr +pa — > pi (A.2)
4\/(p1 - p2)? — mim} / Z ]1_[ 27)32290

A.3 The CM Reference Frame

In this course we have considered only decays 1 — 2 + 3 in the rest frame of the
decaying particle and cross sections for processes of the type

1+2—>3+4 (A.3)

203
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in the CM frame, that is with the kinematics,

Figure A.1: CM kinematics

In this case Egs. (A.1) and (A.2) simplify and we get (see Eq. (2.42) and
Eq. (2.67)),

S

I'= 2] |M? (A4)

8rm?

and
do _ S @ |2
dQ 64725 |pi|
where |pa|, |p1] |P5] can be easily obtained in the CM frame, see for instance, Eq. (2.75).
In these equations the factor S is a symmetry factor for identical particles in the
final state. For instance, for the decay A — B + B it would be

(A.5)

S=5 (A.6)

A.4 Feynman Rules

These are the rules to write the invariant amplitude M. We will not repeat them
here, they were given for the model ABC with scalars fields in Sec. 2.5 and for
a model with spin 1/2 particles, like in QED, in Sec. 5.4. We will give here only
the Feynman rules for the propagators and vertices of the standard model that we
will use in our calculations. A complete description of the Feynman rules for the
standard model can be found in Romao and Silva [35].

A.4.1 Propagators
R G
[ NNANANNN Y ) (A7)

w g;w - %
NNNNNN UV ey M2, (A.8)
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Z gp,u - k];\}]zy
[ NNNNNN VY —ka_ng (A.9)
. i+ "
p P —my
H i
__________ _ A1l
D p*— M12{ ( )
A.4.2 Vertices
Charged Current
wu,d
g 1=
—i—= A12
Z\/éfyli 2 ( )
wd,u

Neutral Current

i

& Zu g P A,
s b (o = 9hs) —1eQs YV (A.13)
(o vy
where . .
g‘]; = §T]§ —Qy sin? Oy, gf; = §TJ§’ ) (A.14)
Higgs Interactions
f 0 m
: f
42 A.15
_____ o 9 My ( )
f
H\
’ +
W, ig My g (A.16)
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MZ guy (Al?)

A.5 Results for the Helicity Currents

When we have particles with spin we have to sum over all the polarizations in
the final state and take the average in the initial sate (for unpolarized beams).
The general procedure to do this is known as the Casimir’s trick and leads to the
calculation of traces of the Dirac 7 matrices. This lies beyond the scope of this
course!. Here we just discuss a particular case when all fermions (spin 1/2) are
massless. In this case we have shown in Sec. 5.6 that we can use helicity amplitudes to
evaluate the fermionic currents. We summarize here the results. In the expressions

below, 6 is the angle between particle 3 and 1 in the CM as given in Fig. A.1.

A.5.1 s-channel

D1
>WM Juros (1, 4) = V/5 (0, =1, =i, 0) (A.18)
D2
\pl
/>WVW Juros (4, 1) = V/5 (0, —1,4,0) (A.19)
D2
P3/
MMN<\ Jusos (1, 1) = /5 (0, — cos 8,4, sin §) (A.20)
D4
p3/
N Juzos (4, 1) = /s (0, — cos 0, —i, sin 6) (A.21)

3
=

!For a complete discussion of this general case see Ref. [3].
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A.5.2 t-channel

p? _>p3 Juyus (T, 1) =5 (cos g, sin g, isin g, cos g) (A.22)

]:1_ <_p3 Jurus (35 4) =5 (cos g, sin no, —isin 57 C08 5) (A.23)

pl_’ _7?3 Joros (1, 1) =V/5 (cos g, sin z,ismg oS g) (A.24)

1:1_ 4_])3 Toos (35 4) =5 <cos g, sin z, —i sin g, cos g) (A.25)

p; _>p4 Juyus (T, 1) =5 <cos g, — sin g, isin g, — coS g) (A.26)

pj_ Pr T (1, 1) =Vs ( S50 sin — 5 —isin 51— Cos g) (A.27)

P2 _f‘l Toos (1, 1) =V/5 (co Z, sin Z,ism Z —cos g) (A.28)

pj_ <_p4 ooy (35 4) =V/5 <cos Q, —sin 0, —isin Q, — CoS g) (A.29)
A.5.3 wu-channel

Jus (1) =5 ( cos §, —icos L sin g) (A.30)

Juua (3, 1) =V/s ( g, Cos 5, —1COS — 5~ sin g) (A.31)

Jugus (T, 1) =V/s ( g, cos .1 COS g, sin g) (A.32)

Jugus (35 4) =V/s ( .1 COS Z —sin g) (A.33)

ooy (1, 1) =V/s <— sin —, cos — 5 i cos g, — sin g) (A.34)

ooy (35 4) =5 < z, g i cos g,sin g) (A.35)

Tuvis (1) =5 ( wdcos? —icosy —sin g) (A.36)
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.0 6 . 6 .40
Jonos (35 4) =V/5 <— sin o, — €08 5, —4€08 o, 8in 5) (A.37)

A.6 Simple Examples

In this section we collect all the calculations that we did in Chapters 4, 7 and 9. We
will not repeat the discussion just the calculations.

A6.1 e +et > pu +ptin QED

This process was studied in Sec. 5.6. For low energy (v/s < My) we can neglect
the diagram with a Z boson and then we have only one Feynman diagram, shown
in Fig. A.2. The amplitude for this process is

M =i(p2)(ier* )u(p1) &792’;2”)2 u(ps)(iey”)v(pa) (A.38)
= - %@(pz)v“U(pl) (ps)yuv(pa) - (A.39)

Due to the chirality properties of the QED interaction, instead of sixteen possible
spin combinations we have only four non- zero currents, two for the initial state and
two for the final state. These were already given in Egs. (A.18)-(A.21) (and also em
Sec. 5.6). Therefore we get,

2
M) = = S (1) T (1)

2

— % [V/5(0, —1,—i,0)] - [\/5(0, — cos 8, i,sin )]

=S (1+cosf) =4ma (1 + cosb) (A.40)
s

Similarly

ML = M) = (dra)? (14 cos6)” (A.41)
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ML I = MUY = (4ma)? (1 = cos 6)? (A42)
and
1
{|IMyi]?) =1 (4ma)® [2(1 + cos 0)? + 2(1 — cos §)?] (A.43)
= (47a)® (1 + cos? 0) (A.44)
Finally for the cross section, using Eq. (A.5), we get
do 1 9 a? :
- - - —(1 A4
10~ oapzs M) = (14 cos™0) (A.45)
and the total cross section is obtained after integration in the angles to give,
2
;- AT (A.46)
35

A.6.2 Bhabha scattering

The process e~ + et — e~ + et is known as Bhabha scattering. For this process
we have, in QED, the two diagrams of Fig. A.3 where there is relative a minus sign

- > p
D1 N © D3 el_ 1673
B el et
P2+ et NP4 D2 D4

Figure A.3: Diagrams for Bhabha

between the two diagrams (rule 10 in the Feynman rules for QED, Sec. 5.4). We
have only six possible helicity combinations shown below,

—_ 3 —>
Mt = % ( - § (A47)
-— 5 —

ML) = > < (A.48)

-— 3 -«
M(M;M)=> ( - § (A.50)
—_ 5 —>
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—_ 3 —>
M1 = (A.51)
—_ S —>
- -
M4 d) = (A52)
et

The general amplitude for Bhabha scattering can then be written in the form

62 2

M(hy, ho; by, hy) = _;Julvz(hla ha) + Jugus (h3, ha) + %Julu?)(hla h3) + Juyey (o, ha)
(A.53)
Using Eqs. (A.22) and (A.22) and summing the six non-zero helicity amplitudes we
get finally

4 (s+t)? S+ (s+t)? _(s+1)?
2\ _o 4
(IM]*) =2¢ { 2 + " +2— (A.54)
oot [LEGEOD) 200 120 (ass)
sin“(0/2) sin”(60/2) 2
where
t——f(1+COSQ)——SCOSQQ u——ﬁ(l—cosﬁ)——ssiHQQ (A.56)
T2 B 27 2 a 2 '
Using Eq. (A.5), we get for the differential cross section,
do  o® [1+cos'(0/2) 2cos'(0/2) 1+ cos*d (A57)

dQ ~ 2s | sini(6/2) sin2(6/2) 2

A.6.3 Decay Z — ff
Consider now the decay of Z — ff. The Feynman diagram is given in Fig. A.4.

f
ZO
f
Figure A.4: Z decay into f.

Applying the Feynman rules we get for the amplitude

M =gz 6,k ) Tp)y" (91 = g5) v(ps) (A.58)
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where we have defined the shorthand notation,

g7 =—2— (A.59)

cos Oy

In order to simplify matters and also because it is a very good approximation,
(Mz > my), we will neglect all the fermion masses, and use the techniques of
the helicity amplitudes explained in Chapter 5. The Z boson is a spin 1 particle
with mass, and therefore has three polarizations. In the rest frame of the Z the
polarization vectors for these three cases can be written as

1
ei:——Q(O,l,z’,O), S,=+1, h=+1
e :i(o, 1,—i,0), S,=—1, h=-1
V2
e =(0,0,0,1), S, =0, h=0 (A.60)

On the other hand we can write
gl ghs = (o1 — 9%s) (P + Pr)
=(91 + gh) P + (91 — 94) Pr = g1 Pr + g Pr (A.61)
with

g =gl +dl, dh=4l -4, (A.62)

As in the massless limit chirality equals helicity, this means that we can have only
two possible helicity combinations,

Ps3

7
N

2

Juzos (1, 4) = /s (0, — cos 0, 1,sin 0) (A.63)

Pp3
Juzos (4, 1) = /5 (0, — cos @, —i, sin ) (A.64)

N

2

We therefore obtain (y/s = M)

M(+;T7 i,) =4z g}f% €4 Ju3v4(Ta i,) =9z g}f% MZ% (1 + cos 0) (A65)
1
M(_;Ta i,) =gz g}f% €_ - Ju3v4(Ta i,) =9z g}f% MZ— (1 — COS 0) (A66)

V2
M(L; 1, L) =97 9% €1 Jugos(1,4) = 92 gk Mz sind (A.67)
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1
M(+34,1) =929 €4 Jugos (4o 1) = —92 91 MZE (1 —cosd) (A.68)
M(= 1) =gz9] € Jugos(}, 1) = =gz 91 MZ% (1+ cos6) (A.69)
M(L; 1,1) =97 91, €1 - Jugui (s 1) = g2 g1, My sin 6 (A.70)

Therefore we get,

(M%) % > IMP (A1)

1
=3 M DP + M= DF + ML )P
HM(E LD+ M= LD+ ML LD

2
—— g% (oh? + of?)

3
(L) g [l + o] (A7
3 \ cosby z v 4 '
For the total width we get
My g ?
r_ Mz [ /2 “} A.73
127 (Cos 9W> 9"+ 9 ( )
This result is normally presented in terms of the Fermi constant,
G 2 S
LR < g ) - (A.74)
V2 o 8M3E, cosbyw ) 8M3

where we have used the standard model relation for the W and Z masses,
MW = MZ COSHW (A75)

Therefore we get
QGFM% f2 f2
I'= [ + ] . A.T6
3\/§7T gV 9a ( )

A.6.4 Scattering e V., — u v,

As another example we consider the e 7. — p~ 7, scattering in the CM. In low-
est order in perturbation theory we have the Feynman diagram of Fig. A.5. The
amplitude is given by,

. 9 'lg quqv .

{ ig _ ul — Y5 AR VER _ 1= A
= [ == 77
M =i (\/5) o(p2)y 2 u(pl)q2 — Mﬁy + z'MWFWu<p3)7 2 v(pa) | )
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Figure A.5: scattering e"v, — p 7.

where ¢ = p; + po and T'y is the day width of the W. Using the fact that we are
neglecting the fermion masses the term in the numerator of the W boson propagator
proportional to the momenta vanishes after application of the Dirac equation, see
Sec. 9.6.2. Making use of the relation Gp/v/2 = g*/8MZ,, we further simplify the
expression

AG M3,

M=- V2 s — M2 + iMy Ty

U(p2)Y" Pru(pr)u(ps)y" Pro(ps) - (A.78)

From the structure of Eq. (A.78) we immediately see that the only non-zero helicities
are those shown in Fig. A.6 Therefore we get only one helicity combination,

N A
Y N

Figure A.6: Helicities for e"v, — = v,.

MU =20 My ) (D)
y 1wy — \/§ S_MI%/+ZMWFW uU1v2 9 u3v4 9
4G R M? , o
=— 2 s II% +V[;MWFW V/s(0,—=1,4,0) - /s(0, — cos §, —i, sin 0)
4Gy M,
=~"7 s—M%V+iMW1—‘WS(1+COSH) : (A.79)
Now we obtain
1
(IMP) =2 1M (L, L 1P
M4
=4G%. W s(1 + cos 6)? (A.80)

(s — M{)? + M3 TS,
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We get therefore for the differential cross section in the CM frame

do  G%s M,

R . e
dQ) 1672 (S_Ma/>2+M5(/F%/[/( + cos )

After integration over the angles we get finally,

_ 1G%s M,
3w (s—ME)2+ MELTZ

o

In Sec. 9.6.2 we discussed the low and high energy limit of this result.

A.6.5 Scattering v, e 7,

(A.81)

(A.82)

This process was considered in Sec. 7.5.2 in the context of the current-current V-A
theory. The process is described by the Feynman diagram of Fig. A.7 to which

ft e~
ANNZ'4
V"

VH Ve

Figure A.7: Diagram para =~ +7, — e~ + 7.

corresponds the amplitude

M IAI%F 0(p2)y" Pru(p1) W(ps) v, Prv(pa)

(A.83)

This is exactly equal to Eq. (A.78) in the limit /s < My, . Therefore the result for

the cross section will be the same in the same limit.



Bibliography

1]

2]

M. Thomson, Modern Particle Physics (Cambridge University Press, Cam-
bridge, 2013).

D. Griffiths, Introduction to elementary particles (Weinheim, Germany: Wiley-
VCH., 2008).

J. C. Romao, Introdugdo a Teoria do Campo (IST, 2016), Available online at
http://porthos.ist.utl.pt /ftp/textos/itc.pdf.

D. J. Griffiths, Introduction to Quantum Mechanics (Prentice Hall, New York,
1994).

S. Gasiorowicz, Quantum Physics (Wiley, New York, 2003).

J. C. Roméao, O Modelo Standard das Interacg¢oes Electrofracas (IST, 2010),
Available online at http://porthos.ist.utl.pt/ftp/textos/fie.pdf.

E. Schrodinger, Ann. Physik 81, 109 (1926).

0. Klein, 7. Phys. 41, 407 (1927).

W. Gordon, Z. Phys. 40, 117 (1926).

P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. Lond. A117, 610 (1928).
P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. Lond. A118, 351 (1928).

A. B. Henriques and J. C. Romao, FElectromagnetismo (IST Press, Lisboa,
2006).

C.-N. Yang and R. L. Mills, Phys.Rev. 96, 191 (1954).

J. C. Romao, Advanced Quantum Field Theory (IST, 2012), Available online
at
http://porthos.ist.utl.pt /ftp/textos/tca.pdf.

A. Bettini, Elementary Particle Physics (Cambridge University Press, Cam-
bridge, 2008).

215



216 BIBLIOGRAPHY

[16] E. Commins and P. Bucksbaum, Weak Interactions of Leptons and Quarks
(Cambridge University Press, 1983).

[17] G. Gamow and E. Teller, Phys.Rev. 49, 895 (1936).
[18] T. D. Lee and C. N. Yang, Phys. Rev. 104, 254 (1956).

[19] C. Wu, E. Ambler, R. Hayward, D. Hoppes and R. Hudson, Phys.Rev. 105,
1413 (1957).

[20] R. Feynman and M. Gell-Mann, Phys.Rev. 109, 193 (1958).

[21] N. Cabibbo, Phys.Rev.Lett. 10, 531 (1963).

[22] S. L. Glashow, J. Iliopoulos and L. Maiani, Phys. Rev. D2, 1285 (1970).
(23] Y. Nambu, Phys.Rev. 117, 648 (1960).

[24] J. Goldstone, Nuovo Cim. 19, 154 (1961).

[25] E. Abers and B. Lee, Phys.Rept. 9, 1 (1973).

26] P. W. Higgs, Phys. Lett. 12, 132 (1964).

[27] F. Englert and R. Brout, Phys.Rev.Lett. 13, 321 (1964).

[28] G. S. Guralnik, C. R. Hagen and T. W. B. Kibble, Phys. Rev. Lett. 13, 585
(1964).

[29] S. Glashow, Nucl.Phys. 22, 579 (1961).
[30] S. Weinberg, Phys. Rev. Lett. 19, 1264 (1967).

[31] A. Salam, Conf.Proc. C680519, 367 (1968), Originally printed in Svartholm:
Elementary Particle Theory, Proceedings of the Nobel Symposium held 1968
at Lerum, Sweden, Stockholm.

[32] M. Kobayashi and T. Maskawa, Prog. Theor. Phys. 49, 652 (1973).
[33] Particle Data Group, J. Beringer et al., Phys.Rev. D86, 010001 (2012).

[34] J. H. Christenson, J. W. Cronin, V. L. Fitch and R. Turlay, Phys. Rev. Lett.
13, 138 (1964).

[35] J. C. Romao and J. P. Silva, Int. J. Mod. Phys. A27, 1230025 (2012),
[1200.6213].



