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Capitulo 1

Teoria Classica dos Campos

1.1 Equacoes de Euler-Lagrange

O objecto basico em teoria dos campos (cldssica ou quantica) é o Lagrangeano. Este
é uma fungao dos vérios campos (que designaremos colectivamente por ®) e das suas
primeiras derivadas em relagao as coordenadas (9,®P)

L=L(P,0,P) (1.1)
Mais rigorosamente a funcao £ devia ser designada por densidade lagrangeana re-
lacionada com o Lagrangeano L por

L= /d% L (1.2)

S:/dtL:/d4:):£ (1.3)

A dinamica é obtida a partir dum principio variacional. As equacoes de movi-
mento sao dadas pela estacionaridade da acgao. Obtemos entao

Entao a acgao S é dada por

6S=0 = /d49: {a—ﬁ&b + ié(@,ﬂ))}

oD 9(0,)
/d4x B—g — au(,),(gif@} Y (1.4)

Para variagoes arbitrarias devemos ter a expressao entre parenteses igual identica-
mente a zero, pelo que obtemos as equagoes chamadas de Euler-Lagrange,

% 0]

% —8“78(8“@ (1.5)
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Exemplo 1.1 Consideremos o campo escalar neutro sem interagoes (livre)
descrito pelo sequinte lagrangeano:

1 1
L= 20,60"6 — ~m?¢? (1.6)
2 2
Aplicando a equacao de Euler-Lagrange obtemos

oL

9% = —m2¢ (1.7)
e
oL
30, ®) = 0"¢ (1.8)

Entao a equacao do movimento € a equacao de Klein-Gordon,

(O+m*)¢ =0 (1.9)

onde o operador de d’Alembert é dado por

0=9,0" . (1.10)

Exemplo 1.2 Seja um campo escalar carregado descrito por um campo com-
plexo, pelo do lagrangeano

L=0,0"0"p—m*¢*¢ (1.11)

Aplicando a equacao de Euler Lagrange obtemos

O+m*)¢=0
(1.12)
(O+m?*)¢* =0

ou seja de novo a equacdo de Klein-Gordon para ¢ e para o seu conjugado
complexo.



1.2. Simetrias e Leis de Conservacao. Teorema de Noether.

Exemplo 1.3 Consideremos agora o campo de spin 1/2 livre descrito pelo

lagrangeano

L= —m)y
onde como habitualmente®
@ = Vuau
v = ¢y

A equacao de movimento € entao a equacao de Dirac

(i — )6 =0

(1.13)

(1.14)

(1.15)

1.2 Simetrias e Leis de Conservacao. Teorema de

Noether.

Normalmente as teorias de interesse para a Fisica posuem um certo ntmero de
invariancias ou simetrias. Temos uma invariancia global se é possivel efectuar uma

transformacao infinitesimal

d— P =0+

tal que 1.16 satisfaz as seguintas condicoes

i) Deixa £ invariante, isto é L(®') = L(D).

i) E a mesma em todos os pontos do espaco-tempo.

(1.16)

Dizemos ainda que uma simetria é interna quando as transformacoes nao mistu-
ram campos com propriedades espago-temporais diferentes. Mais precisamente, as

'Para os leitores nao familiares com a equacao de Dirac recomendamos a leitura do primeiro

capitulo do livro Introdugéo & Teoria do Campo [1].



4 Capitulo 1. Teoria Classica dos Campos

simetrias internas correspondem a transformacoes que comutam com o Grupo de
Poincaré®.

Os exemplos 1.2 e 1.3 do paragrafo anterior correspondem a teorias que possuem
uma invariancia interna global, enquanto que o exemplo 1.1, o campo escalar neutro,
nao tem. De facto o lagrangeano do exemplo 1.1 também tem uma simetria, mas é
discreta

Noés aqui vamos considerar somente as simetrias que correspondem a transformacoes
continuas que possam ser arbitrariamente pequenas, isto é, infinitesimais.
Voltando aos outros exemplos, escrevamos explicitamente as transformacoes que
deixam os lagrangeanos invariantes. Assim para o campo escalar carregado temos

0p = i ; 09" = —iag (1.18)

onde a é uma constante infinitesimal. Para o campo spinorial livre temos

S =iar) 6 = —ian) (1.19)

E trivial verificar que as Eqs.1.18 e 1.19 deixam 1.11 e 1.13 invariantes, respectiva-
mente.

Sempre que uma teoria possua invariancias é de fundamental importancia o
seguinte teorema:

Teorema de Noether A cada grupo de transformacgoes continuas que dei-
xam invariante o lagrangeano, corresponde uma lei de conservac¢ao e recipro-
camente.

Em vez de apresentar uma demonstracao geral deste importante teorema, vamos,
nas seccoes seguintes estudar separadamente os casos de simetrias internas e de
simetrias do espago-tempo.

1.3 Simetrias internas

Para trabalharmos com a generalidade necessaria para todos os casos que vamos
estudar, consideremos um conjunto de n campos ®; (i = 1,...,n) que designaremos
por um vector coluna

20 grupo de Poincaré engloba as transformacoes de Lorentz e as translacées no espaco-tempo
a 4 dimensoes. Tem portanto 10 geradores e as particulas fisicas sao representagoes irredutiveis
desse grupo etiquetadas pelos dois invariantes de Casimir do grupo, relacionados com a massa e o
spin da particula.
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d = (1.20)

Um grupo G de m transformacoes infinitesimais actua em ® da forma seguinte?

0P = ie*Q*d ; a=1,2,...,m. (1.21)
onde 2 sao um conjunto de m matrizes hermiticas n xn, ou seja mais explicitamente
5(1)2 = T;é’:‘aQ?j(I)j (122)

e os indices repetidos sao sempre somados. Os parametros €* sao constantes, isto é,
0, = 0. As matrizes Q0 fromam uma representacao do grupo, isto é,

[Q°, Q] = if* Q (1.23)

Se o lagrangeano L(®, 0, ®) é deixado invariante pelas transformacoes 1.21, entéo

= = —00+ — d
0=90L 8@5 +0(0M<I>) 0,(69)
oL oL oL
= |——-0,————| 00+, | =———— 0P 1.24
ks “a@@)} + O (a@@) ) o
Usando as equagoes do movimento 1.5 obtemos
oL
=4 —— D 1.2
0=ie a"(@(@u@)d ) (1.25)
Portanto se definirmos as correntes*
oL
JW = —4 QAL 1.26
55" (1.26)
elas sao conservadas, isto é
8”ij =0 (1.27)
Notar que ha m correntes conservadas J% ;a =1,2 m. Notar ainda que oL
q wo - gy ey . q 8(8uq))

tem a estrutura dum vector linha, pois J; é um escalar no espago do grupo.
A existéncia de correntes conservadas implica a existéncia de cargas conservadas.
Para vermos isto definimos

30 factor i em 1.21 é convencional. Vai afectar a forma de 1.23.
40 sinal em 1.26 é uma convencao.
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Q° = / d*x J§(Zt) (1.28)
Entao

dQ" afa
< / B P J(E 1)

- / &z [aﬂJg(f,t)—ﬁf“]

_ —/d?’xﬁ-f“

= 0 (1.29)

onde se usou a conservacao da corrente 1.27 e a ultima igualdade resulta do teorema
da divergéncia estendido a todo o espago.

Se quantificarmos a teoria usando quantificacao candnica’, as cargas tornam-se
operadores que obedecem as seguintes relagoes de comutacao (tempos iguais)

5

(Q*, Q"] =if™ Q° (1.30)
isto é, as cargas sao uma representacao do grupo de transformagoes. O nimero de

cargas independentes é igual ao nimero de geradores do grupo. Vamos ver alguns
exemplos simples de aplicacao destas ideias.

Exemplo 1.4 Campo escalar carregado

O grupo de transformagoes tem s6 um parametro. Aplicando 1.26 ao lagran-
geano do campo escalar carregado 1.11, obtemos

Jy, = —1¢0,0" +i9* 0,0
1670 . (1.31)

e a carga (eléctrica ou outra dependendo do problema em questao) é entao
dada por

Q=i [ &z [¢6 -] (1.32)

5Neste curso ndo iremos falar da quantificacao das teorias mas somente do contetido da teoria
cldssica. Para um estudo da quantificagdo em teorias abelianas (QED) ver [1-5]. Para o estudo da
quantificacdo das teorias de gauge ndo abelianas ver [4,5].
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A carga @ € conservada (constante) e o grupo de transformagoes € o grupo
abeliano U(1). As transformagoes finitas correspondentes a 1.18 sio

b — ¢ = e ¢ (1.33)

Exemplo 1.5 Campo spinorial carregado.

Novamente o grupo é U(1). A partir do lagrangeano 1.13 obtemos para a
corrente

Tt = Ty (1.34)

que € exactamente a definicao usual de corrente eléctrica (ver por exemplo [1]).
A carga conservada € entdo dada por 1.28 ou seja

Q= /d?’z Py = /d?’z ALY, (1.35)

que € exactamente a defini¢ao usual de carga eléctrica (ver [1]) em unidades
da carga do electrao.

Exemplo 1.6 Spin isotopico.

Para descrever o protao e o neutrao é por vezes uma boa ideia considerd-los
como dois estados dum spinor a duas componentes que descreve assim uma
entidade designada por nucleao. FEste método serd wutil para teorias em que
exista alguma relagao entre os dois estados, como é o caso das interacgoes
fortes. Assim o lagrangeano serd dado por

L=V —m)¥ (1.36)

onde se consideram os dois nucledoes com a mesma massa. Isto dentro da ideia
de que a diferenca de massa entre o protao e o neutrao nao deve ser de origem
forte, mas sim electromagnética. O estado ¥ é um dubleto

U = [p] (1.37)

Consideremos entao as transformagcoes

a

5\1/:zga%xlf . 4=1,2,3. (1.38)
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onde T sdo as matrizes de Pauli que obedecem a sequinte dlgebra

T Tb - _abc T

O lagrangeano 1.36 ¢ invariante para as transformacoes 1.38 como pode ser
facilmente verificado. As correntes sao

a

Je = @%%\y (1.40)
Hd trés cargas conservadas
Q" = /d3az \If*%atlf (1.41)
que obedecem a dlgebra de SU(2), isto é
Q% Q") = ie™ @ (1.42)

Neste caso o grupo de transformacoes que deiza invariante o lagrangeano €
nao abeliano.

1.4 Simetrias do espaco-tempo

Vamos considerar separadamente os dois casos importantes, as translacoes e as trans-
formagoes de Lorentz.

i) Translagoes
Consideremos uma translagao infinitesimal

't =gt + et (1.43)
Entao

oL

ozt
/ \ ~ . .

e L' conduz as mesmas equacoes de movimento que L, porque diferem apenas por

uma 4-divergéncia. Se L for invariante para translagoes entao a equagao 1.44 diz-nos
que nao pode ter dependéncia explicita nas coordenadas x*. Entao

SL=L —L=¢" (1.44)
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oL oL
o = Z[a—%é“‘)r+7a<awr>5<w}

= 8# [; %51} V@r] (145>

onde usamos as equacgoes do movimento, isto é a equagao 1.5. Igualando 1.44 e 1.45
e usando o facto de que €* é arbitrario obtemos

8,T" =0 (1.46)

onde T ¢é o tensor energia-momento e é definido por

oL
™ = —g" L + —3", 1.47
2 50,00 (147)
Usando estas relagoes podemos definir as quantidades conservadas
PH = / d>x T (1.48)
e
dpP*
i 1.4
7 =0 (1.49)

Notando que T% = H, onde H é o hamiltoniano, é facil de ver que P* é o 4-vector
momento. Assim a invariancia para translagoes conduz a conservacao do 4-momento,
resultado conhecido da fisica elementar.

i1) Transformagoées de Lorentz
Sejam as transformagoes de Lorentz infinitesimais

F = gH —|—w“,,:c" (150)

Como vimos, para o caso da equacao de Dirac, a transformagao 1.50 é acompanhada
por uma transformacao dos campos

0 (2') = Sps(w)es(2) (1.51)
Para o caso de campos escalares S, = d,s € para spinores vimos que
1 14
Sps = 05 + g[%, Yolrs W (1.52)

Em geral a variacao de ¢, provém de dois efeitos. Temos
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d¢pr () Srit (W)es(2) — i (@)
1
—5Was [(xaﬁﬁ — 2P0%)8,s + Zfﬁ‘f} Vs (1.53)
onde definimos
1 8
Sps(w) = 05 + §wa52$‘8 ) (1.54)
Entao
oL
0L = —wx,05L = 0 [75%] 1.55
B H a(augpr) ( )
o que da
O, M"P =0 (1.56)
com
oL
MPP = gorb _ gfee 4 >, 1.57
50,7.) (37
O momento angular conservado é
M = /d?’x]\/[oo‘ﬁ = /d?’x [2°T% — 2T + 7,520 ] (1.58)
com
dMe?
= 1.
7 0 (1.59)

Em 1.58 introduzimos o momento conjugado 7, [1], de acordo com a definigao

oL

3] (1.60)

Ty =
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Problemas Capitulo 1

1.1 A densidade hamiltoniana (ou mais simplesmente, com um pequeno abuso de

linguagem, o hamiltoniano), é dada por

H:ngﬁr—ﬁ

(1.61)

onde o momento conjugado m, é dado por 1.60. Calcule H para o campo

escalar complexo descrito por 1.11.

1.2 Considere o lagrangeano
1 pv 1
Latawen = 7 L I = JHA,
onde

F,=90,A,-0,A,

a) Mostre que as equacoes de Euler-Lagrange dao

Q™ = J¥

b) Compare as equagoes anteriores com as equagoes de Maxwell.

¢) Defina o tensor dual

Mostre que d,F"” = 0. Interprete estas equacoes.

1.3 Considere a teoria de Maxwell livre, isto é, J* = 0.

(1.62)

(1.63)

(1.64)

(1.65)

a) Calcule o tensor de energia momento T para o campo electromagnético.

Intreprete as suas componentes, 7%, T% e T,
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b) Mostre que T’ nao é invariante de gauge, nao é simétrico e nao tem traco
nulo, isto é T%, # 0.

c) Mostre que se pode escrever

T8 = 0°% + 0, (F*A®) = 07 + T} (1.66)

onde %% é simétrico, invariante de gauge e tem traco nulo.

d) Mostre que T2 satisfaz
0T =0 / Pz TY =0 (1.67)
e) Verifique que entao

0,0 =0 (1.68)

P = / d*x T = / d*z 6% (1.69)

isto ¢, pode-se usar #*° em vez de T’ para descrever o 4-momento e 67 é
conservado.

f) Escreva as componentes 8%, 0% e 6% em termos dos campos E e B.



Capitulo 2

Invariancia de Gauge

Aqui seguimos as secgoes 10.1 a 10.2 do Griffiths [6] e o capitulo 2 do meu texto
FIE [7].

2.1 lagrangeanos em Mecanica Classica

Em mecanica classica a equacao fundamental é a lei de Newton,

dv

= (2.1)

F=ma=m
Se um sistema for conservativo entao a forga pode ser obtida duma funcao potencial,
U(7), através da relacao 5

F=-VU (2.2)
e portanto as equagoes do movimento escrevem-se

dv -
W e 2.
m— VU (2.3)

A mesma dinamica pode ser obtida num formalismo alternativo, designado por
formalismo lagrangeano. A{ comega-se por definir o lagrangeano (ou fungao de
Lagrange) através da relacao

L=T-U (2.4)
onde T é a energia cinética,
1
T = §mv2 (2.5)

As equagodes da dinamica resultam de exigir que a acao definida como o integral do
lagrangeano,

ty

S:/ dt L (2.6)
t;
13
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seja estaciondria (65 = 0) para a trajetéria da particula. Este requisito conduz as
chamadas equagoes de Euler-Lagrange, que se escrevem

d oL 0L
e (2.7)
para um sistema com n coordenadas ¢;, ¢ = 1,2,...n e onde se definiu
Jyg;
i = . 2.8
G =3, (2.8)
Aplicando a um problema a trés dimensoes obtemos
oL
o5 mu; (2.9)
0L
= -V,U 2.10
o, (2.10)

e a Eq. (2.7) conduz a mesma Eq. (2.3).

A este nivel parece uma complicacao desnecessaria. No entanto, os lagrangeanos
sao muito tuteis por duas razoes. Primeiro porque alguns problemas sao mesmo mais
faceis de resolver usando este formalismo (por exemplo péndulos acoplados), e em
segundo lugar porque as simetrias conduzem naturalmente a leis de conservagao.
Por exemplo, se L nao depender das coordenadas, a Eq. (2.7) imediatamente nos
diz que o momento linear é conservado.

2.2 lagrangeanos em Teoria de Campo

Os lagrangeanos em teoria de campo relativista tém uma importancia fundamental.
Isto deve-se fundamentalmente a importancia que as simetrias tém na descrigao
das interacoes fundamentais da Natureza e essa simetrias sao implementadas duma
maneira muito mais simples nos lagrangeanos. Em mecanica classica as variaveis
dependem do tempo, z;(t), enquanto que em teoria de campo lidamos com campos
que dependem do ponto do espago tempo = = (¢, Z), por exemplo para um campo
escalar, ¢(z).

Nao vamos aqui fazer uma deducao da passagem de sistemas com um numero
finito de graus de liberdade para a situacao em teoria do campo onde temos infinitos
graus de liberdade. Vamos sé dar o resultado sobre a forma de dicionério, conforme
indicado na Tabela 2.1. E facil de verificar que para o campo real de Klein-Gordon
a seguinte densidade Lagrangeana

1 1
L= 3 GO P — §m2¢2 (2.11)
reproduz a equagao de Klein-Gordon,

@O+m*p=0. (2.12)
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Sistemas Finitos | Teoria do Campo
graus liberdade

t x

q ¢(z)

q 8u¢($)
5= [dttia.q) | 5= [ 06,0,
dob oL _ |, oc or_
dt 9 dq u8(8u¢) ¢

Tabela 2.1: Dicionario para lagrangeanos em teoria de campo.

Para o campo de Dirac temos que tratar o spinor e o seu adjunto como graus
de liberdade independentes (tal como acontece no campo escalar complexo, ver
problema 2.4). Assim é ficil de ver que a seguinte densidade Lagrangeana

£ = i@y 0 — mipy

conduz a equacao de Dirac. De facto As equagoes de Euler-Lagrange sao, para o
caso do campo de Dirac,

oL oL oL oL

o —"———=0, 0" — — — =0 2.13
(o)) O 0 (8#@ o ( )

Do lagrangeano, Eq. (2.13), obtemos

oL oL
— =0, — =17y"0, ¥ — 2.14
e portanto

(i9°9, — m) = 0, (2.15)

como queriamos mostrar. A densidade Lagrangeana de Dirac tem uma propriedade
notavel. E invariante para as transformacoes

V)= glz) ;0 Pla)=per (2.16)

com « constante. Isto corresponde a redefinir a fase da funcao de onda, que certa-
mente ¢é arbitraria. Veremos na sec¢ao seguinte as implicacoes que esta observacao
tera.

Antes de terminar consideremos mais dois exemplos, o caso dum campo de spin
1 com massa e o caso do fotao, spin 1 sem massa.

Exemplo 2.1 Considere o lagrangeano de Proca para uma particula de spin 1 com
massa,

1 1
L=—7Fuwl™ + §m2A“A“ (2.17)
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Onde
F. = 0,A, — 0,A, (2.18)
Vamos deduzir as equagoes de Euler-Lagrange. Obtemos
oL
— = —F" 2.19
0(0,A,) ( )
oL 9
= m?AY 2.20
oL =" (2.20)
e portanto as equagoes de movimento $ao
0, F" +m*A” =0 (2.21)

que foi a equacao de movimento que usamos no capitulo anterior quando dis-
cutimos o bosao vetorial intermédio.

Exemplo 2.2 Considere o lagrangeano de Mazxwell com intera¢cao com uma cor-
rente exterior,

1
L=~ FuF" — JA" (2.22)

Obtemos facilmente as equacoes de Mazwell,

O™ = J . (2.23)

2.3 Invariancia de Gauge. O eletromagnetismo

Nas transformacoes consideradas na secgao anterior o parametro « era constante.
A invariancia global queria entao dizer que a escolha das fases era arbitraria e que
se escolhéssemos as fases doutra maneira ao mesmo tempo em todos os pontos do
espago-tempo a teoria seria idéntica.

Posta a questao nestes termos, a pergunta que surge naturalmente é saber se ha
teorias em que a escolha das convencoes das fases pode ser feita localmente, isto é,
diferente para cada ponto do espaco-tempo. Em principio, estas teorias se puderem
ser formuladas, deverao ser mais relevantes para a Fisica pois parece-nos logico que
dois experimentadores em laboratorios diferentes possam fazer escolhas diferentes
das convengoes e obter os mesmos resultados fisicos. Queremos portanto teorias em
que o lagrangeano seja invariante debaixo de transformacoes de simetria interna mas
que dependem do ponto do espaco tempo.

Estas teorias existem e sao as denominadas teorias com invariancia padrao ou
teorias de gauge na designacao inglesa. Usaremos esta tltima designacao por ser a
mais corrente entre os fisicos. Pedir que uma teoria possua invariancia local é uma
condigao muito restritiva. De facto se tivermos uma teoria que tenha uma dada
invariancia global, normalmente nao sera possivel torna-la localmente invariante sem
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adicionar mais qualquer coisa. Essa qualquer coisa é o conceito de forca traduzido
em teoria quantica dos campos por um campo que € trocado entre as particulas que
interagem. Consideremos como exemplo o caso do campo de Dirac. O lagrangeano
¢ dado na Eq. (2.13),

£ = (i) — m)w (2.24)
Esta teoria é invariante quando efetuamos transformacoes de fase constantes como

na Eq. (2.16) Vamos ver o que se passa quando as transformagoes sao locais, isto é,

a escolha de fase é independente em cada ponto do espago-tempo, e para simplificar

vamos considerar transformacoes infinitesimais?®,

0 =ia(x)y ; 6 = —ia(z) (2.25)

Temos entao

5L = — ialw)P(if — ) + ia(z) TP - m)p — To*4 Byalz)
=~y d,a(x) (2.26)

Portanto o lagrangeano deixa de ser invariante. E facil de ver que o problema esté
ligado ao facto de 0,1 nao se transformar como 1. Assim introduzimos o conceito
de derivada covariante D, tal que numa transformacdo de gauge, Eq. (2.25), se
transforme como os campos, isto é

0(Dytp) = ia(z) Dyt (2.27)
Definimos a derivada covariante pela relagao
D, = 0, +ieA, (2.28)

e vamos ver que transformagoes deve ter o campo vetorial A, para satisfazer a
Eq. (2.30). Obtemos sucessivamente,

0(Dyup) =0(ieA, ) + Dy (0y)
=ied A, + 0, (ia(x)Y) + te A, (ia(x))
=ia(z) D, + ied Ay +i0,a(x) (2.29)

Agora comparando a Eq. (2.29) com a Eq. (2.27), obtemos a lei de transformacao
do campo vetorial A,, dada por

54, =+ dal) (2.30)

Esta lei de transformacao é exatamente uma transformacao de gauge do eletro-
magnetismo se A, for interpretado como o campo do fotao. Assim vemos que o

!Para transformacoes continuas (grupos de Lie) o que se passa para transformacoes infinitesimais
também é verdade para transformacoes finitas. Ver problema 2.1
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campo vetorial A, representa a forca de que tinhamos falado anteriormente que as-
segura que podemos escolher a fase de maneira diferente em diferentes pontos do
espaco tempo. A introducao do campo A, forca a introducao de novos termos no
lagrangeano, em particular os termos de energia cinética? para esse campo. A tnica
combinacao quadrética nas primeiras derivadas do campo A, que ¢ invariante para
a Eq. (2.30) é o tensor de Maxwell,

F =0,A,—0,A, (2.31)
De facto usando 2.30 em 2.31 obtemos trivialmente
§F,, =0 (2.32)

Por outro lado termos de massa da forma A*A, nao sao invariantes exigindo que o
fotao nao tenha massa. Portanto o lagrangeano

1 _
Lopp = — JFuwt™ + PP —m)y (2.33)
EElivre + Einteracgéo (2'34>

onde

1 — .
ﬁlivre = _ZFMVFMV + @D(Z@ - m)w (235)
€

Einteracgéo = —6@%%‘1“ (2.36)

é invariante para as transformacoes de fase locais, Egs. (2.25) e (2.30). Diz-se que é
uma teoria com invariancia de gauge. O lagrangeano 2.34 descreve a interagao dos
eletrdes com os fotoes. E chamada eletrodinamica quantica (QED). Para aplicagao
posterior recordemos aqui os passos que nos levaram até ela.

i) Tinhamos uma teoria que era invariante para transformagoes globais. Neste caso
o grupo de transformagdes era abeliano, multiplicagdo por uma fase, U(1).

ia) O requisito que a invaridncia se mantivesse quando as transformagoes fossem
locais levou-nos a introducao dum novo campo, o fotao A, com transformagoes
univocamente dadas por essa condicao. Fisicamente € o fotdo que assequra que
as diversas escolhas de fase sao consistentes.

III) Foi necessdrio introduzir um novo termo no lagrangeano para nos dar a pro-
pagacdo dos fotoes livres. Este termo deve possuir invariancia de gauge.

2Isto é os termos quadraticos nos campos.
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2.4 Teorias de Yang-Mills

Os mesmos passos que nos levaram a QED podem ser dados quando o grupo de
transformacoes das fases é nao abeliano. Neste caso dizemos que temos uma teoria
nao abeliana com invariancia de gauge ou teoria de Yang-Mills [8], embora este nome
se devesse s6 aplicar ao caso em que o grupo é SU(2). Como alguns conceitos tém
que ser generalizados vamos ver os passos em detalhe.

Comecemos pelo lagrangeano para campos fermionicos generalizando QED. Seja

L=V(i —m)¥ (2.37)
onde ¥ é um vetor coluna
(G
U= ¢f (2.38)
n

num espaco vetorial de dimensao n, onde atua uma representacao do grupo nao
abeliano G
OV =i (2)QV, a=1,2,...m (2.39)

Q% sao m matrizes hermiticas n x n que obedecem as relacoes de comutagao de G,
[Q“, Qb} = faeQe (2.40)

sendo % as constantes de estrutura de G. Desta relacao resulta que m é a dimensao
da representacao adjunta de GG, pois esse é também o ntimero de geradores do grupo
que obedecem a uma relagao semelhante a Eq. (2.40).

O lagrangeano 2.37 nao ¢ invariante sob a acao das transformagoes 2.39. Para o
tornar invariante introduzimos a derivada covariante, generalizando a Eq. (2.28),

By — DU = (9, + igA%Q") W (2.41)

onde Aj sao m campos vetoriais, que vao desempenhar um papel andlogo ao do fotao
no eletromagnetismo, e que sao designados por campos de gauge. As matrizes Q*
sao as apropriadas para a representacao de ¥ de dimensao n. A lei de transformacao
de Af, é obtida pelo requisito de que D,V se transforme como V. Para a calcular
introduzimos a notagao compacta

= Q) (2.42)
A, = A (2.43)

|

onde g e A, sao matrizes nxn e fungoes de (7,t). Entao 2.39 escreve-se simplesmente

U =icW (2.44)
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Calculemos entao a variagao de D, V. Obtemos

0(D,V) =0,(69) +ig (6A4,) ¥ (2.45)
=ig OV +i(0,eV)—gA, eV +ig(dA,) ¥ (2.46)
Nos queremos que
(DY) =ie D,V (2.47)
=icV—-—geA V¥ (2.48)

Comparando as Eqs. (2.46) e (2.48) obtemos
1
A]-1o,e (2.49)

que é a transformacao dos campos de gauge escrita numa forma matricial. Em
termos das componentes A, a equacao 2.49 escreve-se

1
JAL = —fhea &b Ac - Ouc” (2.50)

i

Notar que no caso do grupo ser abeliano tanto a Eq. (2.49) como a Eq. (2.50) se
reduzem & expressao valida numa teoria abeliana como QED, Eq. (2.30) (nesse caso
m=1).

A derivada covariante, Eq. (2.41) tem algumas propriedades importantes para o
seguimento e que vamos aqui indicar.

i) A derivada covariante pode ser escrita na forma

. 0

D@ =00+ g A5 —

(2.51)

para um campo arbitrario ¢, fermionico ou bosénico. Esta expressao permite-
nos escrever a derivada covariante de qualquer campo, ou func¢oes de campos,
desde que se saibamos as suas propriedades de transformacao.
ii) A derivada dum produto pode ser facilmente calculada a partir de
o(o) = (09) + ¢ov (2.52)

Entao a Eq. (2.51) implica

Dy(¢v) = (Do) ¥ + ¢ Dy (2.53)
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ii1) O comutador de duas derivadas covariantes pode ser facilmente calculado. De
facto nao é zero, nem mesmo para um grupo abeliano. Obtemos

(DHD,, — DI,DH)\II :(&L + 19 Au)(&, +ig A) ¥V — (u <+ v) (2.54)
—ig (0,4, — 0, A, +ig [A,A)]) Y (2.55)

Portanto
[DM, D,] U =ig EW\II (2.56)

onde F,, = Fy, Q° é definido por

F,=0,A,-0,A,+ig [Aw Al (2.57)

Vemos assim que F,, ¢ a generalizagao para o caso nao abeliano do tensor
de Maxwell. Podemos verificar que se transforma duma forma covariante (nao é
invariante) para as transformagoes dos campos de gauge, Eq. (2.49),

, 1 , 1
5(E;w) :8u (Z [éuAu] - E au§) - 81/ (7' [§7 AM] - E a,u§)
—9(le Al A)] —il0.e, Al —g A, e, Al —i A, O]

—i[eF,,) (2.58)

Contrariamente ao caso abeliano, I, nao é invariante. De facto transforma-se como
um vetor num espago de dimensao m (a dimensao do grupo), isto é

§FS, = — f*e"FY, (2.59)

onde
FSV =0,A;, — 8,,AZ —g be“AZAi (2.60)

A lei de transformagao, Eq. (2.59), permite mostrar que a generalizacao do lagran-
geano de Maxwell
1 a auyv
Lyy = —ZFWF H (2.61)
¢é invariante para as transformacoes de gauge 2.49. Juntando todas as pecas, con-
cluimos que a generalizacao do lagrangeano 2.37 que possui invariancia de gauge
local é

i (4 1 a apy
L=V{ED—m)V — ZFWF e (2.62)

Antes de acabarmos esta seccao vamos fazer alguns comentarios sobre o que
acabamos de ver e as suas aplica¢oes. Primeiro que tudo o lagrangeano na Eq. (2.62)
descreve a teoria fisica para uma das interacoes fundamentais da Natureza, quando
o grupo G é SU(3). E a chamada Cromodinamica Quéantica (QCD) que descreve as
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interacoes fortes. Nessa teoria os campos de matéria sao os quarks que se encontram
na representagao fundamental do grupo (tripletos de SU(3)) e os campos de gauge
sado os gludes que se encontram na representacao adjunta de SU(3) que é aquela que
tem a mesma dimensdo que o grupo (8 para SU(3)). Outra observagao tem que ver
com a massa para os campos de gauge. Um termo de massa para os campos de

gauge teria a forma
1

Linassa = 5 m?As A% (2.63)
e é facil de ver que as transformacgoes na Eq. (2.50) ndo deixam o lagrangeano
na Eq. (2.63) invariante. Assim o fotdo e os gludes aparecem naturalmente como
particulas sem massa. Contudo para as interacoes fracas este facto levanta problemas
pois nds sabemos que devido ao seu curto alcance, os portadores da forca fraca devem
ter massa. Este problema que persistiu na fisica de particulas durante varias décadas
so foi resolvido com a quebra espontanea da simetria e o mecanismo de Higgs que
veremos no capitulo seguinte. Finalmente um comentério sobre o caso do grupo G
nao ser simples, por exemplo

G =SU(2) x U(1) (2.64)

Neste caso a generalizacao da Eq. (2.62) obtém-se do modo seguinte. Para os campos
de matéria o lagrangeano tem a mesma forma mas a derivada covariante, Eq. (2.41) é
agora uma soma sobre todos os campos de gauge com uma constante de acoplamento
por cada grupo fator. O lagrangeano para os campos de gauge é simplesmente a
soma de lagrangeanos do tipo da Eq. (2.61) para cada grupo fator.

Para dar um exemplo concreto vamos considerar o grupo G = SU(2) x U(1) que
como veremos mais a frente vai ser precisamente o caso do modelo standard das
interacoes eletrofracas. Neste caso o lagrangeano sera,

_ 1 1
L= T(ip—m)¥; — (Wi W — B B (2.65)
f

onde a soma é sobre todos os fermioes da teoria. Os campos de gauge introduzidos
sdo convencionalmente designados por W¢ para SU(2) e B, para U(1), com os
tensores do campo dados por

Wi, = 0,Ws —0,We—g frowiwg (2.66)
B,, =08,B,—d,B, (2.67)

A derivada covariante tem agora uma contribuicao de cada campo de gauge com
uma constante de acoplamento diferente. Assim temos,

DU = (9 +igWji o +ig'Y B,)¥ (2.68)

onde Q% = "2—a para SU(2) e Y, designada por hipercarga, uma matriz proporcional
a matriz identidade para o grupo U(1). Voltaremos a este assunto no capitulo 5.



2.5. Regras de Feynman para a teoria de gauge 23

2.5 Regras de Feynman para a teoria de gauge

Consideremos uma teoria de gauge simples descrita pelo lagrangeano da Eq. (2.62).
Vamos aqui enunciar as regras de Feynman para essa teoria sem demonstragao. O
objetivo é comparar com QED para ver as semelhancas e diferengas. De facto essas
regras sé sao suficientes para calcular em ordem mais baixa de teoria de perturbacoes,
mas a quantizagao das teorias de gauge nao abelianas estd muito para além deste
curso elementar (ver o meu texto Advanced Quantum Field Theory [5]).

2.5.1 Propagadores

Comecemos pelos propagadores. Aqui nao hd nada de novo, para além do facto que

agora temos m campos de gauge. A estrutura dos termos quadraticos é a mesma

que a teoria de Dirac e de Maxwell e portanto obtemos?®,

G

[L,a NAANAAN Vb ~i0ab 5 (2.69)
i(p+my)

— ST (2.70)
p my

2.5.2 Vértices

Os vértices vém dos termos com trés ou mais campos no lagrangeano. Da Eq. (2.62)
obtemos

1 —
Lint = M0 ALAP AT — P FO0 U AL AT AP — g QAL (271)

o que conduz a interacoes com trés e quatro campos de gauge, que nao existiam em
QED, para além da generalizacao da interacao entre fermides e campos de gauge.
As regras de Feynman estao descritas nas figuras seguintes.

Notar que para grupos abelianos as constantes de estrutura, f® = 0, e as
interagoes triplas e quarticas desaparecem, mantendo-se somente a interacoes entre
os fermides e o campo de gauge, como em QED.

3Tecnicamente na gauge de Feynman. Para mais detalhes sobre a escolha de gauges ver a
Ref. [5].
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Interacoes triplas de campos de gauge

p,c
Ips —g [ g"(p1 — p2)” + g"*(p2 — p3)*
D2
i, a v,b

Interagoes quarticas de campos de gauge

a,d P C

p} ‘/]73 _292 feabfecd(gupgua - guagup)
p}' \pg + feac fedn (guogpv - g;wgpo)
u,a v, b _'_feadfebc(g;wgpo - g,upgyo)]

Interacoes de fermioes com campos de gauge

[, a

Tp:a
i oyt

P i gy 8

41

i J

(2.72)

(2.73)

(2.74)
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Problemas Capitulo 2

2.1 Mostre que o lagrangeano de QED, Eq. (2.34), é invariante para transformagoes
finitas,

/ ra(x / 1
W=y A=A, — ~0u0(x) (2.75)

2.2 Mostre que o lagrangeano
1 a prapuv
Lyy = _ZF‘“’F (2.76)

é invariante para as transformacoes

1
JAT = — freu b AC = e (2.77)

Ty

2.3 Para o grupo das rotagoes num espago a n dimensoes, O(n), os = n(n — 1)

2
geradores independentes sao dados por

com L;; = —Lj;. Considere agora o caso de O(3).
a) Identifique
Ji=1Lys ; Jo=1Ls ; Jy=L (2.79)

Mostre que os J; tém as seguintes relagoes de comutagao

b) Um vetor de Ej5 transforma-se como
V' =ty (2.81)
Para uma transformacao infinitesimal encontre a lei de transformagao

SVi= .. (2.82)
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c) Verifique que esta lei para uma rotagao em torno do eixo dos zz da o resultado

conhecido

oVL =0V
§Vy = — 6V
5V =0

d) Mostre que para transformagoes infinitesimais se tem

6(ViVi) =0

e) Considere agora transformagoes finitas

V/ — eiJ~9 v

Mostre que
VIV = vV
2.4 Considere o lagrangeano seguinte

L=08,6"0") — m*"o

(2.83)

(2.84)

(2.85)

(2.86)

a) Verifique que as equagoes de movimento sao as equagoes de Klein-Gordon.

b) Verifique que o lagrangeano é invariante para as transformagoes

¢ =e " ¢ : o = constante

c) Mostre que se a agao

szi/d%c@gaw

é invariante para uma transformagao

by = by —ichij &;

onde € ¢ infinitesimal e \;; sao constantes, entao existe uma corrente conser-

vada, isto é

9, J" =0
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onde

oL
T e
J (ONF 20,7 oF

Este resultado é conhecido pelo nome de teorema de Noether .

d) Aplique este resultado ao lagrangeano dado.

e) Mostre que se & = a(z) o lagrangeano
L= (0, +ieA,) ¢* (9, —ieA,) ¢ — m*¢*¢
é invariante para as transformacoes

(b/ _ e—iea(w) (b

se A, se transformar de forma apropriada. Qual? Comente.



28

Capitulo 2. Invariancia de Gauge




Capitulo 3

Quebra Espontanea de Simetria:
Mecanismo de Higgs

Aqui seguimos as secgoes 10.7 a 10.9 do Griffiths [6] e o capitulo 3 do meu texto
FIE [7].

3.1 Introducao

Vamos agora considerar o problema da quebra de simetria. A maior parte das
simetrias observadas na Natureza nao sao exatas. Por exemplo, o Isospin nao é uma
simetria exata da Natureza pois o protao e o neutrao nao tem a mesma massa. Uma
maneira de estudar em teoria quantica dos campos teorias com quebra de simetria
¢ introduzir no lagrangeano termos com coeficientes pequenos que explicitamente
realizem a quebra. Noés aqui vamos estar interessados noutro tipo de quebra de
simetria, dita espontanea, em que o lagrangeano é simétrico sob a agao dum grupo
de transformagdes mas o estado base (de menor energia) nao é.

Para vermos aquilo em que estamos interessados vamos comecar pelo exemplo
mais simples, uma teoria com um campo escalar complexo com auto-interacao e
invariante para o grupo U(1). O lagrangeano mais geral invariante de Lorentz e
renormalizavel! é entao

L=0,0"0"¢ — )’¢"¢ — A(¢"9)?
=0,0" "¢ = V(¢°9) (3.1)

O lagrangeano na Eq. (3.1) descreve um campo escalar complexo ou dois campos
escalares reais. Queremos estudar o espectro de massa da teoria. Normalmente, o

'Em termos muito simples pode dizer-se que uma teoria é renormalizdvel se nenhum dos termos
que constituem o lagrangeano tiver dimensao, em termos de massa, superior a quatro. Para esta
contagem uma derivada conta como uma massa, um campo escalar também como uma massa e um
campo fermiénico com dimensao de % em termos de massa. Para mais detalhes ver as Refs. [1,5].

29
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espectro de massa vé-se analisando os termos bilineares da teoria. Mas isto contém o
pressuposto que o estado base (energia minima) corresponde a configuragdo em que
os campos sao nulos. Para campos escalares, pode suceder que o estado de energia
minima corresponda a uma configuragao em que

¢ = v = constante # 0 (3.2)

Neste caso as particulas sao associadas com oscilagoes de ¢ em torno do valor do
minimo, v. Se escrevermos

¢(x) = v+ x(x) (3-3)

as massas devem ser lidas da parte de lagrangeano bilinear em x. Vejamos para a
teoria descrita na Eq. (3.1) quais sao os estados de energia minima. A densidade
hamiltoniana é (ver problema 3.1),

H=¢"¢+(0¢") - (D) +V (3.4)

Como os dois primeiros termos sao definidos positivos e a energia deve ser limitada
por baixo, o parametro A na Eq. (3.1) deve ser positivo. O sinal do parametro pu? é
deixado arbitrario. O minimo da energia corresponde a um valor constante para ¢
que minimize o potencial V. Este é dado por

V=160 + A (¢"9)” (3.5)
e as equacoes de minimizacao sao
o, oy
96 =o(® + 2)|9[%) = 0
av ok 2 2\ _
9 —=¢*(u? + 2\¢]?) = 0 (3.6)

Temos portanto duas possibilidades:

a) u> >0

Neste caso o minimo ¢é para ¢ = 0. Temos a situagao descrita na Fig. 3.1. A
teoria descreve um isodubleto escalar complexo de massa m = /2.

b) u? <0

Neste caso o potencial tem a forma da Fig. 3.2, e o minimo corresponde ao

valor
2

¢*6 = || = —% =12 (3.7)

Consideremos o caso b). Uma maneira possivel de vermos o espectro de massa da
teoria seria introduzir a condigao de minimo na Eq. (3.3) e depois fazer a substitui¢ao
no lagrangeano da Eq. (3.1). Contudo esta nao é a forma mais facil de proceder
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V(p)

Figura 3.1: Potencial classico para pu? > 0.

V(p)

N A

Figura 3.2: Potencial classico para pu? < 0.

neste caso. Como a condi¢ao do minimo é que |¢| = v, é mais conveniente fazer a
seguinte redefinicao do campo complexo ¢:

V2

com £ e o campos escalares reais. Esta parametrizacao corresponde a escrever o
campo complexo na forma

(z) = 7=t (v + @) (3.8)

¢ = ' *E@) g (3.9)
Entao
z —ié(o)
8,u¢ = E 8u§ (b + evay 8“0'
It = - 0 ¢ e VR g (3.10)

V2v
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e portanto

ﬁ:(i%-@§w+m<éﬂ@@p)(-%-mf¢+eéﬂ@a%)
(% (%

V2 V2
1 1 1 a2
:§@amv+§@gwg+§@g&f<¢%a+5) (3.11)

2 4
— <U2 +V2v0 + %) —A <U4 + 2v2030 + 3v/20%0% + V200® + %)

Usando a condicao do minimo podemos escrever, conservando somente até aos ter-
mos quadraticos,

1 1 1
L =3 o,0 0"o + 5 0,6 0"¢ — 3 (—2u4?) 0® + constante

+ termos de ordem superior (3.12)

O lagrangeano da Eq. (3.12) descreve portanto dois campos escalares reais, &
e o, um com massa m, = y/—2 p? e outro com massa zero, me = 0. Este facto
pode ser interpretado facilmente. Em primeiro lugar, notemos que o potencial V' é
no plano complexo do campo ¢ um potencial tipo fundo de garrafa de champanhe.
Com a parametrizagao da Eq. (3.8) o campo o refere-se as oscilagoes radiais e £ as
oscilacoes angulares. Ora enquanto que o potencial tem curvatura na direcao radial,
na direcao angular o potencial é plano. Nao custa energia rodar ao longo do wvale
no fundo da garrafa. Assim as excitacoes radiais tém massa e as angulares nao. O
aparecimento de particulas sem massa é uma caracteristica geral destes fendmenos
de quebra espontanea de simetria e é designado por teorema de Goldstone. Na
seccao seguinte faremos uma demonstragao geral do teorema. Contudo antes de
acabarmos esta seccao vamos dar outros exemplos simples.

O segundo exemplo que vamos considerar é de facto o mesmo exemplo noutra
linguagem. Se escrevermos o campo ¢ em termos das partes real e imaginaria

¢ = % (p+im) (3.13)

obtemos para o lagrangeano na Eq. (3.1)

1 1
L= 5 Oup o'p+ 5 A, Or — V(p* + ) (3.14)
onde 1 1
V = 5 1’ (p* + ) + 1 A(p” + 7r2)2 (3.15)
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Este lagrangeano continua a ter uma invariancia. De facto é invariante para o grupo
das rotagoes no plano, O(2). Este grupo tem a mesma algebra que U(1). E o grupo
abeliano das rotagoes em torno dum eixo de simetria. As transformagcoes podem

escrever-se
P’ [ cos@ sind p
<7r’) - <— sin ¢ cos@) <7T> (3.16)

Para analisarmos a quebra de simetria temos de ver onde ocorre o minimo. As
equacoes sao

av_ _ 2 2 2
av_ o 2 2 2
o =0 =7 [)*+ X (p* +77)] (3.17)

Novamente podemos ter as duas situagoes das Figs. 3.1 e 3.2. No caso em que
p? < 0, o minimo absoluto ocorre na circunferéncia

/2 2 _“2_

Para vermos o espectro tomemos os eixos no plano p — 7 de tal forma que

@%Z\F%f (M) =0 (3.19)

r=p—(p)g (3.20)

e escrevemos o lagrangeano na Eq. (3.12) em termos de r e 7. Obtemos

Entao definimos

1 1 1
L= 3 a,r or + 5 Oum 0w + piPr® — X {p), r(r* +7°) — 2 AMr?+7%)? (3.21)

Obtivemos novamente um campo sem massa, 7, enquanto que o campo r tem
massa m, = \/—2u?. Para vermos que nao hé perda de generalidade na escolha
da Eq. (3.19) ver o problema 3.1.

Finalmente, como 1ltimo exemplo, consideremos uma teoria novamente com um
campo escalar complexo com auto-interacao mas em que a interagao é invariante
para transformacoes de isospin descrito pelo grupo SU(2), e o campo encontra-se na
representacao dubleto desse grupo. O lagrangeano mais geral, invariante de Lorentz,
invariante para o transformacoes do grupo e renormalizavel é entao

L =0,0'0"¢ — 1*d'6 — \(¢'¢)?

=0,0'0"¢ — V(¢'9) (3.22)
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onde )
1+ 12

¢= @Z) = | 43, (3.23)

V2
O lagrangeano da Eq. (3.22) descreve portanto 4 campos escalares reais. Queremos
estudar o espectro de massa da teoria. O estado base vai corresponder ao minimo
do potencial. Estamos interessados na situacao em que ha quebra espontanea de
simetria, isto é o vacuo (estado base) ndao tem a mesma simetria que o lagrange-
ano. Isto acontece quando ocorre a situacao da Fig. 3.2. Neste caso o potencial é
minimizado, para u? < 0, quando

Pl = _£ = 72 (3.24)

Podemos sempre escolher um referencial de isospin onde o estado de energia
minima se possa escrever

Omin = constante = <2) (3.25)

O campo ¢(x) pode portanto escrever-se

0

o) = (1) +xto) (3.26)

Para parametrizar convenientemente as pequenas oscilagoes x(x), notemos que em
cada ponto = podemos sempre escolher um referencial de isospin onde ¢(x) tenha a

forma
(z) ( ' ) (3.27)
¢ (r) = v 0 3.27
Y

Este referencial sera ligado ao referencial definido pela Eq. (3.25) através duma
transformagao de SU(2), diferente para cada z,

Ulz) = e @ (3.28)
Podemos portanto escrever nesse referencial?

0

¢x) = ™D o() (3.29)
v+ W

2Comparar a forma da Eq. (3.29) com a da Eq. (3.8). A explicagao da Eq. (3.8) pode ser feita
exatamente da mesma forma, sé que agora o grupo seria U(1) e ndo SU(2).
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e
0 0
_ iT20% () .
x(z) =e - o(x) <v) (3.30)
V2
Para pequenas oscilagoes temos
v(6* +i0")
x(x)~ | o (3.31)

— — vd?

V2

As pequenas oscilagoes em torno do estado base sao parametrizadas por quatro
campos escalares reais, 0% e g. O espectro de massa é lido dos termos bilineares
nesses campos. Substituindo a Eq. (3.29) no lagrangeano da Eq. (3.22) obtemos

1
L =5 d,0 0o +v%9,0" 0" + u*o® + constante
+ termos de ordem superior
1 1 . R
=3 d,o 0o + 3 9,0 9"0“ + p?o® + constante
+ termos de ordem superior (3.32)

onde
My =/ —2 pu? (3.33)

e redefinimos os campos #* para que o termo cinético tenha a normalizacao canoénica.
0° = /200° (3.34)

Temos portanto trés particulas de massa zero e uma com massa /—2 p?. O apare-
cimento de particulas de massa zero, designadas por bosoes de Nambu-Goldstone, é
uma consequéncia do teorema de Goldstone que veremos na seccao seguinte.

3.2 O Teorema de Goldstone

Comecemos entao pelo enunciado do teorema.

Teorema 3.1 Seja uma teoria invariante sob a a¢ao dum grupo de trans-
formacoes G, com n geradores. Se houver uma quebra espontanea da sime-
tria, de tal forma que o vdcuo (estado base) seja invariante somente sob a
acao de G' com m geradores (G' C G), entao aparecerdo particulas de spin
zero sem massa em numero igual ao dos geradores de G que nao deizam o
vdcuo invariante, isto €, hd n-m bosoes de Nambu-Goldstone.
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Vemos portanto que o teorema nao sé nos diz que ha particulas sem massa mas
também nos diz o seu numero. Nos dois primeiros exemplos anteriores tinhamos os
grupos U(1) e O(2) com 1 gerador, e o vicuo ficou sem simetria alguma e portanto o
numero de bosoes de Nambu-Goldstone era igual ao ntimero de geradores daqueles
grupos, isto é um gerador. O terceiro exemplo requer um pouco mais de atencao.
Isto porque embora tivéssemos sé falado do grupo SU(2), de facto a simetria do
lagrangeano na Eq. (3.22) é maior do que SU(2) pois também é invariante para
transformacoes de fase das duas componentes do dubleto ao mesmo tempo, isto é

¢ =e“p (3.35)

Este grupo é o grupo U(1), e é claro que as suas transformagdes comutam com as
de SU(2). Isto quer dizer que a invariancia total do lagrangeano é SU(2) x U(1). O
numero de geradores é entao 341 = 4, o que quer dizer, de acordo com o teorema de
Goldstone, que o vacuo, Eq. (3.25), ainda deve ser invariante para algum subgrupo
abeliano de SU(2) x U(1). Isto é de facto verdade pois a combinacao

]_—l—’Tg

@=—3

(3.36)

deixa invariante o vacuo 3.25. De facto

w2 ()G YO e
'@ (S) = (2) (3.38)

Este modelo serd a base do modelo standard das interagoes eletrofracas, e o gerador
que nao ¢é quebrado serd interpretado como a carga elétrica.

E conveniente, antes de apresentarmos a demonstragao geral do teorema, vermos
outro caso em que nem toda a simetria é quebrada. Seja uma teoria com um tripleto
de campos escalares ¢' com i = 1,2,3. Com estes campos podemos construir um
lagrangeano invariante para rotagoes no espaco de simetria interna, isto ¢ invariante
para O(3). O lagrangeano ¢é

e portanto

1 . o1 ] o
L=3 0,6 0" — 5 1206 — 2 A (') (3.39)

Com a experiéncia adquirida até aqui é facil de ver que se u? < 0 o potencial tem
um minimo se

ii__:u_2
Pt =— (3.40)
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Esta condigao nao define a direcao da quebra de simetria. Escolhemos um referencial
no qual é a componente 3 que desenvolve um valor de expectacdo no vacuo (vev).
Isto quer que podemos escrever

0
(@) =10 (3.41)

O grupo de simetria original O(3) tem £ x 3 X (3 — 1) = 3 geradores. O facto
novo que aparece neste exemplo é que o vacuo ainda tem um grupo de simetria nao
trivial. Este é o subgrupo de O(3) que ndo mistura a componente 3 com as outras.
E claro que é O(2) com 1 X 2x(2—1) =1 gerador. De acordo com o teorema de
Goldstone devemos ter 3 —1 = 2 bosoes de Nambu-Goldstone. Vamos ver como isso
ocorre. Para isso convém recordar um pouco de teoria de grupos (ver problema 2.3).
Sejam L;; = —L;; os 3 geradores de O(3) e [;; os do subgrupo O(2), isto é l;; = L;;
para i,7 # 3 (é de facto sé um gerador, l15). Sejam k; = L;3,i = 1,2 os restantes
geradores de O(3). Em geral podemos escrever

(Lij)kt = =i (61 — 0idjn) (3.42)
e portanto os geradores k; sao
(ki)wi = (Lis)w = —i (6031 — 0. (3.43)
Entao k; atuando no vetor coluna v; = vd;3 da
(kv); = v(ki) judiz = v(ki)j3 = —ivd;; (3.44)
Entao se definirmos o e &, i = 1,2 por

0
¢ = eimki/v 0 (3.45)
v+ o(z)

vemos que a ordem mais baixa é equivalente a subtrair o valor

0 0 &
¢ =~ 0 + i&(x)ki /v = 0 + | &
v+o v+o 0
0 &1
=10]+|& (3.46)
v o

Em termos destes campos o lagrangeano escreve-se

1 1 1 1
L =3 d,0 Mo + 3 0,8 0ME; — 5 v +0)? — 2 Mv+ o)
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+ termos de ordem superior (3.47)

Observamos novamente que o campo o tem massa —2u? e que hd dois campos &;
e &, com massa nula. Isto é precisamente o que diz o teorema de Goldstone. Este
exemplo generaliza-se facilmente ao caso do grupo O(n). Entao o nimero de bosoes
de Nambu-Goldstone é, para o caso duma quebra de simetria do grupo O(n) para o
seu subgrupo O(n — 1)

#Bosoes de Goldstone =#Geradores de O(n) — #Geradores de O(n — 1)
:%xnx(n—l)—%x(n—l)x(n—Q)
=n—1 (3.48)

o que se reduz ao resultado anterior para o caso de O(3).
Voltemos entao ao teorema de Goldstone [9,10] para efetuar a sua demonstragao.

Dem.

Comecemos por escrever o lagrangeano em termos de n campos escalares reais
®i, que formam um vetor com n componentes,

b1
P2

6= (3.49)

On
Isto € sempre possivel, pois uma representacao complexa pode sempre ser tor-

nada real a custa de duplicar a dimensao do espaco vetorial. Entao o lagran-
geano escreve-se

L= 0,00 V(0) (3.50)

onde V(¢) é um polindmio em ¢ que é invariante sob a agdo de algum grupo
G. FEste tem n geradores Q% e os campos ¢ transformam-se de acordo com

5 = €% (3.51)

Como a representacao € real entdo, i)* deve ser uma matriz real, e Q% uma
matriz imagindria pura. Como os Q% sao matrizes hermiticas, entao também
devem ser antissimétricas (comparar com o exemplo de O(3)), pois

Q= (09 = ()" = —T (3.52)
V' € invariante sob a acdo de G e portanto devemos ter

oV oo
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Como os parametros €* sao arbitrdrios, obtemos n equacaoes

ov .
Diferenciemos agora a equagao anterior. Obtemos
0V ov
O%h. + — Q% =0 3.55
agbzadsk 2]¢J+a¢i ik ( )
Agora calculemos a Eq. (3.55) no valor ¢ = v que minimiza V', isto é
oV
=0 3.56
0 (3.56)
O resultado é entao 21
0%v; =0 3.57
5@81@ o ij Ui ( )
Por outro lado se expandirmos V' em redor do minimo devemos ter
1
V= 5 M7 (¢ — v)i(¢ — v); + termos de ordem superior (3.58)
Daqui se conclui que
0?V
= M? (3.59)
8¢28¢J p=v !
onde M7 é a matriz de massa (quadrada). Entdo
MZQS 0, = 0 (3.60)

Seja agora G' o subgrupo de dimensao m de G que permanece como uma
simetria do vdcuo. O que isto quer dizer € que se Q% for um gerador de G’
entao

Q% =0 (3.61)

e a Eq. (3.60) nao contém qualquer informagao sobre a massa. Pelo contrd-
rio, para cada um dos (n-m) vetores Q% que nao sao zero, entao a Eq. (3.60)
diz-nos que M? tem wm valor préprio zero. Se estes vetores Q% nao nulos
formarem a base dum espago vetorial de dimensdo (n-m), mostramos que hd
(n-m) bosdes de Goldstone na teoria. Demonstremos entdo este ultimo ponto.
Para isso definimos

A% = (Q%, Q) = (v, Q*Q) (3.62)
onde a ultima igualdade resulta de Q* ser hermitico. Entao

A — b = (v, [, Q] v) = i fe(v, Q) = 0 (3.63)
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e a ultima igualdade resulta do facto das matrizes Q* serem antissimétricas.
Seja agora A a matriz (n—m) x (n—m) obtida de A por restricio dos valores
de a e b para os quais Q% # 0. Entdo A é uma matriz simétrica e pode ser
diagonalizada. Seja O a matriz (n —m) x (n —m) que diagonaliza A, isto é

A/ab — (OAOT>ab _ (OGCQC’U, ObdeU) (364)

Mas O%Qcv #£ 0, e os elementos diagonais de A’ sio todos positivos e o espago
gerado por OO0’ e portanto por Q° tem dimensdio (n-m). Entdo os Q° que
nao aniquilam o vdcuo sao independentes, o que completa a demonstracdao de
que M? tem (n-m) valores préprios nulos.

3.3 O mecanismo de Higgs

Chegados aqui, podemos perguntar porque é que estivemos a estudar em tanto de-
talhe teorias com quebra espontanea de simetria, pois & primeira vista o problema
de necessitarmos de particulas com massa para descrever as interagoes fracas nao
parece ser resolvido com estas teorias, pois a quebra de simetria da origem a novas
particulas sem massa e os bosoes de gauge dessas teorias nao podem ter termos de
massa no lagrangeano, pois nao sao invariantes de gauge. A razao é que se tiver-
mos uma teoria com invariancia de gauge local e o fenémeno de quebra espontanea
de simetria, entao os bosoes de Nambu-Goldstone nao aparecem e é possivel dar
massa aos bosoes vetoriais dessa teoria. Este fenémeno é conhecido pelo nome de
mecanismo de Higgs, que passamos a explicar.

Nao vamos apresentar uma demonstragao geral mas sim dar dois exemplos. Va-
mos comegar pelo caso do campo escalar carregado com invariancia de gauge local

* * * 1 v
L= (D) (D"¢) — 1i*¢*d — Mo*¢)* — 1 F, F* (3.65)
onde a derivada covariante é
D, =0, +ieA, (3.66)

Por construcao o lagrangeano ¢é invariante para as transformacoes de gauge locais
(x) = ¢/ () = O g(x)
1
Au(z) = Al (x) = Au(z) — - 0,€(x) (3.67)

Se u? > 0, a Eq. (3.65) é simplesmente o lagrangeano da eletrodinamica escalar [1].
Se p? < 0 devemos ter o mecanismo de quebra espontanea de simetria e temos que
analisar o espectro com mais cuidado. Em particular temos que encontrar o vacuo
da teoria (estado base). Este serd dado pelos valores (¢) e (A,) que minimizem a
energia. A invariancia de Lorentz do vacuo requer que

(A,) =0 (3.68)
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mas o campo escalar ¢ deverd ter um valor nao nulo

2
‘/_57 >0 (3.69)

Em vez de fazermos a mudanca de varidvel ¢(z) — v+ x(z), vamos parametrizar ¢
exponencialmente, isto é

(¢) = v

i) g (1'))
r)=e v v+ —= 3.70
o) =% (04 2 (3.70)
Como vimos o campo £(x) esté associado com a quebra espontanea da simetria. Na
auséncia do campo de gauge A,, concluimos que § nao tinha massa. Vamos ver

agora que isso nao é verdade para uma teoria de gauge. Substituindo a Eq. (3.70)
na Eq. (3.65), obtemos

1 1 1
L= FuF" 45 0,0 "0+ 0,6 0'C + 0’ A, A"

+ \/51)614”0“5 + p?0* + termos de ordem superior (3.71)

Da equagao anterior resulta que o campo o tem massa —2u?, mas os campos A, e §
estao misturados ao nivel dos termos quadraticos. Assim a leitura do espectro nao
é imediata. A maneira mais facil de resolver esta situacao é aproveitar a invariancia
de gauge local do lagrangeano da Eq. (3.65). Se escolhermos para parametro da
transformacao de gauge

§(x)

@ ==/ (3.72)
entao
Blr) = ¢/(w) = e Eo(r) = v + %)
) 2 A0+ 0 5.73)

ev/2v

Como o lagrangeano ¢ invariante para estas transformacoes devemos ter

L(6, A) =L(¢, A,)
1

=3 [(&L —ieAl) (V20 + U)} [(8“ +ieA™) (V2u + o)

1 2 1 41
— 5 T (\/51) + U) 1 A (\/iv + U) 1 EFFM(3.74)

onde
F[w = 8#1; — &,AL (3.75)
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Agora o novo lagrangeano na Eq. (3.74) pode ser expandido facilmente. Obtemos

1 1 1
L= F F" 4+ 5 0,0 00+ SP A A" + 5 A AV (2V20 +0)
1 1
— 5 06X + 1) = V2hwo? — 2 Ao (3.76)

Nesta gauge nao hé, para os termos quadraticos, mistura entre os diferentes campos
e portanto o espectro pode ser lido diretamente,

My = /602 + 2 = /=22

ma = V2ev (3.77)

e o campo & desapareceu completamente da teoria. Esta gauge, onde o espectro
pode ser lido facilmente, é designada por gauge unitdria®. Para onde foi o campo £?
Para percebermos a resposta, facamos primeiro uma contagem de graus de liberdade.
No lagrangeano original, Eq. (3.65), temos dois campos escalares reais e um campo
vetorial sem massa, portanto outros dois graus de liberdade. No total temos quatro
graus de liberdade. No lagrangeano redefinido, Eq. (3.76), temos s6 um campo
escalar real, correspondendo a um grau de liberdade, mas temos um campo vetorial
com massa, correspondendo a trés graus de liberdade. A soma é de novo quatro.
Portanto a interpretacao é que o grau de liberdade associado ao £ corresponde a
polarizacao longitudinal do campo vetorial. Vemos assim, que contrariamente ao
que diz o teorema de Goldstone, nao sé nao ha bosoes de Nambu-Goldstone, mas
além disso campos vetoriais podem adquirir massa no processo. Este fenémeno
designa-se por mecanismo de Higgs. Com a atribuicao do prémio Nobel de 2013 a
comunidade passou a chamar mecanismo de Brout-Englert-Higgs embora na verdade
tenha sido descoberto independentemente por vérias pessoas [12-14].

O exemplo anterior é bastante simples e mostra o essencial do mecanismo de
Higgs mas é demasiado simples para ser 1til na fisica de particulas. Isto porque o
campo A, nao pode ser interpretado como o fotao, pois sabemos que este nao tem
massa’. Para considerarmos um modelo mais realista, (de facto a base do modelo
standard das interagoes eletrofracas), consideremos a teoria de gauge construida
sobre o modelo invariante para SU(2) x U(1) dada pelo lagrangeano da Eq. (3.22).
A versao com invariancia de gauge local escreve-se

1 1
L= (D) (D"6) = V(6'0) — 7 Wi, W™ — = B, B" (3.78)

onde V' é dado por ,
V(¢'e) = 1i?6To + A (¢'0) (3.79)

3Pode-se mostrar [11] que a gauge unitaria, onde é facil de ler o espectro, existe sempre.

4Este exemplo é 1til em supercondutividade onde o efeito de Meissner pode ser interpretado
como o fotao adquirindo uma massa. Na verdade as ideias que deram origem ao mecanismo vieram
da fisica da matéria condensada.
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e onde introduzimos os campos W, (a = 1,2,3) e B, correspondentes a SU(2) e a
U(1), respetivamente. Os tensores do campo sdo entao

wg, =0.Wi —90,W;— g&t“bCWﬁW,f (3.80)
e
B, =90,B,—-0,B, (3.81)
A derivada covariante é para este caso
_ R e |
D,p=|0,+ ngu? +ig B“§ ¢ (3.82)

onde 7* sdo as matrizes de Pauli e o fator 1 no terceiro termo da Eq. (3.82) foi
introduzido por conveniéncia (podemos sempre redefinir a constante ¢’). Note-se
que como o grupo é um produto de 2 fatores, hd uma constante de acoplamento
para cada grupo fator, g e ¢’. O passo seguinte na andlise deste modelo é encontrar
o estado base ou vacuo. Devido aos requisitos de invariancia de Lorentz s6 o campo
escalar pode ter um valor constante diferente de zero e minimizar a energia. Esta
serd a situacao quando pu? < 0.

Vejamos entao qual o espectro de massa neste caso. Escolhemos os eixos de

isospin tais que
<¢>=:(0) (3.83)

onde como anteriormente

2 1%
= - .84
v ) (3.84)

Com a experiéncia do exemplo anterior podemos escolher uma gauge, designada por

gauge unitaria, onde
0
M@=@+ﬁ> (3.85)

V2

Entao substituindo a Eq. (3.85) na Eq. (3.78), e conservando s6 os termos bilineares,
obtemos para os diferentes termos,

1 1 1
(DM¢T) (D" ¢) =5 0,0 0o + <v2 + 5 o’ + \/iva) [Z g’ (Wle“ + W5W2“)}

+ <1)2 + % o + \/51)0’) H (gW32 —g'B,) (gW? — g’B“)}

1 1
=3 d,o Mo + 1 (gv)? (W, W + WIW?)

10 (0W) — g B) (W — g'BY)
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+ termos de ordem superior

1
V(¢*¢) =constante + 5 (—2p?)o? + termos de ordem superior

1
~ 1 Wa, W =0,W3 — 0,W, + termos de ordem superior

1 174
—7 BwB"™ =0,B, - 0,B,

(3.86)

Vejamos entao o espectro da teoria. Na parte dos campos escalares obtemos,
como anteriormente, s6 um campo escalar real com massa

My =/ —24? (3.87)

Como a Eq. (3.86) tem produtos cruzados de Wg e B, para determinar o espectro
de massa dos bosoes de gauge temos que diagonalizar a matriz de massa
1 9 —g9
M? == ? [ 3.88
Xal B (3.83)

’ . 2 ~ 1 2 2 /2 . ’ .
Os valores préprios de M* sao 0 e 5 v*(g° + g”*). Se designarmos o vetor préprio de
massa nula por A, e outro por Z,, podemos escrever

A, =sin GWW;:’ + cosOw B,
(3.89)
Zy = cosOyw W2 —sinby B,

O angulo Oy é determinado pelo requerimento que A, seja o vetor préprio de massa
nula, isto é

L o] ¢ —gd| [sinbw]| _
5V {—gg’ 72 | costw | = 0 (3.90)
donde resulta
g*sin Oy — gg' cos Oy = 0 (3.91)
ou seja
g/
tan Oy = = (3.92)
g

A parte livre (quadrética nos campos) do lagrangeano escreve-se entao

(0,0) (@0) — 5 (~2%)

N~

Elivre =
1 = 1 17/1puv 1 1 2,2 1 1p
g e (2 g ) e



3.3. O mecanismo de Higgs 45

1 -, -~ 1 1
7 WEVW2“" + 3 <§ g2v2) Wi w2
1 -~ - 1 |1
1 Zyu ZM + B {5 v*(g? +9l2)] Zy 4"
1 - .
- 7 Au A (3.93)

onde definimos as partes quadraticas dos tensores dos campso de gauge,
Wﬁf = 0,W}* — &fWﬁ’z v Zw=0.72,—0,Z,, A, =0,A,—0,A, (3.94)

Vemos portanto que na presenca de campos de gauge, o fendmeno da quebra es-
pontanea de simetria nao conduz a campos escalares sem massa. O espectro de
massa é o seguinte. Um campo escalar, o, com massa m, = /—2u? como antes.

Dois campos vetoriais com massa My, = ,/% g%v?, um campo vetorial com massa

My = 4/ % v2(g% + ¢’?) e um campo vetorial sem massa. Vemos assim, que 3 dos

campos de gauge adquiriram massa devido ao fenémeno de quebra espontanea de
simetria. Este fenémeno é designado por mecanismo de Higgs. Repare-se que a con-
tagem do ntmero de graus de liberdade esta certa, pois um campo vetorial massivo
tem 3 polarizagoes enquanto que se nao tiver massa tem s6 duas. Assim se explica o
desaparecimento dos trés escalares da teoria. Em linguagem pictérica, diz-se que fo-
ram comidos pelos campos de gauge que entao ficaram com massas. Este mecanismo
tornou possivel aplicar as teorias com invariancia de gauge as interagoes fracas pois
passou a ser possivel dar massa aos portadores da forca fraca. Note-se ainda que
um dos campos de gauge nao adquiriu massa tornando-se portanto um candidato
para ser o fotao. Isto deve-se ao facto da simetria nao ter sido toda quebrada, ha
ainda uma simetria residual U(1), isto é

SU(2) x U(1) — U(1) (3.95)

que, como veremos no capitulo dedicado ao modelo standard, correspondera ao
eletromagnetismo. O outro facto fundamental sobre o mecanismo de Higgs, é que
uma teoria com invariancia de gauge local, com quebra espontanea de simetria é
renormalizavel, enquanto que uma teoria de campos vetoriais com massa 0 nao é.
O modelo que temos vindo a descrever corresponde de facto ao modelo de Glashow-
Weinberg-Salam para as interagoes fracas e eletromagnéticas, que descreveremos em
maior detalhe no capitulo 5.
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Problemas Capitulo 3

3.1 Considere o lagrangeano dedinido pela Eq. (3.14) com quebra espontanea de
simetria, isto é, u? < 0. Entao escolha o vécuo

(p) =wvcost ; (m) =wvsinf (3.96)
Faca a redefinigao
p=vcosh+p
7w =vsinf + 7’ (3.97)

e analize o espectro da teoria.
3.2 Reproduza os passos que levaram a Eq. (3.86).

3.3 Verifique que obtém os termos quadraticos nos campos indicados na Eq. (3.93).



Capitulo 4

As Interacoes Fracas: do Modelo
de Fermi a Teoria V-A

Seguimos aqui as secgoes 7.1 a 7.4 do livro do Bettini [15] e as secgoes 4.1 e 4.5 do
meu livro FIE [7].

4.1 A Teoria de Fermi

A teoria das interacoes fracas comecou com a teoria de Fermi para o decaimento (3.
n—pt+etv (4.1)

Na altura eram conhecidos o protao, o neutrao, o eletrao e o neutrino que foi precisa-
mente introduzido para que a conservacao da energia fosse satisfeita. Para explicar
o decaimento 4.1 Fermi introduziu o seguinte lagrangeano

G
Lg= 7% VpYathn Y Uy + hoc. (4.2)

que corresponde ao diagrama de Feynman da Figura 4.1. Com este lagrangeano

Y

e

e
S

Figura 4.1: Decaimento 5 do neutrao

47
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pode-se calcular a largura do decaimento. Obtemos para a amplitude

M = % ()" u(p) Tk rav(a2) (4.3)

De facto nao podemos descrever os nucledes por ondas planas, mas temos que usar
funcoes de onda nucleares. Isto resulta nalguma complicagao em que nao vamos
aqui entrar [16]. Com algumas aproximagoes obtemos para o espectro de energia do

eletrao emitido
dF
N(E) = =3 3\/E2 m2 E(A — E)? (4.4)
T
onde F ¢ a energia do eletrao e
A=m,—m, (4.5)

Para a largura total vem entao

=55 / VE?—m? E(A - E)?
=6.9 x 107" G3 MeV (4.6)
Conhecendo o tempo de vida média do neutrao obtinha-se um valor para G
Gs~1.1x107°GeV 2 (4.7)

Notar que o valor de G5 é ajustado para se obter o valor de I'. O sucesso da teoria
estava em prever um espectro N(E) em acordo com o que era na altura medido.

4.2 A teoria V-A

4.2.1 Introducao

Depois do sucesso da teoria de Fermi, procurou-se estender o método a outros de-
caimentos radioativos. Para isso foi importante notar que o lagrangeano 4.2 se pode
escrever na forma

Gs
Vo)

onde Jg e Ji' sdo as correntes definidas por

Ly==L JoJu+he. (4.8)

Jg = Eﬂawu ’ Jff = %ﬂ%ﬁn (49)

Estas correntes sao semelhantes a corrente eletromagnética em QED. O lagrangeano
assim construido é portanto um escalar de Lorentz. Mas em 1936 Gamow e Teller [17]
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mostraram que a Eq. (4.2) ndo é tnica e que o lagrangeano escalar mais geral deveria
ser uma mistura da seguinte forma

L = cayin et S xS
e, Y Pn DeYathy VxV
+e3th, 0", o 0apthy T xT
s,V Y5Un VYo sthy  AX A
+e5U,Y5Un Ve Y5ty PxP

e os coeficientes da combinacao linear s6 podem ser determinados pela experiéncia.
Na Eq. (4.10) estao indicadas as propriedades de transformacao para transformacoes
de Lorentz dos diferentes termos. Gamow e Teller mostraram que no limite nao
relativista se obtém

SS,VV — AJ=0 (4.10)
AA, TT — AJ=0,%+1 (4.11)

Portanto, enquanto que a descricao de Fermi (V' x V') poderia explicar transigoes
com AJ = 0, alguma parte de A x A ou T x T deverd estar presente para explicar as
transigoes com |AJ| = 1. Um grande trabalho experimental foi entdo empreendido
para determinar os coeficientes c¢;.

4.2.2 Violacao de paridade nas interacoes fracas

Todo o trabalho anterior foi feito tendo como hipdtese de base que a Paridade era
conservada nas interagoes fracas, tal como o é no eletromagnetismo. Contudo, em
1956 Lee e Yang [18] mostraram que esta ideia devia ser abandonada para explicar
o chamado 7 — 6 puzzle. Este consistia em compreender porque é que os dois
decaimentos

0 Kt —natqd
T Kt —>atrtao (4.12)

podiam ocorrer simultaneamente quando as paridades dos dois estados finais eram
diferentes, isto é

P(rtn%) = +1 ; P(rtatr) = -1 (4.13)

Isto poderia acontecer se a Paridade nao fosse conservada nas interacoes fracas.
Eles propuseram entao um conjunto de experiéncias para testar esta ideia, e nos
dois anos seguintes foi mostrado que de facto assim é, em particular na experiéncia
de Wu et al., [19]. Assim a construgao de Gamow e Teller tem que ser modificada
para incluir, por exemplo, termos da forma V x A,

VY Un VeV V5¥u (4.14)

Era preciso recomecar do inicio e comparar com a experiéncia de novo.
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4.2.3 Neutrinos esquerdos e a corrente lepténica

Nesta busca experimental que levou a descoberta da violacao da Paridade nas in-
teracoes fracas uma descoberta importante que foi feita diz respeito aos neutrinos,
nomeadamente que eles tém helicidade negativa. Como o projetor da helicidade
negativa é

1—
PL=— 75 (4.15)
isto quer dizer que
,l/)l/ = PL¢I/ (416)
Como consequéncia disto a corrente leptonica para o eletrao devera ser
Je =" (1 = 5)t, (4.17)

o que também foi confirmado experimentalmente. Convém aqui notar que para uma
particula qualquer com massa, como o eletrao, se pode sempre escrever

'l/)e = PLwe + PRwe (418)

Entao a estrutura da corrente lepténica mostra que s6 a componente esquerda do
eletrao participa na interagao. De facto

@eVOCPL?/)u :@efyapgwl/ = EePR’yaPLwV

=i Py "y Py, = (Pripe) v Priby (4.19)

Se tivermos uma interacao geral da forma V — A

Lint = Py (gv — gays) (4.20)

e se introduzirmos

Y =9+ Yr (4.21)
obtemos
Lint =0 + Vr)v™ (9v — 9a75) (YL + ¥R)
=0 7" (gv — gavs)¥L + O (gv — ga7s) ¥k (4.22)

pois os termos cruzados sao nulos. Mostremos isso para um deles. Obtemos

Vv (gv — ga7s) VR =0T Py (gv — gars) Pri
= Pry"(gv — gays) Pri)

=" (gv — gavs) PrPri
—0 (4.23)
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onde se usaram as propriedades de ortogonalidade dos projetores Py, e Pg. Isto quer
dizer que uma corrente vetorial ou vetorial axial conserva a helicidade. Por outras
palavras quer também dizer que pode ser construida para particulas que tenham so
uma helicidade, como é o caso dos neutrinos. O mesmo nao se passa para o termo
de massa. O termo de massa usual de Dirac é

Lmassa = — m@qb
=—m (Y +vg) (WL +vVg)
= mELwR - m%w (4.24)

pois

Ypbr =(Pry) Py = ¢ Pry®Prap = 19" PrPryp
-0 (4.25)

e de igual modo para ¥ z1r. Como conclusao, o neutrino nao podera ter um termo
de massa do tipo acima indicado!.

4.2.4 A interagao corrente-corrente de Feynman e Gell-Mann

Fazendo a sintese de todo o trabalho iniciado com a teoria de Fermi, em 1958 Feyn-
man e Gell-Mann [20] propuseram que as interagoes fracas deveriam ser descritas
pelo lagrangeano

L= % J e (4.26)

onde
JH = F 4 pH (4.27)

sendo /* e h* as partes lepténica e hadrénica dessa corrente. Os resultados experi-
mentais mostraram que a estrutura da corrente lepténica deveria ser do tipo V — A,
isto é

0 =" (1 = 35) v + 0,7 (1= 75)0y, + 7" (1 = 75)1, (4.28)

Quando a teoria foi proposta nao existia o 7. Mas experimentalmente foi verificado
que a estrutura para o 7 era a mesma e que a intensidade relativa das tres partes da
corrente era igual. Este resultado é conhecido por universalidade da corrente fraca
lepténica. A constante G que aparece em 4.26 é de facto ligeiramente diferente de
G da teoria de Fermi. O seu valor podia ser determinando calculando o decaimento
do muao descrito pelo diagrama da Figura 4.2 e que nao tem as complicagoes da
fisica hadronica referidas a propdsito do decaimento do neutrao.

'De facto h4 a possibilidade de ter termos de massa do tipo de Majorana, que nio serao
discutidos aqui.
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Figura 4.2: Decaimento do muao.

A amplitude que resulta de 4.26 é
G
M = 28 @)y (1= 7)) Tk) (1 = 7)0(a2) (4.29)

e um calculo simples (ver por exemplo a Ref. [1]) da (desprezando m.),

GZim?
(™ TTv,) = - 4.30
(/”L —ev VN) 1927T3 ( )
donde se conclui que
Gr=1.166 x 107° GeV ™2 (4.31)

A parte hadrénica da corrente fraca, h®, serd estudada mais adiante. Vejamos
aqui com um pouco mais de detalhe a corrente lepténica. Para isso notemos primeiro
que podemos escrever

0% =20 (e)y W (ve) + 20, (1) Yr(v) + 20, (1)1 Yr(vr) (4.32)

isto é, a corrente escreve-se completamente em termos das componentes esquerdas
dos campos. Definimos agora um isospin esquerdo para os leptoes, agrupando o
leptao carregado e o seu neutrino num dubleto da forma

xL<e>z(”;)L ; n@)z(’jj)L ; xm)z(V;)L (433)

Entao a corrente lepténica escreve-se
£ = 2[Rl rXa(e) + Xu(uhr*r Yo () + Xo(rhrrxg()]  (434)

onde
Xo(e) = [ v, , € } (4.35)

e expressoes semelhantes para os outros leptoes, e onde definimos

- (g g) = i) (4:36)
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Somos assim tentados a definir uma corrente de isospin esquerdo através de

jio % Xo(e)y*rixs(e) + -] (4.37)

Entao se introduzirmos a notagao

la 4+ 200
jre =L =L ﬂ”L (4.38)

vemos que

e =2v2 (j; )" (4.39)

e que
ot =2v2 ()" (4.40)

Embora estejamos a introduzir um formalismo adaptado a SUL(2) o lagrange-
ano na Eq. (4.26) nao é invariante para esse grupo pois falta o termo? jiLJg” . Dito
de outro modo, todos os resultados experimentais conhecidos até a década de ses-
senta indicavam que a corrente fraca era carregada pois AQ # 0. Um termo como
jiLJg“ que faria a Eq. (4.26) invariante para transformacoes de SUL(2), implicaria
a existéncia de correntes fracas neutras, o que so viria a ser descoberto mais tarde.
Vemos assim que a parte lepténica do lagrangeano de Feynman e Gell-Mann sugeria
j& que o grupo de simetria fosse SUL(2) e a descoberta das correntes neutras veio
confirmé-lo, como discutiremos no capitulo 5.

4.3 As interacoes fracas dos hadroes

4.3.1 Universalidade e a teoria de Cabibbo

As interacoes fracas dos hadrdes s@o um pouco mais complicadas. Parte dessa
complicacao resulta, claro, das proprias interacoes fortes e da sua propriedade de
confinamento, que quer dizer que a teoria fundamental é simples de escrever em
termos dos quarks mas que estes nao sao particulas livres, s6 aparecendo na natureza
como estados ligados. Assim todos os calculos de interagoes com hadroes sao muito
dificeis. No6s apresentaremos primeiro os resultados em termos das correntes dos
hadroes, mas depois traduziremos esses resultados para o lagrangeano ao nivel dos
quarks.

Do ponto de vista das interagoes fracas, ha dois tipos principais de correntes
hadrénicas. O primeiro é relevante para o decaimento 5 do neutrao representado na
Fig. 4.1. Dizemos que este decaimento corresponde a AS = 0, isto é nao ha variagao

2De facto considerando sé a parte do eletrdo e seu neutrino obtemos

Gr — _ — G Ao - 20 -
Liep = 7; XL (e)y*r X (e) Xi(e)vaT X1 (e) = 7; (5% La +71%1a)
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do nimero quantico estranheza (é zero para todas as particulas envolvidas). H4 no
entanto outro tipo de decaimentos em que AS = +1, como por exemplo

A—=pte+7, (4.41)

representado na Figura 4.3. A parte da corrente leptonica é igual, mas a parte

)

A e

Y
\

Figura 4.3: O decaimento A — p+ e+ 7,.

hadrénica tem agora AS = 1 (A = uds). Além disso, a parte hadrénica também
é carregada, tal como para o decaimento do neutrao. Os resultados experimentais
podem ser resumidos da forma seguinte

hy = gvhy) + gsh{) (4.42)

onde tanto a parte AS = 0, hg))’ como a parte AS =1, hf}), tém a forma V — A,
isto é

0) 170 _ 4(0)
h,’ =V, A

w
hi) =V — AL (4.43)

Consideragoes de simetria relativas ao grupo SU(3) para as interagoes fortes dos
quarks u, d e s, levaram Cabibbo em 1963 [21] a propor que

gv +95=1 (4.44)

o que foi verificado experimentalmente. Em vez de gy e gg, € mais normal introduzir
um angulo designado por angulo de Cabibbo, tal que

gy = cos b, ; gs = sinf, (4.45)
Experimentalmente verifica-se que
sin . ~ 0.22 (4.46)

Em resumo o facto essencial é que ha uma diferenca de intensidade entre a cor-
rente lepténica e as duas partes da corrente hadronica. Mais concretamente se to-
marmos a corrente leptonica como referéncia temos a situacao descrita na Tabela 4.1
o que mostra que a universalidade é menos perfeita no sector hadronico.
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Corrente | Intensidade
Ly 1
h&o) cos 6,
h&l) sin 6,

Tabela 4.1: Intensidade relativa das correntes fracas lepténica e hadronica.

Estes factos permitem-nos descrever agora as correntes hadrénicas ao nivel dos
quarks. A corrente hadronica tem entao a forma seguinte

he = cos 0,4, 7 (1 — v5)¥q + sin 0,40, 7> (1 — v5)s . (4.47)

A ideia é que a interacao que transforma um neutrao

2 1 1
n=(udd) Qu=: -3 -3 =0 (1.45)
num protao
= (uud) ; Q—g—l—g—l—l (4.49)
b= ’ PT3 T3 73" ‘

deve ser aquela que leva um quark d — u (AQ = 1) e em termos de quarks o
decaimento [ seria representado nesta aproximacao pela Figura 4.4 Claro que o

U > U

d \ § [d
u

a/ a

\\ge

Figura 4.4: Decaimento n — p + e + 7, em termos de quarks.

confinamento torna esta descricao demasiado simplista, mas a hipdtese é que a
estrutura da teoria ao nivel do lagrangeano em termos de quarks esta correta. Nao
nos preocupando mais com as complicacoes das interagoes fortes, vejamos melhor a
estrutura em termos dos campos dos quarks. Como o u e d diferem duma unidade
de carga, as correntes h,(f ) e h,(ll) sao correntes carregadas, tal como acontecia para
a corrente leptonica. Por outro lado sao também correntes esquerdas. Vejamos se
é possivel dar-lhes uma forma onde aparecam sinais do grupo SUL(2). Para isso
observemos que

h® =cos 8. uy*(1 — v5)d + sin 0, ay*(1 — v5)s
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=uy*(1 — v5)(d cos @, + ssiné,) (4.50)

onde passamos a representar os campos pelo seu nome, isto é, por exemplo para o
quark u, u = ,. Se olharmos para a equacao anterior somos levados a introduzir
um dubleto de quarks da forma

U e
Q= <d cos B, + ssin HC>L - <dC)L (4.51)
onde
d. = dcosf,+ ssinf, (4.52)
Entao a corrente pode ser escrita na forma
h* =20Q,77Q; (4.53)
onde . )
0 1 T +aT
+ _ _
T = (0 0) = 5 (4.54)

Na Eq. (4.51) o indice L quer dizer

Qr = <]§LLCZ) . (4.55)

Mais uma vez para que o lagrangeano (4.26) tenha invariancia para SUL(2) falta
a componente neutra

e = 220,77 Q, (4.56)

4.3.2 O mecanismo de GIM e a descoberta do charm

Como vimos a teoria de Cabibbo para as correntes carregadas permite escrever a
corrente hadrénica carregada através de

= o o= ()) (4.57)

onde o sinal 4+ em A7 quer dizer que a corrente aumenta a carga por uma unidade,
isto é

AQ =Q(u) — Q(d) =+1 (4.58)
De igual modo podemos introduzir a corrente que diminui a carga por uma unidade,
he =2Q177 Qr (4.59)
e portanto o lagrangeano para a parte hadrénica serd?
Gr Gr

Ehad :ﬁ h,ah,aT = ﬁ h;h-‘ra

3Estamos a considerar neste ponto que ha sé os quarks u,d,s. Mais & frente veremos como
aparecem os outros.
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:f%% (hLWA® + h2h22) (4.60)

onde o '
he =Qr1a™Qr 5 i=1,2 (4.61)

Tal como para o sector lepténico somos levados a pensar se nao falta o termo
h3 h3* para ter o lagrangeano (4.60) invariante para SUL(2). Ora a corrente h3
escreve-se

hi :@LfYaT:aQL

:ﬂLfyauL — ch’Vach (462)

Esta corrente tem AQ = 0 e é portanto uma corrente neutra. A questao é entao
saber se existem correntes neutras na parte hadronica das interacoes fracas. Expe-
rimentalmente verificou-se que sim, mas sé com AS = 0, isto é, nao havia, ou eram
extremamente suprimidas, as correntes neutras com mudanca de estranheza. Isto

poe um problema & interpretacdo acima pois o termo d.;v%d,;, contém partes com
AS # 0. De facto

depy*d.r, = cos?® 0,dy*dy, + sin® 6.5.v%s 1,
+ sin 6, cos 0, (dLy* s, +3.y%dy) (4.63)

e o dltimo termo tem AS # 0. Portanto se quisermos insistir na simetria SUp(2)
com a consequente introdugao de h3, temos que resolver este problema. Em 1970,
Glashow, Iliopoulos e Maiani [22] resolveram esta questdo duma forma muito ele-
gante. Para isso postularam a existéncia dum segundo dubleto de SUL(2) onde
apareceria um novo quark de carga Q = 2/3, designado por charm e a combinacao
ortogonal a d. designada agora por s,

S, = —sinf, + scos#, : Q=—- (4.64)

Designemos esse dubleto por

sz(%) (4.65)

ScL

Entao a corrente neutra completa devera ser
hi :@L7a73QL + @L’VQT?)Q/L
=dYadr + SL7asL (4.66)

pois os termos cruzados na Eq. (4.63) cancelam agora exatamente. A este mecanismo
da-se o nome de mecanismo de GIM. Na altura em que o quark c¢ foi proposto nao
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W W _
—>— U —>— H
K’ K’
u A + c A
—— u+ — € u+
w* w*

Figura 4.5: Diagramas para K? — u*pu™.

havia ainda evidéncia experimental para ele. Este facto foi atribuido por GIM a ele
dever ser relativamente pesado. E para crédito de GIM que eles nao sé propuseram
o quark ¢ como também forneceram uma estimativa para a sua massa. O argumento
¢ o seguinte. Tomemos o decaimento

K = putpu~ (4.67)

E um decaimento com corrente neutra e AS # 0 pelo que nao deveria existir de
acordo com o mecanismo de GIM. Na realidade nao é assim e experimentalmente
verifica-se que existe, embora seja extremamente raro. De facto

D(K] = ptp”)
['(K? — tudo)

Como é que isto se enquadra no que dissemos acima? Muito simplesmente o meca-
nismo de GIM proibe interagoes de corrente neutra com AS # 0 somente ao nivel
arvore. Em ordem superior tais processos poderao existir. Assim para este processo
podemos temos os dois diagramas da Fig. (4.5). Comparando os acoplamentos nos
vértices o diagrama com o quark w tem uma amplitude

BR(K} — i p”)

= (6.34+1.1) x107? (4.68)

M, o sinf, cos@, (4.69)
enquanto que o diagrama com o quark ¢ tem a amplitude
M, o< —sin@, cos @, (4.70)

Tudo o mais é igual exceto a massa dos quarks. Se m, = m,. os dois diagramas
cancelariam exatamente dando uma contribuicao zero em conflito com a Eq. (4.68).
Se m. > m, o segundo diagrama serd muito pequeno (nao esquecer a massa no
denominador do propagador do quark) e GIM calcularam que a contribuigdo do
primeiro diagrama era demasiado grande para comparar com o valor observado
experimentalmente. Para satisfazer o valor experimental a massa do quark ¢ deveria
estar num intervalo nao muito largo. Eles encontraram

1 GeV <m,. <3 GeV (4.71)
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Figura 4.6: Decaimento do muao com bosao vetorial intermédio.

em comparagao com o valor hoje aceite
me = 1.4 GeV (4.72)

Mais uma vez a via da simetria obtinha resultados importantes. Com o mecanismo
de GIM é possivel promover a simetria da parte hadronica do lagrangeano fraco ao
grupo SUL(2).

4.4 A hipétese do Bosao Vetorial Intermédio

Como vimos a teoria de Fermi foi motivada pela analogia com QED. Mas essa
analogia é imperfeita pois nao hd o analogo do fotao, o portador da interacao ele-
tromagnética. Assim, desde muito cedo apareceu a ideia de que deveria existir o
analogo do fotao para as interacoes fracas. Esse campo, designado por W, deveria
ser também vetorial e carregado, pois as correntes consideradas até entao eram car-
regadas. Na linguagem dos diagramas de Feynman, deviamos ter para o decaimento
do muao o diagrama da Fig. (4.6) e as interagoes fracas seriam entao mediadas pelo
W da mesma maneira que as interagoes eletromagnéticas sao mediadas pelo fotao.
Ao W foi dado na altura o nome de Bosao Vetorial Intermédio ou IVB atendendo
as iniciais em inglés. A ideia seria entdo que o lagrangeano na Eq. (4.26) seria
substituido por um outro do tipo

Loeak = Gud W + h.c. (4.73)

onde g,, € agora uma constante de acoplamento sem dimensoes. Para tornar a teoria
completa precisamos de saber o seu propagador. Para isso necessitamos da equagao
de onda para particulas de spin 1 com massa. Essa equagao, designada por equacao
de Proca e escreve-se

(@ +m*)W*H — oH9,W"» = J" (4.74)

O propagador ¢é entao a funcao de Green solucao da equacao

[(O+m?)g" — 0"0"] G (x — o) = ig"?6* (z — o) (4.75)
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Passando para o espaco dos momentos obtemos
(=K +m?)g" + k'] G (k) = ig"” (4.76)

que tem como solugao (ver Problema 4.2)

vo | KKP
v, . g T 2
GFP = Zl{;z——'n’:’; (477)

Entao o elemento de matriz para o decaimento do u~ sera da forma
M= g2 J],GY I, (4.78)

e portanto se k? < m? devemos ter

Juw
Se g ~ e entao
mw ~ e\/Gg ~ 90 GeV (4.80)

o que justificaria a aproximacao acima. Veremos mais a frente, no quadro do Modelo
Standard, qual a relagao exata entre Gr, g, € my .

4.5 Problemas com a teoria corrente-corrente

4.5.1 Violacao da unitariedade na interacao de Fermi

Apresentdmos nas secgdes anteriores uma teoria que descreve toda a fenomenologia
conhecida das interacoes fracas em finais da década de sessenta. Contudo a teoria
apresenta uma série de dificuldades que passamos a rever brevemente. Comecemos
pela interagdo pontual de 4 fermides de Fermi (modificada por Feynman e Gell-
Mann). Consideremos o processo

V,+p —U.+e (4.81)

descrito neste modelo pelo diagrama da Fig. (4.7). Como os problemas que vamos
exibir ocorrem para /s > m., m,, vamos desprezar essas massas. Entao

M = G—\/g 0(p2)7" (1 = v5)u(p1) w(q)vu(l — ¥5)v(g2) (4.82)

o que da

1
MP =5 3 1P

spins
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Vu Ve

Figura 4.7: Diagrama para v, + u~ — V., +e".

=4G%5%(1 + cos 6)? (4.83)
e o
do 1
R M2 =— s(1 0)? 4.84
0~ gars | MF = fgp s cosd) (4.84)
A secgao eficaz total serd entao
2
9r
= Z2F 4.85
o=3_5 (4.85)

Mas por outro lado, a seccao eficaz de difusao pode-se escrever na forma geral

47

=1z 227+ DI fsf? (4.86)

J

o

onde k é o momento no centro de massa e f; é a onda parcial correspondente ao
momento angular J. Pode-se mostrar em geral, usando argumentos de unitariedade
ou, o que ¢ o mesmo, de conservacao de probabilidade, que

fr=¢% sind, (4.87)

e portanto
£l <1 (4.88)
donde se obtém
Aw(2J +1) 167(2J +1)
o5 < =
k2 s
o que mostra que o; decresce com s. Mas pode-se mostrar que este processo corres-

ponde a J = 1 (ver problema 4.4) e para a seccao eficaz nao polarizada deveremos
ter

(4.89)

241
s

o<

(4.90)

o que entra em conflito com a Eq. (4.85) para

Vs > 1.5 x 10° GeV (4.91)
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A dificuldade com a teoria pontual pode ser relacionada com o facto da constante

G r ter dimensoes. De facto
[Gpl = M2 (4.92)

mas

o] =L =M (4.93)

e portanto a energias acima das massas dos leptoes um argumento puramente di-
mensional da
o~Gt s (4.94)

dado que a seccao eficaz devera ser proporcional a G%. Isto foi exatamente o que
encontramos.

4.5.2 Violacao de unitariedade no modelo IVB

O argumento anterior podia levar-nos a pensar que a dificuldade desapareceria no
modelo com o bosao vetorial intermédio (IVB). Isto porque ai

Gp~ T (4.95)
m
e poderia acontecer que a muita alta energia
2

o~ Jw (4.96)

S

como acontece, por exemplo no processo et +e~ — p+p~ em QED. Vamos mostrar
que embora o comportamento seja melhor no modelo IVB, ainda nao resolve todos
os problemas. Voltemos ao processo 7, + u~ — U, + €~ que agora se representa na
Fig. (4.8).

u e
W
Vu Y,
Figura 4.8:
A amplitude é agora
k,k,

M = g2 B(p2)y" (1 — v5)u(pr) s (q1) " (1 — 75)v(g2) (4.97)

2 _
k? —mg,
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Poder-se-ia pensar que os fatores de momento no numerador do propagador do W
iriam piorar o comportamento para valores elevados da energia no centro de massa.
Tal nao é verdade, pois uma vez utilizada a equacao de Dirac, esses termos vao
ser proporcionais a massa dos leptoes que desprezamos no limite das altas energias.
Entao para /s > my obtemos

M == 2 B(pa) (1 = 35 )ulpr) Taa)y" (L = 75)v(2) (4.98)

o que comparado com a Eq. (4.82) mostra que

Gp — 2 (4.99)

oy +p —Tete)~= (4.100)
o que esta de acordo com a unitariedade. Como dissemos atras, embora deixe de

haver problema para este processo, outros ha em que os problemas persistem. Para
vermos isso consideremos o processo

e +et > WH+W- (4.101)
no quadro do modelo IVB. Temos entao o diagrama da Fig. (4.9). A amplitude é
e —— " N\ W

YV,

et —e— W

Figura 4.9: Colisao e~ +et — WH 4+ W,

proporcional a

M ~ giet (g1, M€ (g2, Xa) T(p2)y” (1 —75) % V(1 —ys)u(pr)  (4.102)

No limite /s > m., my obtemos (ver Problema 4.7)

P ~ S s5(0) (4.103)

1
My,
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o que mostra que temos novamente o mesmo problema que na teoria pontual de
Fermi, como se vé comparando com a Eq. (4.83). Um estudo mais detalhado mostra
que o problema estd na polarizacao longitudinal dos W’s (ver Problema 4.8). Notar
que o processo semelhante

e +et s y+y (4.104)

em QED nao tem qualquer problema. Podemos assim suspeitar que a invariancia de
gauge de QED, relacionada com a massa zero do fotao, e a auséncia de polarizacao
longitudinal, deve ser a chave do problema.
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Problemas Capitulo 4

4.1 Mostre que da equagao de Dirac se obtém para as componentes 17, e g
'O = mig
iv“@,ﬂ/}R = m@DL (4105)
Comente este resultado.

4.2 Resolva a Eq. (4.76) para encontrar o propagador duma particula de spin 1
com massa. Para isso faga

GY (k) = g™ A(K?) + k"k” B(K?) (4.106)
e determine as fungoes invariantes A(k?) e B(k?).

4.3 Considere o processo v, + u~ — V. + e~. Mostre que

do_ 1 oo G0 se)? (4.107)
dQ)  647m2s 1672 ° o8 ’
(§]
g 4.108
o=3_8 (4.108)

4.4 Considere o problema 4.3 Mostre que no referencial do centro de massa o
momento angular é J = 1. Explique entao porque é que

M o (14 cos¥b) (4.109)

4.5 Considere o processo v, + e~ — v, + i~ . Mostre que
a) A secgao eficaz diferencial é

do  G%
— = 4.11
aQ  4r ° (4.110)
b) A seccao eficaz total é dada por
2
- = Grs (4.111)

™
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¢) Mostre que no C.M. temos s6 J = 0. Use esse facto para extrair um limite a
partir do qual a unitariedade é violada.

4.6 Considere o processo v, + = — U, + e~ na teoria IVB. Calcule a seccao eficaz
total e mostre que estd de acordo com a Eq. (4.100).

4.7 Considere o processo e~ + et — W~ 4+ W™ na teoria IVB. Calcule do/dQ e o
e mostre que no limite /s > m., my, obtemos

o~ (4.112)
4.8 Mostre que o processo e~ + et — W~ + W™ s6 apresenta problemas no que

diz respeito a unitariedade, para a polarizacao longitudinal do W. Para isso calcule
separadamente a contribuicao das polarizacoes transversais e longitudinais.



Capitulo 5

O Modelo Standard Eletrofraco:
SU(2);,xU(1)

Aqui seguimos o capitulo 5 do meu texto FIE [7]. A matéria estd também coberta
no capitulo 9 do Griffiths [6].

5.1 Introducao

Vamos neste capitulo aplicar as ideias das teorias de gauge com quebra espontanea
de simetria as interacgoes fracas de quarks e leptoes. Consideraremos o modelo es-
pecifico associado aos nomes de Glashow [23], Weinberg [24] e Salam [25], que devido
a0 seu sucesso experimental se veio a tornar conhecido como o modelo standard das
interacoes eletrofracas. Contudo antes de entrarmos em detalhes, tentemos respon-
der a trés questoes:

i) Porqué uma teoria de gauge com quebra espontanea de simetria?
i1) Qual o grupo de simetria relevante?
ii1) Quais as representagoes a escolher?

Comecemos pela primeira. Ha varias razoes. Talvez a mais importante resulte do
estudo da fenomenologia das interacoes fracas, onde aparecia claro que estas deviam
ser mediadas por uma particula de spin 1 (campo vetorial) e que esta particula
devia ter massa devido ao curto alcance das interacoes fracas (ver discussdo no
capitulo 4). Ora, depois de muito trabalho tedrico mostrou-se que as tnicas teorias
consistentes, isto é, renormalizdveis e unitarias, com particulas de spin 1 com massa
eram precisamente as teorias de gauge com quebra espontanea de simetria. Uma
evidéncia adicional vem da existéncia duma universalidade de intensidades entre as
interagoes de leptoes e quarks se descontarmos a rotacao de Cabibbo, efeito que,
como veremos, nao provém do sector de gauge da teoria, mas sim do sector das
massas. Uma tal universalidade seria precisamente o que seria de esperar duma

67
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teoria de gauge, onde uma constante g, desempenhasse um papel semelhante a
carga elétrica em QED.

As outras duas questoes podem ser respondidas em simultaneo. Vimos que a
estrutura das correntes fracas sugeria a ideia dum grupo de isospin fraco SUL(2)
para as componentes esquerdas que participam na corrente carregada. Dal resultava
que as componentes esquerdas deviam ser agrupados num dubleto. As componentes
direitas dos campos carregados deveriam ser entao singletos de SUpL(2) para nao
participarem na interacao fraca das correntes carregadas. Poderia o grupo ser entao
s6 SUL(2)? Pensando um pouco logo se conclui que ndo. A razdo prende-se com
o facto de a estrutura das correntes de SUL(2) ser V — A. Entdo a componente 3
(neutra) também teria essa estrutura e nao poderia ser identificada com a corrente
eletromagnética que, como sabemos, tem acoplamento vetorial ao fotao. Portanto o
bosao Wj nao pode ser o fotao. Assim surgiu a ideia de alargar o grupo da forma
minima com um produto por um grupo Abeliano obtendo-se portanto SU(2) x U(1).
Como vimos no capitulo 3, havia neste caso dois bosoes Wi’ e B, que se misturavam
para dar um campo com massa a que chamamos Z, e outro, sem massa, designado
por A, e que, como veremos no seguimento, se identificard com o fotao.

Este modelo prevé portanto, para além da corrente eletromagnética a existéncia
de correntes fracas neutras, o que foi verificado experimentalmente. Os resulta-
dos experimentais mostram que a Natureza escolheu a hipotese mais simples. Nas
secgoes seguintes descreveremos os varios aspetos do modelo.

5.2 O sector de gauge

O sector de gauge e de Higgs do modelo standard ¢é aquele que ja descrevemos no
final da sec¢ao 3.3. Vamos aqui apenas resumir os resultados. Consideremos entao a
teoria de gauge para SUL(2) X Uy (1) com invariancia local. O lagrangeano escreve-se

£ = (D) (D"6) — V(610) — W, W™ — 1 B, B (5.1

onde V' é dado por

V(6'6) = 12¢'o + A (¢10)” (5.2)
e onde introduzimos os campos W, (a = 1,2,3) e B, correspondentes a SUL(2) e
a Uy (1), respetivamente. Os tensores do campo sdo entao

Wi, = 0,W5 — 9,W; — ge™ W W (5.3)

By = 8,B,, — 0,B, (5.4)

A derivada covariante é para este caso

D,p = (EL + ng“— +1ig'B ; ) o (5.5)
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onde 7% sao as matrizes de Pauli. Depois do mecanismo da quebra espontanea de
simetria vimos que a parte livre do lagrangeano se podia escrever

(0,0) (00) — + (~2u2) o

Elivre = 9

N —

1 1 luv
- WL 4

1
— = W2, W 4~

1 122 1 1
5 <§gU)WMWM
1
2

1
(g ) Wi

4

1 L 11

_ Z ijzu + 5 {5 U2(g2+gl2):| ZM YA
1 uw

=5 AwW (5.6)

onde introduzimos os campos A, e Z,, através das relacoes

A, =sin GWW;:’ + cosOw B,
(5.7)

Zy, = cosOwW? —sinfy B,

O angulo 6y foi determinado pelo requerimento que A, seja o vetor préprio de

massa nula e obtivemos ,

tan Oy = % (5.8)

Do lagrangeano na Eq. (5.6) resulta que temos um campo escalar com massa o,
que passaremos a designar por H. E o bosao de Higgs e a sua massa é dada por

myg = —2,[12 (59)

Além disso existem dois campos vetoriais Wj’z com massa

/1
Mwl7w2 = 5 927)2 (510)

e outro campo vetorial Z, com massa

My = v2(92 + g") (5.11)

1
2
Em vez dos campos W} * é usual introduzir um campo vetorial complexo W através
das relacoes
1
W= —
M ﬂ

1

(Wy+iW2) 5 Wi = 7

(W, —iW};) (5.12)
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Entao a massa deste campo serd

1
My = 3 g2v? (5.13)

Comparando a Eq. (5.13) com a Eq. (5.11) e usando a defini¢do 5.8 obtemos uma
relacao importante entre as massas do W e do Z

MW = MZ COS HW (514)
Finalmente o outro campo vetorial A, nao tem massa
My=20 (5.15)

Vemos assim que o campo A, deve ser identificado com o fotao. Esta identificacao
permite eliminar uma das constantes g e ¢’ (ou equivalentemente g e fy,) em termos
da carga elétrica que corresponde ao gerador conservado
147 3

2

Para isso escrevemos a derivada covariante em termos dos campos fisicos, isto é,

Q=

(5.16)

Ceea T 1
DN = ((% + ZQWME + ZQ,BN§ ) qb

. g g - -
:|:8u+ZEW:T++EW T
_— . g 73 .
+igsin Oy QA, + L o (5 — sin? GWQ>] ¢ (5.17)

o que permite identificar
gsinfy =e (5.18)

Como a carga elétrica é conhecida o tnico parametro a determinar é o angulo 6y .

5.3 As interacoes fracas dos leptoes

A beleza das teorias de gauge é que as interagoes dos campos de matéria com os
bosoes de gauge ficam completamente determinadas pela invariancia de gauge. Vi-
mos isso ja para o caso da interacao com os campos de Higgs e o mesmo se passa
para os fermioes. De facto no final do capitulo 2, ja dissemos que forma devia ter o
lagrangeano de qualquer fermiao para a teoria SUL(2) x Uy (1). Este era dado pela
Eq. (2.65), da qual reproduzimos aqui a parte dos fermies (os campos de gauge ja
foram discutidos na sec¢ao anterior). Obtemos

L= Tip—m)¥,; (5.19)
f
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onde
D, = (0, + z'gW/j‘Q“ + ig’YBM)\If (5.20)

onde as matrizes (2* sao as apropriadas para a representacao em que os fermioes
se encontrem. Temos portanto, antes de escrever as interacoes, descobrir quais as

representagoes de SUL(2) X Uy (1) em que se encontram os diferentes fermioes!.

5.3.1 As representagoes e niimeros quanticos

Os leptoes conhecidos distribuem-se por 3 familias com propriedades idénticas s
diferindo na sua massa. Esta repeticao que se verifica experimentalmente nao é
explicada pela teoria, mas introduzida para estar de acordo com a fenomenologia
conhecida. No seguimento falaremos somente da familia do eletrao (o eletrao e o
seu neutrino), mas tudo o que dissermos e aplica as familias do muéo e do tau.
Como vimos no capitulo 4, as correntes carregadas que medeiam a interagao
fraca (troca do Wj) sao exatamente V' — A, ou seja, nelas tomam parte somente
a componente de helicidade esquerda dos leptoes carregados. Para se obter isto é
necessario tratar de forma diferente as duas helicidades das particulas carregadas.
Assim e tendo em conta que o grupo que emerge da fenomenologia é SUL(2) x Uy (1),
distribuimos o eletrao e o seu neutrino pelas seguintes representagoes de SUp(2), dito

1sospin fraco
_ 1— V5 Ve
B =1 (6)

Portanto as componentes de helicidade esquerda do eletrao e do seu neutrino formam
um dubleto de SUL(2), enquanto que a componente de helicidade direita do eletrao

é um singleto do isospin fraco. A escolha na Eq. (5.21) determina as transformacoes
de SU L(Q)

Ver, . :1+75
(eL) =5l (5.21)

a

(SEL = e T— EL
2
Sep =0 (5.22)

Falta-nos entdo determinar as transformagdes sob a agao do grupo Uy(1). Estas
serao em geral

50 = z% Y, ¢ (5.23)

onde ¢ é qualquer componente de helicidade dos leptoes, isto é ¢ = er,€egr, Ve, €
Y, é um numero, designado por hipercarga fraca diferente, em principio, para cada

INao fizemos uma grande discussdo deste ponto para os campos de Higgs, pois admitimos &
partida que eles estavam em dubletos como tinha sido sugerido na discussao do mecanismo de
Higgs no capitulo 3.
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helicidade do leptao. Notar que isto exclui logo termos de massa para os leptoes,
pois estes sao da forma

Emassa = —m (ZLgR + ZRgL) (524)

e portanto nao seriam invariantes nem para SUp(2), pois nao é um singleto, nem
para Uy (1) se as hipercargas fracas de ¢, e (g forem diferentes. O valor Y nao é
arbitrario pois o fotao deve acoplar com a corrente eletromagnética. Assim, usando
as Egs. (5.19) e (5.20), vemos que para uma dada helicidade do leptao ¢ devemos
ter a seguinte interacao

_ 1 ,
Eint :67“ [QW3T3 + 59 BHY} €

_ 1 1
=— " [Au <gsin6’w T3 + §g'cosew Y) + 4, <gcos€w T3 — §g'sin9W Y)] l

=1y, {W“e <T3 + %Y) +zn {T?’ — sin? Oy <T3 + %Yﬂ }£(5.25)

cos By,

onde T? ¢ o valor numérico do isospin fraco?, (ver Tabela 5.1), para o leptao /.
Comparando a Eq. (5.25) com o que deviamos ter para a corrente eletromagnética,

LD iy A, (5.26)

nt

onde e = |e| e portanto () é o valor da carga da particula em unidades da carga do

protao, obtemos entao
1
Q=T+ §Y (5.27)

o que determina Y.

€L €r v
T | =1/2| 0 | +1/2
Y -1 | =2 -1
Q -1 | -1 0

Tabela 5.1: Numeros quanticos para os leptoes.

Esta tabela implica a seguinte forma para as derivadas covariantes,

/

B
D,E = (QL — zg?WH — Z§BH> Er

. . 7’ 7’ . . 3 .
2Mais rigorosamente é o valor préprio da matriz T3 = 5 no dubleto Fr, e zero no singleto eg.
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; 3
g - . . g T . 9
= 8M——\/§ (Wit + W, r )+16QAM+ZCOSHW (5—5111 QWQ> ZM} E;

D,er = (0, —ig'B,)er = (0, — ieA, +ietanby Z,) er
(5.28)

Das expressoes anteriores é facil obter as interagoes dos leptoes com os campos de
gauge, as chamadas correntes fracas carregada e neutra. O lagrangeano dos leptoes
no limite em que as massas dos leptoes sao nulas é

Lieptoes = 1B L) By 4 i€} ep + termos iguais para o e para o 7. (5.29)

Usando a Eq. (5.28) podemos escrever os termos de interagao

g _ g _ _
Ling = — == A" (1 = 75)e W, — —=&y"(1 — y5)v. W,

22 2v/2

— m [ﬁe (1 = v5)ve —EYH(1 — 4sin? Oy — ’)/5)6] Z,

— (—e)erre A, (5.30)

O termo proporcional a A, representa a interacao eletromagnética como descrita em
QED. Daremos alguns exemplos das outras interacoes mediadas por Wf e Z,.

5.3.2 As correntes carregadas

Do lagrangeano de interacao na Eq. (5.30) concluimos que os vértices relevantes sao
os indicados na Fig. (5.1).

Ve e

Figura 5.1: Vértices da corrente carregada.
Um exemplo tipico é o decaimento do muao
pwo—=e +v. 4, (5.31)

que, como vimos, corresponde ao diagrama da Fig. (5.2). O célculo deste processo
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Figura 5.2: Decaimento do muao.

no limite das baixas energias da uma amplitude

2
g — « —
M= —— 7,71 — 75),14 [eya(l — 75)%] (5.32)
8 My,
que coincide com a amplitude do modelo fenomenolégico das interagoes fracas de
Feynman e Gell-Mann, descrito no capitulo 4, se identificarmos
Gr . g9’

V2 8ME
onde G é a constante de Fermi. Isto permite obter uma estimativa de massa do
W. De facto usando a Eq. (5.18) obtemos

(5.33)

M, = ¢ L Gev
42Gr  4V2GF sin® Oy,
o 1 (37.5 Gev)?
- <\/§GF) sin2 Oy sinZ Oy (5:34)
Para o presente valor sin 6y, =~ 0.23 obtemos

My ~ 78 GeV (5.35)

Este valor estd um pouco abaixo do valor experimental atualmente aceite
My, = 80.37 £ 0.17 GeV (5.36)

A diferenga estda no facto de que a Eq. (5.34) é somente vélida na aproximagao
de Born (nivel arvore). Com a introducdo das corregoes radiativas ela passa-se a

escrever 1 1
T
M2, = 5.37
W <\/§GF) sin? @y, 1 — Ar (5:37)

onde Ar encerra as correcoes de ordem superior. Atualmente o valor para Ar é

Ar = 0.06 (5.38)
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o que faz subir My, para o valor para o indicado na Eq. (5.36). Uma maneira de
entender estas corregoes é dizer que a intensidade da interacao eletromagnética a
escala da massa do Z ¢ maior que no limite de baixa energia onde « é medida. Mais

precisamente
o 1

(1—Ar) ~ 1288

a(My) = (5.39)

5.3.3 As correntes neutras

E usual escrever a interaciao do Z° Eq. (5.30), numa forma aplicavel a qualquer
fermiao f. Para isso escrevemos

Lz =_

int —

— [ﬁev“(gﬁ — g4Ys)Ve V' (gy — gavs)e| 2"

+ termos iguais para os outros leptoes

_ 9 - f f
=~ st Ef Yy (v — 94Y5) V5 2y (5.40)
onde
1 , 1
gl = 3T Q' sin* 0w 5 gi=T) (5.41)

O lagrangeano na Eq. (5.40) da entao origem ao vértice da Fig. (5.3). Um exemplo

0
Z g
g V(g — ghvs)

cos By

Figura 5.3: Vértices da corrente neutra

tipico é a difusao elastica
vpt+e—v,+e (5.42)

a que corresponde o diagrama da Fig. (5.4). A amplitude para baixas energias é

Vu Vi

e e

Figura 5.4: Diagrama para o processo v, +e — v, + e.
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g2

M= 4cos? Oy M2 [ﬁ“v (1- 75)”#] [é%v(gv - 9,4%)6] (5.43)

Usando a Eq. (5.14) conclui-se que
M3, = M} cos® Oy (5.44)

e portanto as Egs. (5.34) e (5.44) permitem escrever a Eq. (5.43) na forma

M = V3G [7,(1 = 35w [Pl — g)e] (5.45)
Foi a descoberta experimental do processo na Eq. (5.42) e também do processo
Ve+e—ve+te (5.46)

mediados pela corrente neutra que constituiram a primeira validagao, antes da ex-
periéncias do LEP, do modelo de Glashow-Weinberg-Salam.

5.4 A introducao dos quarks

As interacoes fracas dos hadroes podem ser explicitadas a partir das interacoes fracas
dos quarks que sao os seus constituintes. Nos faremos as seguintes hipoteses:

i) Os quarks aparecem em diferentes sabores. Experimentalmente necessitam-se de
6: u,d,s,cb, et.

ii) Para cada sabor os quarks aparecem em 8 cores distintas, mas os hadroes sao
singletos de cor.

ii1) As correntes eletromagnéticas e fracas sao singletos de cor e atuam somente no
espaco dos sabores.

Uma vez expostas as nossas hipoteses, que incorporam o que é conhecido experi-
mentalmente, vamos agora especificar as propriedades de transformacao dos quarks,
de helicidades esquerda e direita, sob a ace¢ao do grupo SU(2) x U(1). Para isso
damos os valores de T e Y na Tabela 5.2. Nesta tabela d. e s. sao as seguintes

ur, ch Cr, SclL UR dR CR SR t b

T3 1/2 | =1/2 | 1/2 | —=1/2| 0 0| 0 0 |1/2|-1/2
13| 1/3|1/3| 1/3|4/3|-2/3|4/3|—2/3|4/3| —2/3
Q |2/3|-1/3|2/3|-1/3]2/3|-1/3|2/3|-1/3|2/3|—1/3

)~<

Tabela 5.2: Ntumeros quanticos dos quarks.
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misturas de d e s

(5.47)

d. = cos0.d-+sinb.s
S, = —sinf.d + cosb.s

onde 6. é o angulo de Cabibbo, conforme introduzido na seccao 4.3.1. De facto
estamos aqui a simplificar. Com a introducao dos quarks b e £, a matriz de rotacao
2 X 2 entre d e s deve ser generalizada para uma matriz de rotagao 3 x 3 no espaco
d, s e b, a chamada matriz de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa(CKM) [21, 26]. Isto
sera explicado mais a frente quando falarmos das massas dos quarks. Em primeira
aproximacao é contudo verdade que o efeito dominante é a rotacao de Cabibbo, isto
é, consideramos s6 a mistura entre d e s. Dentro desta aproximagao as representacoes
de SUL(2) sao

U c t
( ) 7 ( ) 7 ( ) 7 UR, dR7 CR7 SR7 tR7 bR (548>
d. L Se L b L

Usando a Eq. (5.28) como analogia e os valores da Tabela 5.2, é ficil escrever o
lagrangeano de interagao

k g _ g = _
E?Iiar R —2\/5 (1 — vs)d, W: — —2\/5 dey*(1 = y5)u W,

2 1 =
+ <§6ﬂv“u — ge dcv“dc) A,

g 1_ 1-
— — — —dgYd. | Z
cos By (2 vy er 2 Ly L) H

2 1 =
+ tan 6y <§eﬂ7“u —3€ dcy“dc) Z,

u —c u —t
+ (dc o sc) t (dc o b) (5.49)

O que se escreve na forma

ﬁquarks _

q - _ _
int ﬁ [U’y”(l - ’75)dc + C’Y”(l - 75)80 + W”(l - 75)6] W;j_

[dcy“(l — ¥5)n 4+ 5 (1 — 5)c 4+ by (1 — 75)15} W=

_ 9
2v/2

2 2 2. 1- 1_ 1.
+e [g uy u + gcv“c+ gtV“t— gdv“d— gsv“s— gbv“b] A,

g —
- > el — ghs)f 2, (5.50)
cos Oy
f=quarks
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com g{; e gf; dados pela Eq. (5.41). Notar que a interagao mediada pela corrente
carregada tem exatamente a forma encontrada fenomenologicamente por Cabibbo
para os acoplamentos semi-lepténicos AS = 0,1. Por outro lado a corrente neutra
obedece a regra de selecao AS = 0, isto é, o mecanismo de GIM esta incorporado
no modelo.

O lagrangeano da Eq. (5.50) descreve portanto as interagoes fracas e eletro-
magnéticas dos quarks, isto é as correspondentes ao grupo de simetria SU(2) x U(1).
As interacoes fortes sao explicadas pela teoria de gauge da cor, isto a Cromodinamica
Quantica (QCD). Esta é a teoria de gauge do grupo SU(3)¢or- De acordo com as
nossas hipéteses os geradores de SU(3)¢or devem comutar com os de SUL(2) x Uy (1).
Portanto o grupo fenomenoldgico que descreve as interagoes fracas, eletromagnéticas
e fortes é

G = SU(3)eor X SU2)1 x U(1)y (5.51)

5.5 A Massa dos Fermioes

5.5.1 A massa dos leptoes

Como as transformagoes do grupo SU(2) x U (1), (ver as Egs. (5.22) e (5.23)), tratam
de forma diferente as duas helicidades, um termo de massa para os leptoes nao é
invariante sob a ace¢ao de SU(2) x U(1). De facto

ﬁmassa clectrao = — Me €€ =
= —m. (€rer +€reR) (5.52)

e numa transformagao de U(1), por exemplo, obtemos

7
5Y£massa electrao — _me§5 (éReL - éLeR) #0 (5-53>

A maneira de resolver esta dificuldade é exigir que antes da quebra espontanea de
simetria os leptoes nao tenham massa e que seja o préprio mecanismo de quebra de
simetria que dé origem a massa. Isto é possivel mediante novas interagoes a juntar ao
lagrangeano entre os leptoes e os escalares, ditos campos de Higgs. Para formarmos
termos de massa para os leptoes carregados, temos portanto de construir primeiro
um termo no lagrangeano que seja invariante para SUp(2) x Uy (1). Facamos isso
primeiro para o eletrao. Com o dubleto E, e o dubleto de Higgs ¢ podemos formar
um singleto de SUL(2). Por outro lado

Y(E;) = —1

Y(¢) =+1 (5.54)
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pelo que um termo de forma E} ¢ é singleto de SUL(2) e tem hipercarga fraca
Y(Ej¢) =Y (EL) +Y(¢) = +2 (5.55)

Mas Eng nao é invariante de Lorentz, pois falta um spinor de helicidade direita.
Notando que
Y(er) = -2 (5.56)
concluimos que o lagrangeano invariante de Lorentz e invariante para SUL(2) x U(1)
é
Lyukawa = —JeErder + h.c. (5.57)

onde f, é uma constante de acoplamento sem dimensoes. Para vermos que este
lagrangeano dé massa ao eletrao, notemos que quando se da o fenémeno de quebra

espontanea de simetria temos
0
¢:<)+--- (5.58)

(%

pelo que obtemos (tomamos f, real)

Lyukawa = —fev(€rer) + - - (5.59)

donde se conclui que
Me _
fo=—"2=28x10"° (5.60)
v

A introducao do muao e do tau é agora trivial. H4 contudo um detalhe que vale a
pena explicar. O lagrangeano mais geral que d4 massa aos leptoes carregados é

'CYukawa Z fzg ¢6R ) (5.61)
i,j=1
onde usamos a notagao
e(l)=e; e2)=p; ed)=r (5.62)

Em geral a matriz f;; nao é diagonal. Para encontrarmos os estados fisicos
terifamos de diagonalizar a matriz de massa e rodar os campos das interagoes para
os campos fisicos. Contudo, se os neutrinos nao tiverem massa é sempre possivel
redefinir os campos dos neutrinos e acabar com novos campos que sao diagonais
tanto na matriz de massa como nos termos de interacao. Portanto podemos desde
logo escrever 5.61 na forma diagonal

Lyukawa = Y _ fi Er(i)¢ en(i) (5.63)

1=1

Para este argumento é essencial que os neutrinos nao tenham massa. Como vere-
mos nao ¢é possivel utilizar o mesmo argumento para os quarks resultando dai a
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matriz de Cabibbo (ou mais geralmente a matriz de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa
(CKM)). Hoje sabe-se que, embora muito pequena (menor que 1 eV), os neutrinos
tém massa. Para explicar a massa dos neutrinos é preciso generalizar o modelo stan-
dard. Nessas generalizagbes aparece entao o equivalente a matriz CKM. Nos neste
curso introdutério vamos continuar a considerar que os neutrinos nao tém massa o
que é uma aproximacao muito boa para as experiéncias nos aceleradores.

5.5.2 A massa dos quarks

Consideremos agora o problema de massa dos quarks. O problema é mais compli-
cado por duas razoes. Uma que tem que ver com a impossibilidade de diagonalizar
simultaneamente as matrizes de massa e as intera¢oes como foi afirmado atréas e
serd discutido mais a frente. A outra é mais técnica. Para percebermos o problema
consideremos os quarks da primeira familia

Qr = (uL) ;  uR,dg (5.64)
dr,
Se considerarmos uma interacao da forma
Lyukawa = —ha Qré dr +h.c. (5.65)
obtemos B B
Lyukawa = —hav (drdr + dpdr) + - - (5.66)
e obtemos massa para o quark d, mas nao para o quark wu. E f4cil de ver que
— 1 4

e portanto o termo (Q@ug) nio é invariante para SUL(2) x Uy (1). Como resolver
este problema? Felizmente a solucao nao é muito dificil. Numa transformagao de
SUL(2) x Uy (1) o dubleto transforma-se da forma seguinte

5 — iaa%aqﬁ SUL(2)

56 = i%¢> Uy (1) (5.68)
Consideremos agora o dubleto ¢ definido por
¢ =ing" = (_dj;_) L o= (5.69)
Vejamos agora como se transforma ¢. Para SUL(2)

06 =ity (69"
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o* (5.70)
Usando agora a identidade
To T 19 =7 (5.71)

obtemos

=ie® — ¢ (5.72)

isto é, transforma-se exatamente como ¢. Mas numa transformagao de Uy (1) obte-
mos

56 =iry (36)" = ity <+z§ ¢)*

— i (i ) = —i

6 ~
- =9 (5.73)

0 que mostra que gz; tem hipercarga fraca igual a —1. Entao um termo
Lyukawa = — hu @Lﬁg ug + h.c.
:_huv(ﬂLuR“—ﬂRuL)‘l—"' (574)

é invariante para SUp(2) x Uy (1), pois
— - 1 4
Y(QanuR) = -5 —l+3 =0 (5.75)

e dd massa ao quark u. Precisamos portanto do dubleto ¢ para dar massa aos quarks
com T3 = —1/2 e do dubleto ¢ para dar massa aos quarks com T3 = +1/2.
O termo mais geral que d4 massa aos quarks é portanto

Lyukawa = — Z haij @L ()¢ dr(j)
0]

=D iy Qu(i)d u() (5.76)

numa notagao 6bvia. Vemos assim que héd uma matriz de massa para os quarks
de baixo com T3 = —1/2, e outra para os quarks de cima com T3 = +1/2. E
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possivel diagonalizar estas matrizes e passar o efeito para os termos de interacao.
Os termos de corrente neutra continuarao diagonais, mas nos termos de corrente
carregada tal nao acontecera. De facto a corrente neutra liga os quarks de cima
com os quarks de cima e os de baixo com os baixo, e portanto teremos sempre
termos diagonais se usarmos a unitariedade das matrizes. Isso nao acontece para
as correntes carregadas pois elas misturam os quarks de cima com os de baixo que
sao diagonalizados de maneira diferente. O resultado é uma matriz de mistura, que
convencionalmente se coloca nos quarks de baixo, a chamada matriz de Cabibbo-
Kobayashi-Maskawa [21, 26],

d, Vud vus vub d
S = Ve Ves Vi s (5.77)
v Via Vis Vi b

que tem 3 angulos e uma fase independentes, e portanto 4 parametros fisicos. Para
vermos o mecanismo, consideremos o modelo s6 com duas familias de quarks. Entao
o lagrangeano de massa dos quarks pode ser escrito

ﬁmassa - — hulvﬂu - huQUEC
- hdlv Ec dc - thU ScSe
— hdlg’U (EC S+ S, dc) (578)

onde se usou a liberdade referida atras para escrever os quarks u e ¢ diretamente na
forma diagonal. Olhemos para a matriz dos quarks de baixo. Escrevemos

_ hav  hgov d.
cdovn — _(d, s.) < “ ) < ) (5.79)

hai2v  hagv S¢

Agora o angulo de Cabibbo pode ser facilmente compreendido. De facto do ponto
de vista das interacoes fortes, a matriz de massa deve ser diagonal nos quarks d e s.

Entao se introduzirmos
cosf. sind, d
(de sc) = (5.80)
sinf,. cosd. s
na Eq. (5.79) obtemos

d - _\ [m11 m d
Liassa == () (m; m;j) (s) (5.81)

——( %) (”Z;l 72) (i) (5.82)
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onde
mi1 = o8 0.(hg cosl, — hgiasinf,) — sin 0.(hg12 cos 6, — hgo sin6,.)
mis = sin0.(hqy cos 0. — hgiasin0,.) 4+ cos 0.(hg12 cos 0. — hgo sin 6,.)
Moy = sin O.(hgy cos . — hgrz2sinb.) + cos 0.(hgi2 cos 0. — hge sinb,.)
Moo = $in 0.(hqio cos 0. + hgy sin 6..) + cos 0. (hgs cos 0. + hqio sinb,.) (5.83)

A condicao mis = mo; = 0 tem como solucao

2h

isto é relaciona os parametros do lagrangeano com o angulo de Cabibbo. E usual
em vez de usar os parametros hy;; e hgj;, usar os valores experimentais das massas
dos quarks e os elementos da matriz de rotacao. Esta para o caso de trés familias
de quarks ¢é a matriz CKM.

5.6 Exemplos

5.6.1 Colisao elastica eletrao-neutrino

5.6.2 O decaimento do muao
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Problemas Capitulo 5

5.1 Considere a difusao elédstica
Ve+e —TV.+et (5.85)

a) Considere apenas o diagrama do W. Mostre que no limite das baixas energias

0 = SN =) T el (550

b) Considere agora o diagrama do Z. Mostre que

M® — —2%; 5 D) (1 = 75)v(P) T(e),(2sin” Oy — % + % vs)ule) (5.87)
e portanto
G
M = M@+ MO = 2 5(7)y (1—5)0(7) T V3 Cy —Cays)ule) (5.88)
2/ 272
com
o1 1
Cy = 2sin 9W§ ;o Ca= 5 (5.89)

Este processo permite portanto distinguir uma teoria com V' — A puro (Cy =
C4 = 1) do Modelo Standard. O resultado experimental confirma a estrutura
do Modelo Standard com as correntes neutras.

5.2 Considere o processo v, +e — v, +e. Este processo ocorre via corrente neutra.
Mostre que a amplitude é

M = =i ) (1= ule) W(C — Corslude) (.90

com

1
C{/zi—Qsinzﬁw ;O =

enquanto que numa teoria sem correntes neutras seria

% (5.91)
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Ol = =0 (5.92)
5.3 Considere o processo et + e~ — WT + W~ no Modelo Standard.

a) Calcule 9

b) Calcule 0. Mostre que quando /s > My, m,, se tem

Ta? 1 S
o~ ———— —1In (—2) (5.93)

p— N 2 -
28in“ Oy s miy

em contraste com o que se obtém no modelo IVB (ver problema 4.7).
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